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内 容 提 要 


本 书 将 数学 的 统一 性 贯穿 始终 ， 将 理论 方法 与 经 典 例题 相 结 合 ， 以 战略 、 战 术 及 工具 
为 主线 , 把 解 题 提高 到 了 艺术 高 度 。 首 先 总 结 解决 问题 的 方法 论 , 这 也 是 全 书 的 核心 内 容 ， 
进而 通过 实例 阐述 了 具体 的 解 题 战 术 ， 如 极端 原理 、 抽 导 原 理 等 。 并 从 解 题 者 的 角度 分 别 
讲述 了 代数 学 、 组 全 数学、 数论、 几何 和 微 积分 。 

本 书 适用 于 大 学 数学 系 的 低 年 级 学 生 、 高 中 的 高 年 级 学 生 、 想 学 习 解 决 问题 技巧 的 数 
学 爱好 者 以 及 广大 数学 教师 。 
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译 者 序 


多 年 对 数学 奥林匹克 竞赛 的 研究 与 实践 证 明 ， 科 学 合理 地 举办 各 级 数学 奥林匹克 
竞赛 对 传播 数学 思想 及 方法 、 培 养 学 生 学 习 数学 的 兴趣 、 增 强 学 生 的 思维 能 力 、 丰 富 
课外 活动 的 内 容 、 促 进 数学 教师 素质 的 提高 和 数学 教学 的 改革 、 发 现 和 选拔 优秀 人 才 
等 方面 起 到 了 积极 的 作用 。 随 着 数学 竞赛 在 中 国 的 深入 开展 ， 相 关 的 书籍 层出不穷 ， 
但 大 部 分 书 都 只 注重 对 学 生 解 题 熟练 性 的 培训 或 对 基本 知识 的 运用 ,而 忽略 了 数学 解 
题 的 真正 意义 与 解 题 策略 的 传授 。 为 了 解 题 而 解 题 ， 必 然 会 使 学 生 陷 入 机 械 的 题 海战 
术 中 , 这 与 数学 解 题 能 力 培养 和 数学 奥林匹克 竞赛 的 精神 相 违背 。 译 者 对 此 深 感 忧心 ， 
人 迫切 希望 能 有 一 本 让 学 生 真正 理解 如 何 解决 数学 问题 的 辅导 教材 。 本 书 正 是 译 者 为 此 
而 做 出 的 初步 尝试 。 


古人 云 :“ 授 人 以 鱼 , 三 餐 之 需 , 授 人 以 渔 , 终生 之 用 。” 本 书 是 一 本 既 授 人 以 鱼 
又 授信 以 渔 的 全 面 而 详实 的 书 。 书 中 送 给 读者 朋友 的 “ 鱼 " 是 大 量具 有 代表 性 的 例题 ， 
而 “ 渔 ” 则 是 解 题 过 程 中 一 次 次 运用 的 各 种 战略 、 战 术 和 方法 ， 这 些 也 正 是 本 书 的 核 
心 内 容 。 书 中 的 每 个 例题 的 重点 都 放 在 解法 的 构思 过 程 上 ， 即 如 何 运用 特定 的 解 题 策 
略 来 分 析 问题 ， 探 讨 解 题 思路 ， 提 出 解 题 方案 ， 并 将 其 呈现 在 读者 面前 ， 让 读者 和 作 
者 共同 经 历 每 道 题 的 思维 探索 过 程 ， 真 正 做 到 了 授 人 以 渔 ， 并 将 学 生 从 题 海战 术 中 彻 
底 解 脱出 来 。 本 书 让 读者 币 律 在 数学 的 浩瀚 海洋 中 ， 享 受 数学 带 给 他 们 的 乐趣 ， 理 解 
并 感受 数学 的 无 与 伦比 之 美 。 正 如 作者 所 述 :“ 解 决 问题 的 方法 是 可 以 学 习 和 传授 的 ， 
成 功 解决 问题 的 关键 在 于 心理 因素 和 非 心理 因素 方面 的 战略 规划 、 战 术 方法 的 运用 ， 
以 及 对 问题 不 受 任何 限制 的 分 析 。” 本 书 的 作者 Paul Zeitz 先生 曾 代 表 美国 首次 参加 国 
际 数 学 奥林匹克 竞赛 ,并 多 次 担任 国际 奥林匹克 竞赛 美国 队 的 教练 ,具有 丰富 的 奥 林 
匹克 竞赛 执教 经 验 ， 对 数学 奥赛 有 着 深刻 的 理解 与 认 知 。 本 书 精 选 素材 ， 深 入 浅 出 ， 
将 理论 方法 与 经 典 例题 相 结合 ,将 数学 的 统一 性 这 一 主题 贯穿 于 全 书 ， 并 将 解决 问题 
上 升 到 了 艺术 的 高 度 。 因 此 本 书 是 一 本 通俗 易 懂 、 语 言 风趣 ， 又 不 失 科学 性 和 启发 性 
的 教材 ， 可 作为 高 中 数学 奥林匹克 竞赛 的 参考 教材 ， 亦 可 作为 数学 奥林匹克 竞赛 教学 
工作 者 的 参考 攻 。 央 此 我 们 将 它 翻 译 出 来 以 给 国内 的 读者 。 


我 翻译 这 本 书 的 最 大 愿望 ， 就 是 读者 能 够 透 过 翻译 出 来 的 文字 ， 准 确 无 误 地 理解 


他 
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原 书 作者 的 一 番 精 心 策划 与 安排 , 为 自己 在 数学 问题 解决 领域 中 取得 斐然 成 绩 开 一 个 
好 头 。 在 本 书 的 翻译 过 程 中 ， 我 得 到 了 人 民 邮 电 出 版 社 的 大 力 支持 ， 在 此 表示 囊 心 的 
感谢 。 鉴 于 本 人 英文 水 平 有 限 ， 粗 疏 不 当 之 处 ， 亦 望 读 者 不 音 赐 教 。 


李 胜 宏 
2009 年 12 月 于 求 是 园 


第 二 版 前 言 


本 书 是 《怎样 解 题 : 数学 竞赛 攻关 宝典 》 的 第 二 版 。 相 对 于 第 一 版 ， 内 容 做 了 如 
下 变动 。 

。 增加 了 有 关 几 何 的 一 章 。 这 一 章 比较 长 ， 篇 幅 大 约 相 当 于 数论 和 组 合 数学 两 
章 的 总 和 但 实际 上 只 是 对 主题 做 了 初步 的 介绍 。 诚 然 ， 一 些 专家 会 对 这 一 章 
的 节奏 感到 不 满 ， 例 如 ， 他 们 会 认为 进入 主题 太 慢 ， 特 别 在 开始 之 处 ， 此 外 ， 
该 章 没有 包含 诸如 立体 几何 、 有 向 长 度 和 角 、Desargues 定理 , 9 点 圆 等 主题 。 
这 一 章 主要 是 为 初学 者 提供 帮助 的 ， 所 以 章 名 叫做 “美国 人 的 几何 "。 我 希望 
这 样 做 能 够 使 解 题 新 手 在 解决 几何 问题 时 ， 也 能 像 对 付 离散 数学 那样 增添 
信心 。 

。 微 积分 学 这 一 章 有 所 扩展 ， 增 加 了 很 多 新 问题 。 

。 其 他 几 个 章节 也 增加 了 很 多 问题 ， 特 别 是 一 些 “ 简 单 ” 的 问题 。 


为 了 在 控制 本 书 厚 度 之 余 提 供 新 的 内 容 ， 本 书 每 节 后 的 习题 使 用 较 小 字体 印刷 。 
但 不 要 想当然 地 认为 用 小 字体 印刷 ， 就 说 明 它 们 不 如 书 中 其 他 的 问题 重要 。 和 第 一 版 
中 一 样 ， 这 些 习题 才 是 本 书 的 核心 。 认 真 的 读者 应 该 仔细 阅读 书 中 每 个 问题 的 分 析 和 
说 明 ， 并 努力 尝试 解 出 它 。 为 此 ， 我 增加 了 一 些 在 提示 附录 中 进行 讨论 的 问题 ， 大 家 
可 以 登录 网 站 ; www.wiley.com/College/zeitz 进行 查看 。 


再 次 感谢 在 本 书 第 一 版 引言 中 提 到 的 给 予 我 帮助 的 朋友 ， 此 外 ,我 还 要 感谢 下 列 
朋友 : 

。 Wiley 公司 的 Jennifer Battista 和 Ken Santor， 他 们 对 本 书 的 修订 工作 提出 了 很 
多 指导 性 的 意见 ， 也 没有 因为 本 人 延迟 交 稿 而 不 耐烦 。 

。 在 此 也 感谢 _ Brian Borchers，Joyce Cutler，jJulie Levandosky ，Ken Monks, 
Deborah MooreRusso，James Stein ，Draga Vidakovic。 他 们 仔细 审读 校对 了 我 
的 手稿 ， 指 出 了 书 中 的 不 少 错误 ， 并 对 本 书 的 修改 提出 了 大 量 有 益 的 建议 。 

。 自从 我 1992 年 进入 旧金山 大 学 工作 以 来 ，Jennifer Turpin 院 长 以 及 Brandon 
Brown 助理 院 长 就 上 力 支持 我 从 事 这 些 非 本 职工 作 , 包括 同意 我 在 2005~2006 
学 年 休 年 假 来 完成 这 本 书 。 
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。 自 1997 年 以 来 ， 由 于 经 常 参与 当地 的 数学 交流 沙龙 和 竞赛 ， 我 对 解 题 的 理解 
有 了 很 大 的 提高 。 这 些 活动 的 经 费 大 部 分 由 数学 科学 研究 所 (MSRI) 资助 ， 
我 在 此 要 特别 感谢 MSRI 的 各 位 领导 Hugo Rossi, David Eisenbud, Jim Sotiros 
和 Joe Buhler。 同 时 ， 我 还 要 感谢 Tom Rike，Sam Vandervelde，Mark Saul， 
Tatiana Shubin，Tom Davis，Josh，Zucker， 特 别 是 Zvezdelina Stankova， 他 们 
都 曾 在 本 书 的 写作 过 程 中 给 我 提供 过 帮助 。 

最 后 ， 我 还 要 特别 感谢 我 的 妻子 和 两 个 孩子 ， 就 像 在 第 一 版 中 所 写 的 一 样 ， 希 望 

他 们 能 谅解 我 这 两 年 总 是 晚 睡 早起 。 我 将 此 书 和 我 的 爱 献 给 他 们 。 


Paul Zeitz 
2006 年 6 月 于 旧金山 


第 一 版 前 言 


为 什么 要 写 这 本 书 


这 是 一 本 定位 于 供 大 学 生 学 习 如 何 解决 问题 的 入 门 书 。 我 们 假定 读者 具备 一 定 的 
数学 基础 (至 少 懂得 一 点 微 积分 )， 喜 欢 数 学 ， 并 对 一 般 的 证 明 方法 有 大 致 的 了 解 ， 
但 他 们 平时 花费 了 大 量 的 时 间 去 做 练习 而 无 耻 去 思考 问题 。 


“练习 ”一 般 是 为 了 单纯 测试 学 生 对 某 一 数学 技巧 的 掌握 程度 ,一般 是 检验 对 新 
学 知识 的 掌握 程度 而 设计 的 一 类 题 。 练 习题 有 的 容易 有 的 有 些 难度 ,但 都 不 会 让 人 很 
为 难 ， 学 生 一 般 都 清楚 如 何 去 解 题 。 虽 然 要 得 到 答案 可 能 需要 很 多 技巧 ， 但 学 生 解 题 
的 思路 往往 非常 明确 。 相 反 ， 解 决 “ 问 题 ”并 没有 什么 特定 的 思路 ， 也 不 可 能 马上 得 
到 答案 。 许 多 问题 都 是 开放 性 的 ， 看 上 去 自 相 了 矛盾 的 ， 有 些 甚至 就 无 解 ， 而 在 得 到 结 
论 之 前 需要 大 量 的 分 析 。 问 题 和 解决 问题 是 数学 的 核心 。 研 究 型 数学 家 一 辈子 就 在 试 
图 解决 这 些 芯 而 未 决 的 问题 。 在 生产 实践 中 ， 有 能 力 解决 一 个 定义 降 涩 的 问题 的 人 要 
比 会 求 矩阵 转 置 的 人 更 重要 , 解决 后 者 可 以 由 计算 机 代劳 , 但 解决 前 者 却 只 有 车 人 才 。 


解决 问题 的 高 手 并 不 仅仅 只 是 更 受 老板 器 重 , 有 些 人 甚至 因此 进入 主流 的 数学 图 
了 。 他 们 因此 特别 有 自信 心 并 激励 了 其 他 人 。 最 重要 的 是 ， 解 题 令 人 愉悦 ， 真 正 的 高 
手 懂得 享受 数学 带 给 他 们 的 乐趣 ， 理 解 并 享受 数学 的 美 。 


打 个 比方 ,普通 的 数学 专业 学 生 就 像 是 那 种 一 星期 去 体育 馆 三 次 ， 每 次 都 在 各 种 
运动 器 材 上 重复 同样 不 负重 运动 的 人 。 相 反 ， 喜欢 解 决 问题 的 人 则 像 是 经 常 背 着 旅行 
包 去 徒步 旅行 的 人 。 这 两 种 人 都 能 变 得 强壮 , 而 通过 解决 问题 锻炼 的 人 则 尝试 到 了 冷 、 
热 、 潮 湿 、 疲 劳 和 饥饿 的 感觉 ， 他 们 可 能 会 迷失 方向 而 不 得 不 到 处 寻找 出 路 ， 会 饱 经 
风霜 。 但 他 们 能 爬 到 山顶 ， 看 到 一 般 人 梦想 不 到 的 风景 ， 他 们 能 够 到 达 奇 妙 而 美丽 的 
地 方 ， 更 为 历尽 千 辛 万 苦 到 达 目 的 地 而 欣喜 若 狂 ， 当 他 们 回 到 家 ， 会 因为 曾经 的 历险 
而 充满 活力 ， 为 曾经 的 经 历 而 热情 洋溢 。 而 那些 可 怜 的 体育 馆 的 “老鼠 们 ”只 是 在 慢 
慢 变 得 强壮 , 却 不 能 从 运动 中 享受 到 任何 乐趣 ,也 没有 多 少 可 以 和 别人 一 起 分 享 的 经 历 。 


当前 ， 美 国 大 多 数 数学 专业 的 学 生 并 不 善于 解决 问题 ,但 还 是 存在 着 热爱 解决 问 
题 的 风气 。 很 多 人 都 是 由 数学 俱乐部 培养 的 ， 经 常 参加 一 些 数学 竞赛 ， 研 究 那些 大 部 
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分 数学 家 认为 理所当然 的 重要 的 “历史 ”问题 和 观点 。 这 种 爱好 解决 数学 问题 的 文化 
氛围 在 部 分 东欧 国家 和 一 些 美国 城市 都 很 浓厚 。 我 在 纽约 长 大 并 在 Stuyvesant 中 学 度 
过 高 中 阶段 ， 在 那里 我 曾经 是 学 校 数学 竞赛 队 的 队长 并 专门 学 习 过 如 何 解决 问题 ， 到 
现在 还 和 数学 竞赛 都 有 着 不 解 的 缘分 。 在 上 高 中 时 ， 我 是 美国 首次 参加 国际 数学 奥 林 
匹克 竞赛 (IMO) 的 代表 成 员 ， 二 十 年 后 ， 我 成 为 了 一 名 大 学 教授 ， 又 以 教练 的 身份 
辅导 了 最 近 很 多 届 参 加 国际 数学 奥林匹克 竞赛 的 队伍 ， 包 括 1994 年 我 们 在 国际 数学 
奥林匹克 竞赛 历史 上 取得 最 优异 成 绩 那 支 代表 队 。 


但 在 很 多 人 成 长 的 环境 中 并 没有 这 种 喜欢 解决 问题 的 文化 氛围 , 我 在 担任 高 中 以 
及 大 学 老师 期 间 和 这 些 想 解决 问题 的 孩子 们 经 常 接触 ,我 相信 和 解决 问题 是 任何 能 够 读 
数学 专业 的 学 生 都 能 轻易 学 会 的 一 件 事 。 作 为 解决 问题 的 文化 氛围 的 倡导 者 ， 写 作 这 
本 书 是 我 首次 为 传播 这 一 文化 所 做 出 的 努力 。 我 之 所 以 决定 写 这 本 书 是 因为 我 在 旧 金 
山大 学 工作 期 间 , 没有 找到 任何 类 似 的 书 。 虽 然 现 在 已 经 有 不 少 优秀 的 专门 介绍 数学 
问题 的 书 ， 但 我 觉得 光 有 数学 问题 是 不 够 的 。 我 写 这 本 书 的 指导 原则 是 : 

。 解决 问题 的 方法 是 可 以 教授 给 学 生 并 被 他 们 掌握 的 ， 

。 成 功 解决 问题 的 关键 在 于 心理 因素 ， 像 信心 、 专 心 和 勇气 都 是 非常 重要 的 ， 

。 对 问题 不 受 任何 限制 的 分 析 至 少 和 严格 的 论证 同样 重要 。 

。 影响 解决 问题 的 非 心理 因素 主要 包括 高 度 的 战略 规划 、 集 中 的 战术 方法 和 灵 

活 运用 的 技术 工具 。 
。 掌握 大 量 的 历史 著名 问题 (比如 抽 层 原理 ) 和 精通 各 种 技术 工具 同样 重要 。 


如 何 读 这 本 书 


虽然 这 本 书 编写 得 像 是 一 本 标准 的 数学 教材 ， 但 它 的 语言 是 非常 口语 化 的 : 它 就 
像 是 一 位 友善 的 教练 ， 不 仅 讲解 问题 ， 还 通过 各 种 告 诚 、 举 例 和 挑战 来 传授 知识 。 学 
习 这 本 书 不 需要 太 多 的 预备 知识 ， 只 要 掌握 一 点 浅显 的 微 积 分 知识 就 足够 了 ， 因 为 我 
把 这 本 书 的 读者 定位 于 大 学 数学 系 的 学 生 。 当 然 这 本 书 也 适合 高 中 高 年 级 学 生 以 及 各 
级 别 的 自学 者 ， 特 别 是 数学 老师 们 。 


本 书 的 内 容 分 成 两 部 分 。 第 一 部 分 是 总 结 解决 问题 的 方法 论 ， 这 也 是 全 书 的 核心 


内 容 。 第 二 部 分 包含 四 个 独立 成 章 的 部 分 , 即 按 解 题 者 的 角度 分 成 代数 学 、 组 合 数学 、 
数论 和 微 积 分 四 章 。" 为 了 控制 全 书 的 厚度 ， 书 中 没有 讨论 几何 方面 的 问题 ， 但 几何 


@ 为 节省 纸张 ， 第 二 版 已 没 再 使 用 正式 的 第 一 、 第 二 部 分 标签 了 。 但 全 书 的 结构 还 是 相同 的 ， 只 是 
加 了 几何 一 章 ， 如 何 读 这 本 书 ， 请 大 家 见 14 节 。 
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的 思想 却 贯 穿 始终 ， 并 在 一 些 地 方 (如 4.2 节 ) 有 集中 讨论 。 但 从 总 体 上 讲 ， 本 书 涉 
及 的 妃 何 方面 的 内 容 还 是 相对 较 少 的 。 幸 运 的 是 , 现在 已 经 出 版 了 很 多 几何 方面 的 书 
籍 。 这 些 书 中 ， 我 认为 初等 几何 方面 的 Geometry Revisited 和 Geometry and the 
lmagination 写 得 非常 好 。 


本 书 每 一 小 节 的 结构 都 很 清晰 : 讲解 、 例 题 和 问题 。 有 些 比较 容易 ， 有 些 稍微 难 
些 ， 还 有 一 些 非常 难 。 本 书 的 目的 是 教 大 家 如 何 解 决 问题 ， 要 提高 这 一 能 力 的 唯一 途 
径 就 是 解决 大 量 问 题 ， 独 立 解决 一 些 问题 并 学 习 别 人 的 解 题 方 法 ， 但 并 非 所 有 的 问题 
都 是 能 解 出 的 ， 任 何 时 间 只 要 是 用 在 思考 问题 上 都 是 值得 的 。 


我 希望 读者 在 读 完 这 本 书 并 解决 书 中 660 个 问题 中 的 一 部 分 后 , 能 有 前 面 说 过 的 
背包 长 途 旅行 的 那 种 感觉 。 读 者 在 阅读 的 过 程 中 有 时 不 可 避免 地 会 茫然 不 知 所 措 ， 感 
到 非常 痛苦 , 但 是 当 完成 这 样 一 次 旅行 以 后 , 你 们 的 意志 会 变 得 坚强 , 并 且 欣 喜 若 狂 ， 
而 且 随 时 准备 着 下 一 次 的 贸 险 旅行 。 


当然 ， 你 们 还 能 从 中 学 到 很 多 数学 知识 一 一 不 是 分 割 成 一 块 块 的 数学 分 支 ， 而 是 
数学 本 身 ， 纯 粹 而 简单 。 的 确 ， 贯 穿 整 本 书 反复 出 现 的 主题 是 数学 的 统一 性 。 很 多 特 
定 的 解 题 方法 都 涉及 从 一 数学 分 支 来 理解 问题 的 思想 ， 比 如 ， 可 以 从 几何 角度 解释 一 
个 代数 不 等 式 。 


如 何 教授 这 本 书 


如 果 是 一 学 期 的 课程 , 应 该 教 完 第 一 部 分 的 内 容 , 虽然 学 生 不 一 定 能 够 完全 掌握 。 
此 外 ,还 可 以 从 第 二 部 分 选取 一 部 分 内 容 讲解 。 例 如 ， 如 果 给 大 学 一 二 年 级 学 生 开设 
这 门 混 可 以 讲解 第 1~6 章 。 如 果 是 高 年 级 ， 则 可 以 跳 过 第 5 章 的 大 部 分 〈 除 了 最 后 一 
节 ) 和 第 6 章 ， 而 将 主要 时 间 用 来 学 习 第 7、8 两 章 。 


致谢 

Deborah Hughes Hallet 是 我 近 二 十 年 事业 的 守护 天 使 。 没有 她 的 仁 天 和 鼓励 ， 就 
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® Nancy Campagna, Marvella Luey, Tonya Miller 以 及 Laleh Shahideh 想 尽 办 法 ， 
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多 问题 ， 从 修复 印 机 到 安装 软件 到 设计 版 面 ， 她 的 足智多谋 和 大 公 无 私 的 精 
神 大 大 提高 了 我 工作 的 效率 。 


在 这 本 书 中 ,我 的 很 多 想法 都 来 源 于 我 在 以 下 两 个 地 方 给 学 生 上 课 的 经 验 : 旧 金 
山大 学 开设 的 关于 如 何 解决 问题 的 一 学 期 课程 ， 和 担任 国际 数学 奥林匹克 竞赛 美国 队 
教练 时 讲授 的 课程 。 非 常 感谢 我 的 学 生 们 ， 他 们 给 我 提供 了 这 样 一 个 与 大 家 一 起 分 享 
数学 的 机 会 。 
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我 要 感谢 Titu Andreescu，Jeremy Bem，Doug Jungreis，Kiran Kedlaya, Jim Propp 及 
Alexander Soifer， 和 他 们 之 间 的 多 次 交流 对 我 的 帮助 极 大 。 
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一 本 书 ， 整 个 过 程 少 不 了 她 积极 的 鼓励 、 创 新 的 提议 和 温和 的 督促 。 我 在 此 对 她 表示 
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家 庭 ， 其 他 任何 东西 〈 甚 至 是 数学 的 美 ) 对 我 来 说 都 是 毫 无 意义 的 。 


Paul Zeitz 
1998 年 11 月 于 旧金山 
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第 ] 章 
本 省 的 内 容 及 阅读 方法 
1.1 “练习 ”与 “问题 


这 是 一 本 介绍 解决 数学 问题 方法 的 书 ， 我 们 假定 本 书 的 读者 为 以 下 三 类 人 ， 

。 喜欢 数学 ， 

。 已 经 很 好 地 掌握 了 高 中 数学 的 内 容 ， 并 且 至 少 已 经 初步 学 习 了 高 等 数学 的 内 
容 ， 如 微 积分 和 线性 代数 ， 

。 希望 进一步 提高 解决 数学 问题 的 能 力 。 


首先 ， 什 么 是 “问题 ”? 我 们 需要 将 “练习 ”与 “问题 ”区 分 清楚 。“ 练 习 ” 是 
你 理解 且 可 以 立即 解决 的 问题 , 练习 的 解答 是 否 正确 取决 于 你 对 特定 技巧 掌握 的 熟练 
程度 ,但 你 却 从 不 用 去 琢磨 究竟 应 使 用 何 种 技巧 。 相 反 , “问题” 是 需要 做 深入 思考 
和 丰富 资料 收集 才能 找到 正确 方法 的 题目 。 例 如 ， 下 面 是 一 道 练习 。 

例 1.1.1 请 不 使 用 计算 器 计算 5 436?。 


毫 无 疑问 ， 你 知道 如 何 计算 一 一 只 要 仔细 地 连 乘 两 次 就 可 以 了 。 而 下 面 这 个 问题 
则 深奥 得 多 。 


例 1.1.2 将 


1 1 1 1 
BH PE Nek ON 
lx2 2x3 3x4 99x100 
表示 成 最 简 分 数 形式 。 


乍 一 看 , 这 只 不 过 又 是 一 个 毫 无 新 意 的 练习 题 , 因为 你 可 能 认为 只 要 将 所 有 的 99 
项 加 起 来 就 可 以 得 到 正确 答案 了 。 但 是 你 稍微 观察 一 下 题目 就 会 发 现 一 个 很 有 趣 的 现 


象 ， 我 们 首先 将 多 项 式 的 前 几 项 加 总 化 简 后 发 现 ， 
1 2 
1x2*2x3 3 


bb 


怎样 解 题 ， 数学 况 赛 攻关 宝典 


1 1 
td 
1 1 1 1 4 
Ix2 23x33x4' 4x5 5。 
因此 ， 可 以 猜测 ， 对 于 所 有 的 正 整 数 n， 
1 2 1 1 na 
a 

这 样 ， 就 提出 了 一 个 “问题 ": 这 个 猜测 是 否 正确 ? 如 果 是 ， 又 该 如 何 证 明 ? 如 果 你 
曾经 做 过 类 似 的 问题 ， 并 会 应 用 数学 归纳 法 (参见 第 2 章 )， 那 么 这 一 题 对 于 你 来 讲 
也 仅仅 是 一 个 “练习 ”而 已 了 。 但 如 果 我 们 从 没 见 过 这 类 题 型 ， 那 么 这 一 题 对 我 们 来 
说 就 是 一 个 “问题 ”而 不 是 “练习 ”了 。 我 们 可 能 就 需要 花 大量 的 时 间 尝试 不 同 的 方 
法 来 解决 该 问题 ， 问 题 越 难 ， 需 要 花 的 时 间 越 多 ， 第 一 次 尝试 通常 会 失败 ， 而 有 时 多 
次 尝试 都 会 失败 。 

下 面 这 个 例子 是 非常 有 名 的 “户口 调查 员 问 题 "， 少 数 人 认为 这 是 个 “练习 ”"， 对 
于 大 多 数 人 来 说 ， 这 是 个 “问题 "。 


例 1.1.3 一 个 户口 调查 员 蔽 开 一 户 人 家 的 门 ， 并 询问 屋内 的 妇女 有 几 个 小 孩 ， 
孩子 们 都 多 大 了 。 

该 妇女 答 道 ,， 我 有 三 个 女儿 , 她 们 的 年 龄 都 是 整数 , 并 且 她 们 年 龄 的 乘积 等 于 36。” 

“这 些 信 息 还 不 够 算出 你 女儿 的 年 龄 。 ”户口 调查 员 回答 道 。 

“我 就 是 告诉 你 她 们 年 龄 的 总 和 ， 你 还 是 不 能 算出 她 们 的 年 龄 。 

“我 希望 你 能 告诉 我 更 多 的 信息 。” 

“好 吧 ， 我 大 女儿 安妮 喜欢 狗 1” 


请 问 : 从 这 段 对 话 中 ， 户 口 调查 员 能 计算 出 该 妇女 三 个 女儿 的 年 龄 吗 ? 


初 看 这 个 题目 ， 觉 得 要 想得到 答案 似乎 是 不 可 能 的 ， 因 为 题目 中 好 像 没 有 提供 足够 
的 信息 来 解决 问题 。 这 就 是 为 什么 我 们 认为 这 是 一 个 “问题 "， 但 这 个 问题 的 确 很 有 趣 。 


(如 果 你 仍旧 比较 迷惑 ， 可 以 看 本 章 结尾 处 的 答案 。) 
如 果 你 认为 户口 调查 员 问 题 太 简单 ， 那 么 请 看 下 一 题 (答案 参见 例 3.2.3) 。 


例 1.1.4 有 一 次 ,我 请 了 10 对 夫妇 来 我 家 参加 宴会 , 我 问 所 有 参加 宴会 的 人 ( 包 
括 我 妻子 在 内 ) 他 们 和 多 少 人 握 过 手 ， 结 果 得 知 每 个 人 的 操 手 次 数 都 不 相同 ， 当 然 我 
设 有 问 自己 。 假 定 没有 人 与 自己 的 配偶 担 手 ， 也 不 考虑 每 个 人 自己 同 自己 握手 ， 那 么 
请 问 我 妻子 与 多 少 人 担 过手? (我 没有 问 自 己任 何 问题 。) 
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一 个 好 的 问题 应 该 是 神秘 而 有 趣 的 。 它 之 所 以 神秘 是 因为 一 开始 你 并 不 知道 如 何 
解决 它 , 如 果 一 个 问题 缺乏 趣味 性 ,你 就 不 会 愿意 去 思考 , 但 如 果 问题 非常 有 趣 的 话 ， 
你 一 定 会 愿意 花费 时 间 和 精力 去 解决 它 。 


这 本 书 将 有 助 于 你 去 分 析 和 解决 问题 | 如 果 你 缺乏 解决 问题 的 经 验 ， 那 么 磁 到 一 
个 难题 时 ， 你 会 很 快 放弃 努力 ， 这 是 因为 : 

。 也 许 你 根本 就 不 知道 该 从 何 着 手 ， 

。 也 许 你 已 经 做 了 些 初步 工作 ， 但 不 知道 该 如 何 继续 ， 

。 也 许 你 试 过 一 些 方法 但 都 失败 了 ， 于 是 你 放弃 了 。 


相反 ， 一 个 有 经 验 的 解 题 者 ， 则 知道 怎样 人 手 ， 他 或 者 她 会 非常 有 信心 地 用 各 
种 方法 来 分 析 问 题 ， 虽 然 他 使 用 的 某 些 方法 不 一 定 能 解决 问题 ,但 至 少 能 得 到 一 些 结 
果 。 最 终 ， 在 花费 了 一 定 的 时 间 之 后 ， 他 终于 解决 了 问题 。 概 括 地 说 ， 一 个 解决 问题 
有 经 验 的 人 会 从 如 下 三 个 不 同 的 层次 考虑 问题 ; 

战略 层次 : 掌握 如 何 入手 并 分 析 问 题 的 数学 思想 与 心理 策略 ， 

战术 层次 : 掌握 解决 问题 的 不 同 阶段 所 使 用 的 数学 方法 ， 

工具 层次 : 对 特定 的 情形 ， 注 重 特定 的 技巧 和 “ 穷 门 "。 


1.2 解决 问题 的 三 个 层次 


很 多 数学 分 支 都 有 悠久 的 历史 ， 并 形成 了 一 套 自 己 的 数学 符号 和 语言 。 但 解决 问 
题 并 没有 固定 的 模式 和 套路 “。 在 这 里 ， 我 们 使 用 战略 、 战 术 和 工具 这 三 个 词 来 诠释 
解决 问题 的 三 个 不 同 层次 。 这 三 个 词 并 没有 标准 的 定义 ， 因 此 准确 理解 它们 的 含义 就 
显得 非常 重要 。 


登山 的 策略 


当 你 站 在 山 丢 下 观察 如 何 登 山 时 , 第 一 步 要 考虑 的 战略 就 是 先 登 上 这 座 山 旁边 的 
几 座 小 山 ， 从 不 同 的 角度 观察 你 所 要 虫 的 山 ， 然 后 从 战略 高 度 制定 登山 线路 。 接 下 来 
就 要 考虑 一 些 战术 问题 了 ， 即 怎样 切实 有 效 地 执行 战略 。 比 如 ， 你 所 选 定 的 线路 是 从 
出 的 南面 登山 , 但 途中 有 一 片 雪 地 和 一 条 河流 ， 那 么 你 就 需要 制定 不 同 的 战术 来 战胜 


外 后 面 的 章节 我 们 将 避免 使 用 “他 或 者 她 ”的 说 话 ， 统 一 使 用 中 性 的 他 。 
@ 事实 上 ， 解 决 问题 的 理论 都 没有 统一 标准 的 名 称 ， 乔 治 ， 波 利 亚 和 一 些 专家 曾 使 用 “探索 法 ”( 见 
文献 [32]) 。 


过 
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这 些 阻碍 。 比 如 说 越过 雪 地 ， 你 可 以 选择 早晨 雪 地 最 硬 的 时 候 通 过 。 而 要 渡河 ， 则 需 
要 在 河岸 边 观 察 最 安全 的 渡河 地 点 。 最 后 ， 我 们 需要 考虑 与 登山 最 直接 相关 的 技术 问 
题 ， 即 完成 特定 的 任务 所 需要 具备 的 特定 技能 一 一 工具 。 比 如 ， 要 想 通 过 雪 地 ， 我 们 
需要 装备 安全 带 和 玄 冰 和 斧 ， 要 渡 过 河流 则 需要 用 绳子 绑 在 你 的 腰 上 ， 再 由 同伴 在 河岸 
边 拉 着 你 ， 使 你 能 在 河水 冲击 下 保持 平衡 ， 这 些 都 是 特定 的 工具 技术 。 你 不 能 因此 总 
结 说 登山 需要 安全 带 、 辫 冰 短 ， 与 同伴 相互 扒 扶 就 可 以 了 。 虽 然 这 些 是 必要 的 ,但 只 
是 你 登山 的 一 小 部 分 工作 而 已 。 相 反 ， 你 需要 总 结 的 是 你 的 战略 思想 ， 有 时 也 包括 一 
些 战术 思想 。 例 如 你 可 以 这 样 总 结 : 我 们 决定 从 南面 登山 ,途中 需要 越过 一 片 很 难 通 
过 的 雪 地 和 一 条 危险 的 河流 才能 到 达 山 誉 。 


我 们 登山 时 遇 到 的 阻碍 ， 有 一 些 比较 容易 解决 ， 就 像 是 你 做 练习 题 似 的 当然 ， 
这 也 需要 取决 于 登山 者 的 能 力 和 经 验 ) ， 但 是 有 些 阻碍 则 很 难 解决 ， 一 旦 解决 则 整个 
登山 过 程 就 非常 顺利 了 。 例 如 ， 所 选择 的 登山 路 径 大 部 分 都 比较 容易 攀登 ， 但 有 一 段 
大 概 10 英尺 长 的 路 径 则 非常 陡峭 光滑 很 难 通过 。 登 山 者 通常 把 这 种 最 关键 的 阻碍 称 
为 “关键 点 "。 我 们 也 可 以 把 这 个 词 用 在 解决 数学 问题 上 。 在 战略 ， 战 术 ， 工 具 三 个 
层次 中 都 可 能 有 关键 点 ， 有 些 问题 甚至 可 能 有 几 个 关键 点 。 


从 登山 到 数学 


我 们 将 解决 数学 问题 的 思想 和 登山 的 策略 做 个 比较 。 拿 到 问题 ， 你 不 一 定 能 马上 
解决 ， 要 不 然 就 不 能 称 之 为 问题 ， 而 只 是 个 练习 题 了 。 首 先 你 要 有 一 个 对 题目 进行 分 
析 的 过 程 ， 这 种 分 析 有 很 多 方式 。 最 糟糕 的 方式 是 随意 地 用 你 能 想到 的 各 种 方法 进行 
试验 。 如 果 你 的 想象 力 足够 丰富 且 掌 所 的 方法 很 多 ， 通 过 花费 大 量 时 间 ， 也 许 最 终 能 
解决 问题 。 但 作为 一 个 初学 者 ， 最 好 还 是 要 培养 自己 形成 一 套 系统 的 解决 问题 的 思维 
方法 。 首 先 要 从 策略 上 进行 思考 ， 不 要 想 着 马上 就 能 解决 问题 。 从 策略 上 思考 的 目的 
就 是 得 到 这 样 一 个 计划 它 可 能 几乎 没有 数学 内 容 ， 但 能 够 帮助 我 们 解 题 ， 这 正如 合 
山 的 策略 一 一 “如 果 我 们 到 达 了 南 坡 ， 我 们 好 像 就 能 到 达 山 顶 。” 


策略 上 的 思考 有 助 于 我 们 开始 解决 问题 并 继续 做 下 去 ,但 这 只 是 我 们 需要 做 的 实 
际 工作 的 提纲 ， 具 体 的 工作 就 是 如 何 从 战术 和 工具 两 个 层次 来 完成 既定 战略 。 


我 们 通过 下 面 的 例子 (1926 年 匈牙利 竞赛 题 ) 来 说 明 如 何 从 三 个 层次 来 解决 问题 。 
例 1.2.1 证 明 四 个 连续 的 自然 数 的 乘积 不 可 能 是 整数 的 平方 。 
解答 首先 让 我 们 从 战略 上 理解 题目 的 意思 ， 即 如 何 着 手 。 我 们 知道 这 是 一 道 证 
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明 题 。 问 题 通常 有 两 种 类 型 一 一 证 明 题 和 解答 题 。 户 口 调查 员 问 题 ( 例 1.1.3) 就 是 后 
一 类 解答 题 。 


接 下 来 ， 通 过 观察 我 们 发 现 问题 要 求证 明 某 一 结果 不 会 发 生 。 我 们 将 问题 分 成 假 
设 (也 称 为 条 件 ) 和 结论 (无 论 是 哪 种 类 型 的 问题 都 可 以 这 样 分 )。 这 个 问题 的 条 件 
是 : 

用 是 一 个 自然 数 。 
结论 为 : 

mM(n+ 1)(n+2)n+3) 不 可 能 是 某 一 整数 的 平方 。 
将 问题 的 条 件 和 结论 明确 地 叙述 出 来 是 非常 有 必要 的 ， 因 为 在 很 多 问题 中 ， 条件 和 结 
论 并 不 是 显而易见 的 。 在 这 里 我 们 将 引进 一 些 符号 ， 有 时 对 符号 的 选择 非常 关键 。 


也 许 你 会 将 注意 力 集中 在 结论 上 : 怎样 才能 够 使 某 一 个 整数 不 是 平方 数 ? 这 是 一 
种 战略 思考 ， 即 考虑 马上 能 直接 得 到 结论 的 前 提 条 件 ， 我 们 称 之 为 “ 倒 推 法 ”策略 。 
但 你 会 发 现 ， 我 们 很 难 找到 一 个 标准 来 表达 某 一 个 数 不 是 一 个 平方 数 ， 所 以 我 们 需要 
考虑 另 一 策略 。 对 任何 问题 ， 入 题 最 好 的 一 种 策略 是 动手 实验 。 解 决 问题 最 好 的 习惯 
就 是 把 思考 过 程 记 在 稿 纸 上 。 我 们 尝试 着 代入 几 个 具体 的 数 ， 也 许可 以 从 中 发 现 某 些 
规律 。 让 我 们 给 a 设 定 几 个 不 同 的 值 , 令 f(n) =n(n+ Dm+2)(n+3),， 见 下 表 /(m) 的 
值 。 


n 1 2 3 4 5 10 

/0) 24 120 360 840 1680 17 160 

你 注意 到 了 什么 ?问题 中 提 到 平方 数 ， 所 以 我 们 观察 表格 中 是 否 有 平方 数 ， 我 想 
大 家 都 会 发 现 表 中 .f(m) 的 前 两 个 数值 都 是 某 一 整数 的 平方 碱 1， 接 着 验算 发 现 : 


£3)=19-1, f(4)=291, f(5)=411, f(10)=13121。 


我 们 大 胆 地 猜测 : 对 任意 自然 数 n，f (nm) 都 为 某 一 个 整数 的 平方 减 一 。 证 明 这 一 
猜想 就 是 我 们 所 要 寻找 的 倒数 第 二 步 。 因 为 任何 等 于 某 一 整数 的 平方 减 一 的 正 整数 不 
可 能 是 另 一 整数 的 平方 。 既 然 1，4，9，16 等 平方 数 中 不 包含 连续 整数 (平方 数 与 平 
方 数 之 间 的 差 值 越 来 越 大 ) ， 因 此 我 们 新 的 策略 就 是 证 明 这 一 猜想 。 


为 实现 这 一 策略 , 我 们 还 需要 从 战术 和 工具 层面 考虑 问题 , 我 们 希望 能 证 明 对 所 有 
的 n,n(n+ Dn+ 2)(n+ 3) 的 乘积 都 是 某 一 整数 的 平方 碱 一 , 即 n(n+ Dn+2)(n+3)+1 
是 某 一 个 数 的 平方 。 但 用 什么 代数 式 表示 这 一 平方 数 呢 ? 这 样 ， 就 需要 从 战术 上 考虑 
表达 式 的 形式 。 我 们 要 热 练 掌握 这 种 表达 式 要 时 刻 记 住 我 们 的 目标 是 要 得 到 一 个 平方 
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数 ， 注 意 到 nn 和 (n+ 3) 的 乘积 与 (n+ 1) 和 (n+ 2) 的 乘积 几乎 相等 ， 共 中 前 而 本 项 
的 乘积 为 芒 + 3n. 我 们 将 (nm) 的 表达 式 中 每 项 交换 ， 有 


[nz+3)][oz+ Dn + DI+1=(n + 3nNm + 3n+2)+1 (D 
我 们 不 把 括号 中 的 两 项 相 乘 ， 而 是 将 其 次 成 平方 差 公式 ， 
(2+3m02+3m+2+1=[o2+3nz+D-l[o2+3n+1D)+1+1 
现在 我 们 使 用 平方 差 公式 工具 得 到 ， 
[+3n+D-lm +3n+ D+1l]+1=0+3n+1) -1+1=(0+3n+1) 
这 样 对 于 所 有 的 n， 将 f(n) 表 达 为 某 一 整数 的 平方 减 1 的 形式 ， 即 ， 
f= +3n+1)1 | 
我 们 再 回 过 头 从 解决 问题 的 三 个 层次 来 分 析 这 个 问题 ， 首先 是 定位 ,仔细 阅读 问 
题 并 确定 该 问题 属于 哪 一 类 型 ,然后 利用 倒 推 法 分 析 答 案 的 倒数 第 二 步 以 决定 解 题 的 
策略 ， 开始， 我 们 并 没有 成 功 。 接 着 我 们 是 通过 代入 数值 进行 验算 然后 对 结果 进行 狂 
测 的 。 但 要 想 证 明 这 一 猜测 还 需要 一 些 战 术 和 技术 ， 如 交换 连 乘 项 的 次 序 、 凑 成 平方 
差 公式 等 。 
解决 问题 最 重要 的 是 战略 层次 的 思考 ， 在 这 一 题 中 提出 上 述 猜 测 是 解 题 的 关键 。 
从 这 点 而 言 “ 问 题 ” 就 已 经 转化 为 了 “练习 ”1 但 熟练 地 使 用 战术 也 是 很 重要 的 ， 否 
则 你 仍旧 很 难 解 决 问题 。 该 题 的 另 一 解法 为 替代 法 : 在 式 (1) 中 令 x= 玫 +3n， 则 上 
式 的 右边 变 成 uu +2)+1= 吉 +24u+1=(u+ 1D?。 第 三 种 解法 为 ， 
nn+1)n+2)(n+3)+1=n+6m+1lm+6nt+1 
如 果 该 式 是 某 一 整数 的 平方 ， 则 一 定 是 二 次 多 项 式 r+ an + 1 或 台 + an-l1 的 平方 ， 
将 第 一 个 多 项 式 代 信 ， 有 : 
m+6m+llnm+6n+1=(m+an+ l=n +2an + (a +2)n +2an+ 1 
可 得 a= 3 满足 该 式 。 因 此 mm + Dn+2)Xn+3)+1=( 台 +3n+1)》。 该 方法 虽然 没有 
第 一 种 方法 优雅 ， 但 仍 是 个 很 不 错 的 方法 ， 因 为 该 方法 使 用 了 一 个 非常 有 用 的 数学 工 
具 一 一 待定 系数 法 。 


1.3 题 型 


本 书 所 列 问 题 主要 分 为 三 大 类 : 趣味 题 、 竞 赛 题 和 开放 性 问题 。 每 一 大 类 又 包含 
两 种 题 型 ， 解 答题 和 证 明 题 *。 解 答题 要 求 我 们 找到 特定 的 信息 ， 而 证 明 题 则 要 求证 


@ 这 两 个 名 词 由 乔治 波 利 亚 命 名 〈 见 文献 [32]) 。 
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明 某 一 更 普遍 的 结论 。 有 时 两 者 之 间 的 差别 并 不 明显 。 例 如 ， 例 1.1.4 是 一 个 解答 题 ， 
但 也 可 作为 证 明 题 。 


下 面 是 各 个 类 型 的 例题 。 


趣味 题 


也 称 为 “脑筋 急 转 弯 ”"， 这 一 类 型 的 题 通常 极 少 涉及 正式 的 数学 逻辑 ， 而 是 需要 
对 基本 的 解 题 策略 进行 创造 性 地 应 用 。 微 趣味 题 对 人 很 有 益 ， 这 类 题 不 需要 你 掌握 特 
定 的 基础 知识 ,但 花 时 间 去 思考 这 类 题 有 助 你 以 后 解决 更 复杂 的 数学 问题 。 户 口 调查 
员 问 题 ( 例 1.1.3) 是 这 类 题 中 非常 典型 的 例子 。 关 于 这 一 类 题 ,马丁 * 加 德 纳 多 年 来 
为 美国 科学 节目 编 的 “数学 游戏 ”非常 经 典 ， 其 中 很 多 已 编辑 成 书 ， 其 中 最 经 典 的 两 
本 书 可 见 文献 [12] 和 [11]。 


题 1.3.1 一 个 和 尚 息 山 ， 他 早晨 8 点 钟 出 发 ， 中 午时 到 达 山 顶 ， 并 在 山顶 上 过 
了 一 夜 ， 第 二 天 早晨 ， 他 从 8 点 钟 开始 按 昨天 上 山 时 的 路 径 下 山 ， 中 午 到 达 山 脚 。 证 
明 在 8 点 和 12 点 之 间 必 有 某 一 时 刻 ， 这 个 和 尚 在 上 下 山 途中 到 达 同 一 地 点 (注意 题 
中 并 没有 要 求 和 尚 以 什么 样 的 速度 行走 ， 比 如 ， 他 可 以 开始 时 以 每 小 时 1 000 公里 的 
速度 行走 ， 然 后 坐 下 休息 ， 再 折返 上 山 等 ， 也 不 要 求 和 尚 上 下 山 的 速度 相同 。) 


题 1.3.2 你 在 一 楼 大 厅 中 ， 该 大 厅 到 二 楼 的 楼 梯 口 处 有 三 个 关闭 的 开关 ， 其 中 
一 个 控制 着 楼 上 的 一 意 灯 ， 现 假设 该 灯 是 关闭 的 ， 请 从 这 三 个 开关 中 找到 控制 谅 灯 的 
开关 ， 只 人 允许 你 上 楼 一 次 ， 你 将 怎样 做 ? 〈 没 有 想象 出 来 的 灯 绳 及 望远镜 等 楼 下 看 不 
到 楼 上 是 否 开 灯 ， 这 慢 灯 是 标准 的 100 瓦 。) 


题 1.3.3 某 和 人 从 家 中 出 发 朝 南 走 一 公里 ， 然 后 朝 东 走 一 公里 ， 再 朝 北 走 一 公里 ， 
这 时 刚好 回 到 家 ! 请 问 他 家 在 什么 方位 ? 该 问题 不 止 一 种 解法 ， 请 找 出 尽 可 能 多 的 
答案 。 


竞赛 题 


竞赛 题 是 为 有 时 间 限 制 的 正式 考试 所 编写 的 , 其 解答 通常 需要 特定 的 数学 工具 和 
灵活 的 头脑 。 高 中 和 大 学 阶段 的 考试 中 就 有 复杂 而 有 趣 的 数学 竞赛 ， 以 下 是 适合 美国 
高 中 水 平和 大 学 水 平 的 各 种 数学 竞赛 。 


全 美 高 中 数学 竞赛 (AHSME) 每 年 全 美 高 中 数 以 千 计 的 在 校 学 生 可 自由 报名 参 


例 。 怎 村 解 息 ， 区 党 充 容 牙关 宝典 


加 该 项 赛事 ， 该 项 多 项 选择 型 比赛 的 题目 与 SAT? 的 题目 有 着 类 似 的 难度 和 趣味 性 。 


全 美 数学 邀请 赛 (AIME) ”该 项 赛事 只 邀请 AHSME 比赛 中 成 绩 前 两 千 名 左右 的 
学 生 参加 ， 用 时 3 小 时 ， 共 有 15 道 题 。AHSME 和 AIME 所 设置 的 问题 都 是 解答 题 ， 
由 机 器 判 分 。 


美国 数学 奥林匹克 竞赛 (USAMO) 该 项 赛事 邀请 AIME 比赛 中 成 绩 前 150 名 的 
学 生 参加 ， 比 赛 时 间 为 三 个 半 小 时 ， 共 5 道 题 ， 题 目 较 难 ， 题 型 主要 是 证 明 题 。 


美洲 地 区 数学 联盟 (ARML) 每年， 美洲 数学 联盟 都 会 组 织 美洲 地 区 各 国家 的 中 
学 组 队 参 加 比赛 。 其 所 设置 的 问题 非常 具有 挑战 性 且 充 满 趣味 性 。 其 难度 媲美 AHSME 
和 AIME 中 的 难题 和 USAMO 中 的 简单 题 。 


其 他 国家 和 地 区 奥林匹克 壳 赛 ”其 他 很 多 国家 都 设置 有 类 似 高 难度 的 数学 比赛 ， 
特别 是 东欧 地 区 国家 有 这 方面 的 传统 。 甚 至 各 个 市 之 间 都 组 织 这 种 有 趣 的 比赛 。 比 如 
有 列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 "。 最 近 儿 年 中 国 和 越南 也 设置 了 既 有 创新 性 又 具有 挑 
战 性 的 竞赛 。 


国际 数学 奥林匹克 竞赛 (IMO) USAMO 比赛 成 绩 最 好 的 选手 将 会 受 邀 参加 训练 
营 并 从 中 挑选 六 人 组 队 代表 美国 参加 这 项 国际 比赛 ， 比 赛 共 六 道 题 ， 分 两 天 进行 ， 赛 
时 为 9 小 时 "。 该 项 赛事 开始 于 1959 年 ， 每 年 在 不 同 的 国家 举行 。 起 初 只 局 限于 前 社 
会 主义 国家 ， 但 最 近 八 年 有 更 多 的 国家 参与 到 这 一 比赛 中 ，1996 年 就 有 75 个 国家 率 
队 参 加 。 


Putnam 竞赛 ”该 项 比赛 是 美国 在 校 大 学 生 参 加 的 最 重要 的 数学 竞赛 。 比 赛 时 间 
为 6 个 小 时 ， 共 12 个 问题 ， 每 年 的 十 月 举行 ， 大 部 分 选手 的 得 分 是 零 分 。 


各 杂志 上 刊登 的 问题 ”很 多 杂志 都 设置 有 问题 版 面 ， 并 六 请 读者 参与 求解 ， 并 将 
求解 方法 和 解 题 者 姓名 刊登 出 来 。 很 多 问题 非常 困难 ， 有 些 问题 甚至 很 多 年 都 没有 被 
解决 。 刊 登 数 学 问题 的 杂志 主要 有 Math Horizons，The College Mathematics Journal, 
Mathematics Magazine 及 The America Mathematics Monthly 等 , 所 有 这 些 杂 志 都 由 美 
数学 协会 出 版 。 还 有 杂志 甚至 完全 用 来 刊登 趣味 数学 问题 和 问题 的 解 其 中 包括 加 拿 大 
数学 协会 出 版 的 《数学 难题 》。 


@ 最 近 这 项 赛事 已 经 由 专门 针对 不 同年 级 的 AMC-8, AMC-10, AMC-12 代 赫 。 
@ 列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 在 九 十 年 代 中 期 改名 为 圣彼得堡 市 数学 奥林匹克 竞赛 。 
加 自 1996 年 开始 ，USAMO 也 采用 类 似 的 比赛 方式 ， 共 六 题 ， 在 两 天 的 上 下 午时 间 内 完成 。 
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一 般 竞 赛 问题 都 非常 具有 挑战 性 ， 就 算 没 有 时 间 限 制 ， 解 决 这 些 问题 也 是 很 困难 
的 。 下 面 列 出 了 各 种 难度 的 问题 。 


题 1.3.4 (AHSME 1996) 直角 华 标 轴 中 ， 在 不 通过 回 (x-6) + (y-8) = 25 连接 点 
(0,0) 和 点 12, 16) 的 所 有 路 径 中 ， 最 短路 径 长 度 为 多 少 ? 


题 1.3.5 (AHSME 1996) 给 定 条件 闻 + 也 = I4x+@y+6,， 求 3r+47 的 最 大 值 。 


题 1.3.6 (AHSME 1994) 掷 了 个 仙子 ， 其 点 数 之 和 等 于 1994 的 概率 大 于 零 ， 且 
与 得 到 点 数 之 和 等 于 $ 的 概率 相等 ， 问 5 的 最 小 值 为 多 少 ? 


题 1.3.7 (AIME 1994) 求 正 整数 mn， 使 得 
llog,1|+|1log,2]+|1og,3]+:…+|log2 7 | = 1994。 
其 中 [xj 表示 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 (如 | | =3)。 


题 1.3.8 (AIME 1994) 对 任意 的 实数 数列 4= (a,a,4，…) ， 定 义 数列 
A4=(@ 一 ao 一 004 一 Go) 

其 中 第 ”项 为 ar 一 4, ， 假 设 A(A4) 的 每 一 项 都 是 1， 并 且 as =as =0， 求 m。 

题 1.3.9 (USAMO 1989) 一 家 网 球 俱乐部 有 20 名 会 员 参 加 14 场 单打 比赛 ， 每 
名 会 员 至 少 要 参加 一 场 比赛 ， 请 证 明 至 少 有 6 场 比赛 的 参赛 选手 每 人 只 参加 了 一 场 
比赛 。 

题 1.3.10 (USAMO 1995) 现 有 一 台 损 坏 的 计算 器 , 除 sin, cos, tan, sin ，cos 
和 tan" 键 外 其 他 键 都 已 失灵 ， 屏 幕 显示 初始 值 为 0， 任意 给 定 正 有 理 数 9， 假 设计 算 
器 能 精确 地 计算 实数 ， 且 所 有 函数 都 用 弧度 表示 。 证 明 通过 有 限 次 按键 盘 上 的 有 效 键 
可 得 到 4。 


题 1.3.11 (俄罗斯 1995 年 竞赛 题 ) 解 方程 
cos(cos(cos(cosx))) = sin(sin(sin(sinx)))。 
题 1.3.12 (IMO 1976) 求 和 等 于 1 976 的 正 整数 的 乘积 的 最 大 值 ， 并 证 明之 。 
题 1.3.13 (Putnam 1978) 令 4 为 从 等 差 数 列 1，4，7，10，…，100 中 任 取 20 
个 数 所 组 成 的 集合 ， 请 证 明 : 集合 4 中 存在 两 个 不 同 的 数 ， 其 和 等 于 104。 
题 1.3.14 (Pumam 1994) 令 (on) 为 正 实数 列 ， 且 满足 a,<a, + as ， 请 证 明 : 


级 数 站 a, 发 散 。 


题 1.3.15 (Putnam 1994) 求 正 实数 m， 使 第 一 象限 内 由 椭 回 地 + =1， Xx 轴 


人 怎 村 解 征 : 效 这 充 宰 次 关 宝典 


以 及 直线 y= 了 x 围 成 的 区 域 面积 与 第 一 象限 内 由 椭圆 ty =1 ，y 轴 以 及 直线 
上 =mz 围 成 的 区 域 面积 相等 。 


题 1.3.16 (Pumam 1990) 有 一 只 打 孔 机 能 够 将 二 维 平面 (例如 纸 面 ) 上 任何 一 
点 作为 中 心 点 ， 并 且 每 使 用 一 次 就 会 恰好 去 除 平面 中 所 有 与 中 心 点 距离 为 无 理 数 的 
点 。 如 果 要 将 平面 中 所 有 点 都 去 除 ， 需 要 操作 多 少 次 ? 


开放 题 

有 些 开放 型 的 数学 问题 用 词 模糊 ， 并 没有 唯一 确定 的 答案 (这 与 上 述 的 两 类 问题 
不 同 )。 这 类 开放 型 问题 的 解 题 过 程 非常 有 趣 ， 因 为 一 开始 你 并 不 知道 会 得 到 什么 样 
的 结果 。 解 一 个 有 意思 的 开放 题 就 像 是 一 次 在 未 知 区 域 的 远足 (或 探险 活动 1)， 因 为 


通常 你 所 得 到 的 只 是 部 分 结果 (当然 ， 尽 管 正式 比赛 的 问题 已 经 有 了 全 部 的 结果 ， 如 
果 能 得 到 部 分 结果 也 已 经 非常 难得 ) 。 


题 1.3.17 下 面 是 帕斯卡 三 角 (Pascal's triangle) 的 前 几 行 


1 5 10 10 5 1 

其 中 每 一 行 中 的 元 素 都 是 上 一 行 两 个 相 邻 元 素 之 和 ， 比 如: 10 =4+ 6， 则 该 三 角 

的 下 一 行 是 : 
1, 6, 15, 20, 15, 6, 1 

实际 上 ， 在 帕斯卡 三 角 中 还 有 很 多 有 趣 的 关系 式 ， 请 尽 可 能 多 地 找 出 并 证 明 这 些 
关系 式 。 特 别 是 你 能 否 从 帕斯卡 三 角 中 提取 出 斐 波 那 契 数列 〈( 见 下 一 题 ) 或 从 韭 波 那 
契 数列 得 到 帕斯卡 三 角 ? 另 问 : 帕斯卡 三 角 中 元 素 的 奇偶 性 是 否 有 规则 ? 

题 1.3.18 斐 波 那 契 数 列 (fibonacci numbers) 斥 定 义 为 万 = 0, fi =1, 万 = 大，+ 
记 2(n>1), 例如 ,=1, 万 =2, 有 =3, 万 =5, 万 =8, 方 =13, 万 =21。 请 以 此 类 推 ， 
找到 尽 可 能 多 的 类 似 数列 ， 并 证 明 你 的 猜测 。 特 别 有 趣 的 是 : 


当 n>0 时 ， - 丰 滞 -| 
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请 用 数学 归纳 法 证 明 这 一 结论 ( 见 题 2.3.37)。 请 问 如 何 得 到 这 一 结论 ? 并 思考 能 
否 从 张波 那 契 数列 中 得 到 其 他 结论 。 


题 1.3.19 古 时 有 一 种 砖 块 为 工 型 ， 由 三 个 边 长 等 于 1 的 正方 形 组 成 ， 其 形状 
如 下 : 


间 : 对 于 什么 样 的 正 整数 a, 5b 才能 由 这 种 砖 块 组 成 一 个 长 宽 分 别 为 a, 的 矩形 ? 
比如 说 ， 可 以 用 这 种 砖 块 组 成 一 个 长 宽 分 别 为 2 和 3 的 矩形 ， 但 无 法 组 成 边 长 为 3 的 
正方 形 。 


题 1.3.20 现 有 一 长 宽 分 别 为 L 和 1 的 矩形 ,其 中 工 为 正 整数 。 很 显然 , 该 长 方 
形 中 可 放 入 工 个 直径 为 1 的 圆 〈“ 放 入 ” 指 可 以 接触 但 不 能 用 力 拍打 ， 即 放 人 的 图 与 
该 矩形 的 边 相 切 ) 。 但 不 能 因此 类 推 最 多 可 将 2L 个 回放 入 一 个 长 宽 分 别 为 上 和 2 的 矩 
形 中 。 请 证 明 ; 若 推 广 至 一 般 的 长 宽 分 别 为 上 和 m 的 矩形 情况 有 何 结果 ? 


1.4 怎样 阅读 这 本 书 


这 本 书 并 不 需要 从 头 到 尾 按 顺 序 全 部 读 完 ， 而 只 需要 精读 其 中 一 部 分 。 访 书 主要 
是 为 了 帮助 大 家 学 习 两 个 方面 的 内 容 ; 解决 问题 的 方法 和 特定 的 数学 思想 。 通 过 阅读 
这 本 书 ， 你 将 会 逐步 学 到 更 多 的 数学 知识 ， 也 将 会 对 解决 问题 越 来 越 热 练 。 你 在 某 一 
个 领域 所 取得 的 进步 将 会 激励 你 在 更 多 的 领域 获得 成 功 。 


该 书 分 两 个 部 分 ， 并 在 中 间 有 一 章 来 衔接 这 两 部 分 。 第 1~3 章 将 会 对 解 题 的 战略 
战术 做 概括 性 介绍 。 在 每 一 章节 的 开始 ,我 们 通过 简单 的 例题 来 讨论 特定 的 解 题 战略 
战术 ,但 在 章节 的 结尾 处 则 会 是 比较 复杂 的 数学 问题 。 某 些 部 分 涉及 到 更 多 的 数学 知 
识 需 要 更 多 的 解 题 经 验 ， 读 起 来 可 能 很 难 理解 ， 所 以 你 需要 很 仔细 地 阅读 每 一 章节 的 
开始 部 分 ， 然 后 跳 过 后 面 很 难 的 部 分 ， 等 以 后 再 重新 阅读 。 


第 5~9 章 将 从 战术 和 工具 的 层次 讲述 数学 思想 的 运用 。 每 一 章 分 别 讲述 一 个 数学 
专题 ， 并 从 解 题 者 的 观点 出 发 展开 讨论 ， 你 可 以 根据 自己 的 兴趣 和 知识 背景 阅读 一 部 


全 筷 村 解 题 : 效 字 欧 宕 攻关 宝典 


分 或 全 部 内 容 。 


第 4 章 是 衔接 一 般 解 题 思想 和 特定 数学 应 用 问题 的 桥梁 。 这 一 章 利用 三 个 重要 的 
战术 思想 将 数学 各 分 支 有 机 地 统一 起 来 ， 其 中 部 分 内 容 相当 高 深 ， 我 们 把 它 放 在 本 书 
的 前 面 是 为 了 使 读者 能 尽快 了 解 在 解 题 中 广泛 使 用 的 复杂 数学 思想 。 


当 你 通过 阅读 第 5~9 章 掌 握 更 多 的 数学 知识 后 ,可 能 会 回头 再 重新 阅读 第 一 部 分 
你 所 跳 过 的 内 容 ， 相 反 ， 当 你 读 完 第 一 部 分 内 容 ， 掌 担 更 多 的 解 题 技巧 后 ， 也 需要 再 
重新 阅读 (或 第 一 次 阅读 ) 第 二 部 分 的 一 些 内 容 。 要 完全 掌 提 这些 技巧 ， 你 至 少 需 要 
将 本 书 内 容 认真 阅读 两 遍 ， 即 使 不 自己 求解 书 中 的 问题 ， 至 少 也 要 认真 看 完 每 一 题 的 
求解 。 


书 中 出 现 的 新 的 术语 和 特定 的 解 题 战略 , 战术 及 技巧 名 称 都 会 用 粗 体 标 出 。 有 时 ， 
当 从 文中 得 到 一 个 非常 重要 的 结论 ， 都 会 像 这 向 话 一 样 印 成 模 体 字 。 


这 样 做 是 为 了 引起 读者 的 注意 ， 为 标示 问题 解 的 完成 ， 我 们 使 用 “Halmos” 标 示 
符 ， 一 种 实心 的 正方 形 "， 如 例 1.2.1 结尾 处 和 本 行 结尾 处 的 符号 。 里 


阅读 本 书 时 手边 要 备 有 纸 和 笔 ， 边 读 边 在 空白 处 做 笔记 。 学 习 数学 既 需要 兴趣 ， 
也 需要 耐心 ， 当 你 阅读 一 个 例题 时 ， 在 看 文中 的 解 题 过 程 前 ， 请 尝试 着 自己 做 一 遍 ， 
至 少 也 应 该 在 读 完 题 后 自己 先 思考 下 , 而 不 是 迫不及待 地 去 看 答案 。 你 的 积极 性 越 高 ， 
投入 的 精力 越 多 ， 才 能 越 快 地 掌握 解决 问题 的 技巧 ， 才 能 从 本 书 中 得 到 更 多 的 快乐 。 


当然 ， 书 中 有 些 问 题 是 非常 难 的 。 在 每 一 章 (或 每 一 节 ) 的 最 后 ， 我 们 都 会 讨论 
一 个 非常 “经 典 ” 的 问题 ， 对 于 初 读本 书 的 人 来 说 这 些 问 题 是 很 难 在 有 限时 间 内 独立 
解决 的 。 这 样 做 主要 有 以 下 几 个 方面 的 原因 : 一 、 可 以 通过 这 些 问题 阐明 一 些 重要 的 
数学 思想 ， 二 、 会 解决 这 些 问题 也 是 年 轻 的 数学 爱好 者 所 必 备 的 基本 技能 之 一 ， 三 、 
也 是 最 重要 的 一 点 ， 这 些 问题 的 求解 可 以 说 是 一 项 非常 精美 的 艺术 作品 ， 值 得 仔细 品 
鉴 。 这 就 是 为 什么 我 们 将 这 本 书 取 名 为 The Art and Craft of Problem Solving, 虽然 本 书 
花费 很 多 的 版 面 讲述 解决 问题 的 技巧 ,但 我 希望 读者 不 要 忘 了 解决 问题 的 最 高 境界 是 
要 对 解 题 充满 激情 ， 把 它 看 作 一 项 审美 活动 。 打 个 不 太 恰当 的 比方 ， 你 可 以 把 它 看 作 
是 学 习 即 兴 创作 酷 十 钢琴 曲 的 过 程 ， 要 想 创作 出 自己 的 曲子 ， 首 先 需 要 得 到 别人 的 指 
导 和 启发 ， 并 从 聆听 前 人 创作 的 名 曲 中 获得 灵感 。 


@ 该 符号 由 数学 家 Paul Halmos 推广 实行 的 。 


第 1 章 本 书 的 内 容 及 阅读 方法 全 
户口 调查 员 问 题 的 解决 方法 


从 她 们 年 龄 的 乘积 等 于 36 可 知 ， 她 们 的 年 龄 组 合 仅仅 有 几 种 可 能 性 ， 下 表 是 她 


们 所 有 可 能 的 年 龄 组 合 ， 其 中 表 的 第 二 行 是 三 个 人 年 龄 的 总 和 。 
3,0 | GG,3,4) 
1 10 


(1,36) | (1,2,18) | (1,3,12) (1,4,9) {1,6, 6) (2,2, 
38 21 16 14 13 i 


接 下 来 我 们 再 看 看 题目 ， 这 位 母亲 的 第 二 句 话 〈“ 我 就 是 告诉 你 她 们 年 龄 的 和 ， 你 还 
是 不 知道 她 们 的 年 龄 ") 已 经 给 出 了 非常 有 用 的 信息 。 这 实际 上 告诉 了 我 们 ， 她 们 的 
年 龄 只 可 能 是 (1, 6, 6) 或 (2, 2, 9) ， 因 为 只 有 这 两 组 才 会 使 别人 无 法 知道 她 们 的 年 龄 。 
这 位 母亲 说 的 最 后 一 句 话 也 是 有 用 的 ， 通 过 这 人 句 话 我 们 可 知 她 有 一 个 最 大 的 女儿 ， 因 
此 就 可 以 去 掉 (1, 6, 6) 这 一 组 ， 所 以 她 的 三 个 女儿 分 别 为 2 岁 、2 岁 和 9 岁 。 加 


第 2 章 
研究 问题 的 策略 


正如 我 们 所 知 ， 解 决 问题 与 登山 是 相似 的 。 对 于 毫 无 经 验 的 登山 者 来 说 ， 面 前 的 
山 是 那么 陡峭 ， 著 下 也 没有 路 ， 甚 至 连 山顶 都 看 不 到 ， 登 上 山顶 真 的 是 一 项 令 人 段 惧 
的 任务 。 如 果 这 山 真 的 值得 你 登 上 去 ， 那 么 你 不 但 需要 努力 ， 需 要 具备 一 定 的 技巧 ， 
或 许 还 需要 一 些 运气 。 在 你 到 达 山 顶 之 前 ， 一 些 失败 的 尝试 (委婉 地 说 即 一 些 侦察 活 
动 ) 也 是 不 可 避免 的 。 


同样 ,那些 有 趣 的 并 且 值 得 我 们 一 做 的 数学 问题 的 答案 是 不 会 轻而易举 就 能 找到 
的 ， 你 必须 努力 寻找 数学 方法 与 解 题 策略 之 间 的 联系 。 这 里 所 说 的 策略 通常 不 是 数学 
策略 。 有 些 解 题 策略 可 以 适用 于 很 多 类 问题 ， 而 并 不 单单 拘泥 于 数学 。 


尤其 对 初学 者 来 说 ， 策 略 是 非常 重要 的 。 面 对 一 个 自己 从 未 见 过 、 看 起 来 很 难 的 
问题 ， 初 学 者 通常 会 不 知道 从 哪儿 着 手 。 心 理 策略 可 以 帮助 你 建立 一 个 良好 的 思维 杠 
架 ， 其 他 策略 可 以 帮助 你 开始 研究 。 一 旦 你 开始 解决 问题 ， 你 就 需要 一 个 整体 的 策略 
来 帮助 你 继续 向 前 推进 ， 直 至 完成 你 的 解决 方案 。 


我 们 首先 从 心理 策略 开始 ， 因 为 它们 几乎 适用 于 所 有 问题 。 尽 管 这 些 策略 都 很 简 
单 常见 ， 但 是 并 不 意味 着 它们 很 容易 掌握 。 不 过 一 旦 开始 思考 它们 ， 你 就 会 发 现 自己 
研究 数学 问题 的 能 力 正在 迅速 提升 。 我 们 并 不 是 保证 解决 问题 能 力 上 的 提高 ， 这 需要 
时 间 。 但 是 首先 你 要 理解 什么 才 是 真正 的 研究 。 


除了 心理 策略 ， 还 有 一 些 其 他 对 开始 研究 有 帮助 的 策略 。 它 们 也 都 十 分 简单 ， 用 
起 来 既 容易 又 有 趣 。 或 许 一 开始 它们 并 不 能 帮 你 解决 很 多 问题 ， 但 是 会 让 你 取得 显著 
的 进步 。 

每 个 问题 的 解 题 过 程 都 涉及 两 个 部 分 : 分 析 问题 ， 即 发 现 问题 是 怎么 回 事 ， 论 
证 问题 ， 在 这 一 部 分 你 需要 说 服 别人 同意 你 的 发 现 。 在 这 一 章 中 我 们 将 讨论 最 热门 
的 论证 问题 的 方法 。 我 们 总 结 了 许多 策略 的 研究 成 果 ， 可 以 应 用 在 解决 问题 的 不 同 
阶段 。 


第 2 章 ”研究 问题 的 策略 依 S 
2.1 心理 策略 


善于 解决 问题 的 人 总 是 显得 蕉 立 鸡 群 ， 好 像 他 们 的 大 脑 和 别人 的 不 一 样 似 的 。 他 
们 更 坚忍 ， 对 问题 的 敏感 程度 也 比 常人 高 ， 思 维 也 更 活跃 。 具 备 这 些 优秀 品质 的 人 并 
不 很 多 ， 但 从 现在 开始 拥有 这 些 品质 并 不 是 件 难事 。 


坚 胞 的 心理 ， 向 波 利 亚 的 老鼠 学 习 


著名 数学 家 和 解决 问题 方面 的 专家 乔治 . 波 利 亚 曾 讲 过 一 个 名 为 “ 笼 中 老鼠 ”的 
故事 ， 我 们 就 从 这 个 小 故事 中 总 结 将 要 说 明 的 思想 。( 见 参考 文献 [33] 的 第 75 页 ) 


农妇 走 进 院子 ， 将 一 只 老鼠 天 〈 旧 时 的 捕 饼 器， 一 种 带 有 活动 门 的 笼子 ) 放 在 地 
上 ， 并 叫 她 的 女儿 把 猫 拿 来 。 乱 中 的 老鼠 好 像 明白 接 下 来 会 发 生 什 么 似 的 ， 在 笔 子 里 
疯狂 地 跑 着 ， 猛 夭 地 擅 击 笼子 的 每 根 围栏 ， 一 会 儿 这 边 一 会 儿 那 边 。 最 终 ， 它 终于 成 
功 地 从 笔 子 的 缝 限 里 外 了 出来， 跑 到 了 邻居 家 。 我 想 这 只 老鼠 最 终 发 现 笔 子 菜 个 地 方 
围栏 间 的 链 陈 比 其 他 地 方 要 宽 一 些 …… 我 从 心里 默默 地 祝 贸 这 只 老 氛 ， 它 有 既 解决 了 一 
个 巨大 的 难题 ， 也 给 我 们 树立 了 榜样 。 


这 就 是 解决 问题 的 一 种 方法 : 像 这 只 老鼠 那样 一 次 次 地 尝试 各 种 方法 ， 直 到 最 终 
能 分 辨 出 各 个 南口 之 间 微 小 的 差别 。 我 们 必须 芝 试 尽 可 能 多 的 方法 ， 考 虑 问题 的 所 有 
方面 ; 因为 我 们 事先 并 不 知道 哪 一 边 有 能 金 从 笔 中 钻 出 去 的 唯一 的 缺口 。 


我 们 解决 问题 和 笔 中 老鼠 的 迷 脱 是 一 样 的 道理 : 一 次 又 一 炊 地 尝试 不 同方 法 ， 不 
放弃 哪怕 1% 的 可 能 。 实 际 上 人 类 要 比 老鼠 拥有 更 高 的 智商 ， 更 普 于 解决 问题 。 人 类 
没有 必要 用 身体 来 撞击 阻 研 物 ， 可 以 用 智 赵 来 解 决 问题 ， 而 我 们 要 做 的 就 是 从 思想 上 
做 好 准备 ， 一 次 次 地 尝试 并 从 失败 中 吸取 教训 。 


当然 ， 这 则 故事 的 寅 意 就 是 做 善于 解决 问题 的 人 ， 需 要 做 到 永 不 放弃 。 不 放弃 不 
是 要 你 在 同一 堵 墙 上 (或 笼子 上 ) 一 次 又 一 次 地 碰壁 ， 而 是 要 尝试 不 同 的 途径 。 当 然 
这 样 说 过 于 简单 化 ， 如 果 人 们 对 所 有 的 问题 都 永 不 放弃 ， 这 个 世界 将 会 变 成 奇怪 而 毫 
无 生 趣 的 地 方 。 所 以 有 时 也 要 学 会 放弃 ， 至 少 是 暂时 放弃 。 所 有 解决 问题 的 高 手 都 有 
承认 失败 的 时 候 ， 解 决 问题 的 艺术 中 的 一 个 重要 环节 就 是 知道 何 时 该 放弃 。 


但 实际 上 很 多 初学 者 却 是 因为 缺乏 坚忍 的 意志 、 自 信和 专心 而 过 早 地 放弃 努力 。 
面 对 问 题 时 ， 如 果 首 先 就 认为 自己 不 能 解决 ， 则 在 解 题 的 过 程 中 碰 到 阻碍 就 会 很 快 放 
弃 ， 这 样 很 难得 到 什么 成 果 。 初 学 者 要 取得 显著 的 进步 ， 在 学 习 各 种 解决 问题 所 需 的 


作息 杆 秆 息 ,数字 充 寡 攻 关 宝 典 


数学 技巧 之 前 首先 要 做 到 坚忍 不 拔 。 


要 想 适度 地 提高 意志 上 的 坚韧 性 并 不 难 做 到 。 作 为 初学 者 ， 你 很 可 能 缺乏 信心 ， 
也 很 难 做 到 长 时 间 把 精力 集中 在 问题 上 。 但 信心 和 专注 力 的 确 可 以 同时 提高 。 你 也 许 
会 说 建立 信心 是 一 件 很 困难 也 很 微妙 的 事 , 但 我 们 在 这 里 并 不 打算 讨论 关于 自尊 或 者 
精神 等 很 深奥 的 事 。 很 多 数学 问题 还 是 比较 容易 的 。 你 对 自己 的 数学 能 力 还 是 有 一 定 
的 自信 的 ， 要 不 然 也 不 会 来 读 这 本 书 。 首 先 我 们 需要 通过 解决 一 些 容易 的 问题 建立 信 
心 ， 这 里 所 说 的 容易 是 指 通 过 努力 一 定 可 以 解决 的 问题 。 通 过 解决 问题 而 不 是 只 做 练 
习题 ， 大 脑 会 得 到 锻炼 ， 渐 渐 地 你 就 会 从 潜意识 里 习惯 自己 的 成 功 ， 信 心 也 会 随 之 
增强 。 


随 着 你 的 信心 的 增强 ， 如 果 逐 渐 增加 题目 的 难度 ， 你 所 碰 到 的 阻碍 也 将 增多 。 从 
容易 的 问题 和 手 ， 再 逐渐 增加 难度 ， 直 至 达到 你 所 能 做 到 的 极限 。 只 要 觉得 所 面 对 的 
问题 足够 有 趣 ， 就 不 会 在 意 花 多 少时 间 去 思考 。 起 初 你 也 许 思考 15 分 钟 就 开始 感到 
不 耐烦 ， 通 过 这 样 的 训练 ， 最 终 你 能 做 到 连续 几 个 小 时 独立 思考 同一 个 问题 ， 甚 至 几 
天 乃至 几 个 星期 在 头脑 中 反复 考虑 着 某 个 问题 ， 而 将 其 他 一 切 都 置 之 脑 后 。 


这 就 是 我 对 你 最 初 的 要 求 , 这 里 有 个 难点 : 锻炼 你 意志 上 的 坚韧 性 是 需要 时 间 的 ， 
而 做 到 长 期 坚忍 不 拔 并 持之以恒 则 是 一 生 的 任务 。 但 还 有 什么 比 经 常 思 考 具有 挑战 性 
的 问题 更 有 乐趣 呢 ? 


下 面 有 一 个 简单 但 非常 有 趣 的 问题 ， 经 常 被 当 作 软 件 从 业 人 员 的 面试 题 ， 我 在 此 
引用 是 为 了 说 明 面 对 问题 时 信心 是 非常 重要 的 。?” 


例 2.1.1 请 看 下 图 ， 你 能 否 将 图 中 上 方 的 小 方块 与 下 方 对 应 的 方块 用 不 相交 的 
线 连 起 来 ， 且 要 求 连 线 只 能 在 图 内 。 


解答 ”如 何 连 接 ? 是 否 存在 符合 题目 要 求 的 连接 路 径 ? 软件 公司 的 人 事 部 门 问 
这 个 问题 时 非常 狗 独 ， 它 们 通过 这 题 来 观察 面试 的 人 多 长 时 间 会 放弃 。 看 上 去 按 票 求 


@ 在 此 非常 感谢 Denise Hunter 向 我 提供 此 题 。 


第 2 章 ”研究 问题 折 条 咯 全 
连接 方块 是 不 可 能 ， 但 另 一 面 ， 要 有 信心 做 到 : 


看 上 去 不 可 能 解决 的 问题 并 不 意味 着 它 没 法 解决 。 不 要 匆匆 看 完 题 后 就 承认 失 
败 。 首 先 要 做 的 就 是 乐观 地 假设 这 个 问题 是 可 以 解决 的 。 在 失败 几 次 之 后 你 才能 考虑 
是 否 无 解 。 如 果 不 这 样 做 ， 也 不 必 马 上 承认 失败 ， 将 这 题 暂时 放下 接着 看 下 一 题 。 


现在 我 们 再 回头 看 看 这 个 和 问题。 首先 让 我 们 放 开 自己 的 思维 ， 撤 开 所 有 的 规则 和 
限制 条 件 。 这 种 “异想天开 ”的 思维 很 有 趣 ， 对 解决 问题 也 很 有 帮助 。 比 如 对 于 这 一 
题 , 解 题 最 大 的 困难 在 于 图 中 上 方 标 有 A 和 C 的 小 方块 放 “ 错 ”了 位 置 。 所 以 我 们 为 
什么 不 把 它们 重新 放置 从 而 使 问题 变 得 容易 解决 呢 ? 请 看 下 图 : 


在 这 里 我 们 使 用 了 一 条 非常 重要 的 化 难为 易 的 策略 ， 
如 有 果 给 出 的 问题 很 困难 ， 就 先 解决 一 个 比 这 一 问题 简单 的 类 似 问题 。 


当然 ， 我 们 还 没有 解决 原来 的 问题 。 真 的 没有 吗 ? 我 们 将 上 图 中 的 小 方块 一 个 一 
个 地 再 还 原 到 它 原来 的 位 置 。 我 们 先 移动 4 方块 
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再 移动 C 方块: 


人 怎 村 解 征 ， 效 省 充 光 攻关 宝典 


突然 发 现 问题 已 经 解决 了 ! 


这 个 问题 说 明了 一 个 道理 ,大 部 分 人 面 对 这 一 问题 时 马上 就 宣称 不 存在 按 要 求 连 
接 方块 的 线路 ， 而 解 题 高 手 不 会 这 样 想 。 记 住 : 不 要 给 自己 时 间 上 的 压力 。 当 你 解决 
了 问题 或 发 现 它 无 解 的 时 候 ， 你 可 能 会 有 种 从 问题 中 “解脱 ”出 来 的 快感 。 但 花费 一 
定 的 时 间 去 理解 这 个 问题 会 让 人 感觉 更 好 ， 不 要 匆忙 就 宣称 不 可 能 ， 这 样 做 是 欺骗 
自己 。 


我 们 主要 通过 了 两 个 策略 解决 这 一 问题 。 首 先 ， 我 们 使 用 了 培养 “异想天开 ”和 
乐观 心态 的 心理 策略 。 第 二 ， 我 们 使 用 了 化 难为 易 逐 步 解决 问题 的 策略 。 很 幸运 ， 我 
们 发 现 化 简 后 问题 的 解 经 过 简单 的 变形 就 可 以 得 出 原 问题 的 解 。 为 什么 会 这 样 ? 这 从 
数学 上 讲 是 很 简单 的 : 该 问题 是 一 个 “拓扑 ”问题 。 将 某 一 个 图 形 转化 为 一 个 “等 价 
拓扑 ”问题 的 技巧 非常 有 用 。 但 在 我 们 看 来 ， 这 不 是 战略 ， 只 能 算是 解 题 的 技术 工具 。 


创造 力 


很 多 数学 家 都 是 “柏拉图 式 理想 主义 者 "， 他 们 相信 问题 是 “存在 ”的 ， 而 人 们 
所 要 做 的 就 是 去 “发 现 ”而 不 是 去 “创造 ”问题 。 对 于 这 些 理想 主义 者 来 说 ， 这 些 问 
题 的 解决 过 程 是 一 种 发 现 已 经 存在 的 解 的 艺术 。 因 此 ， 善 于 解决 问题 的 人 必须 要 有 开 
放 的 思想 ， 善 于 接受 他 们 身边 出 现 的 而 大 多 数 人 都 未 发 现 的 思想 。 


我 们 把 这 种 乐于 接受 新 思想 的 信念 称 为 创造 力 。 在 实际 解 题 中 观察 它 的 使 用 方法 
就 像 看 魔术 表演 似 的 ， 你 常常 会 惊讶 地 发 现 奇妙 的 事情 发 生 了 ， 却 无 法 解释 是 如 何 发 
生 的 。 下 面 就 是 一 个 简单 问题 的 例子 在 前 一 章 的 例 1.3.1 也 出 现 过 ) ， 其 解 却 让 人 出 
平 意外 。 请 各 位 读者 在 看 答案 之 前 自己 先 思考 一 下 ! 


例 2.1.2 一 个 和 尚 不 山 ， 他 早晨 8 点 钟 出 发 ， 中 午时 到 达 山 顶 ， 并 在 山顶 上 过 
了 一 夜 。 第 二 天 早晨 ,他 8 点 钟 开始 按 昨 天 上 山 时 的 路 径 下 山 ， 中 午 到 达 山脚 。 请 证 
明 在 8 点 和 12 点 之 间 必 有 某 一 时 刻 ， 这 个 和 尚 在 上 下 山 途中 到 达 同 一 地 点 。( 注 意 题 
中 并 没有 要 求 和 尚 以 什么 样 的 速度 行走 ， 比 如 ， 他 可 以 开始 时 以 每 小 时 1 000 公里 的 
速度 行走 。 然 后 坐 下 休息 ， 再 折返 上 山 等 ， 也 不 要 求 和 尚 上 下 山 的 速度 相同 。) 


解答 ”首先 我 们 假设 这 个 和 尚 以 他 所 喜欢 的 任意 方式 登山 , 在 他 第 二 天 早晨 开始 
下 出 的 同一 时 刻 ， 有 另 一 和 尚 也 开始 在 山下 开始 咎 山 ， 其 行走 的 过 程 同 第 一 天 第 一 个 
和 和尚 上 山 的 过 程 相同 。 因 此 ， 两 个 和 尚 必 在 途中 的 某 一 点 相遇 ， 这 一 相遇 的 时 间 和 地 
点 就 是 我 们 要 找 的 答案 。 加 
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这 个 解法 最 特别 的 地 方 就 在 于 非常 聪明 地 引入 了 第 二 个 和 尚 。 这 一 思想 看 上 去 毫 
无 特色 ， 却 马上 很 顺利 地 解决 了 问题 〈 该 问题 的 常规 解法 见 2.4 节 )。 


这 就 是 创造 力 在 实际 解 题 中 的 运用 。 很 多 人 在 看 到 这 个 充满 想象 力 的 解法 时 很 自 
然 地 反应 就 是 说 :“ 哇 1 这 个 解答 是 怎么 想到 的 ? 我 怎么 就 想不到 ? ”实际 上 ， 有 时 
当 你 看 到 一 个 有 创造 力 的 解法 时 ， 虽 然 很 葬 莫 ， 但 可 能 会 认为 自己 做 不 到 。 的 确 ， 有 
些 人 看 起 来 天 生 就 比 其 他 人 更 具有 创造 力 ,但 我 相信 任何 人 都 能 通过 学 习 变 得 更 具有 
创造 力 。 而 这 个 过 程 的 一 部 分 就 来 源 于 对 自信 心 的 培养 ， 所 以 当 你 下 次 再 见 到 一 个 精 
妙 的 解法 时 ， 再 也 不 会 惊 呼 :“ 我 怎么 就 想不到 1” 而 会 想 ，“ 真 是 好 主意 | 就 和 我 曾 
经 的 想法 类 似 。 下 次 我 也 要 用 上 !1” 


要 学 会 大 方 地 将 别人 的 新 思想 拿 来 并 把 它 据 为 已 有 。 


这 样 做 并 没有 错 ， 因 为 思想 没有 专利 。 如 果 的 确 是 个 好 主意 ， 你 就 应 该 僻 提 并 熟 
练 应 用 它 ， 并 努力 地 用 更 新 颖 的 方式 使 用 它 ， 把 它 发 挥 到 极致 。 要 时 刻 关注 那些 新 思 
想 ， 并 在 你 碰 到 每 个 新 问题 时 都 尝试 能 否 用 你 刚 学 到 的 新 思想 进行 分 析 。 你 将 别人 的 
思想 拿 来 得 越 多 ， 使 用 得 越 熟 练 ， 你 就 越 有 可 能 提出 自己 的 新 思想 。 


提高 你 接受 新 思想 能 力 的 一 种 方法 就 是 保持 “放松 ”状态 ， 培 养 思 维 上 的 周边 视 
觉 。 人 类 视网膜 上 的 感受 器 细胞 大 部 分 都 集中 在 眼球 的 中 间 ， 但 大 部 分 灵敏 感受 器 却 
分 布 在 眼睛 外 围 。 这 意味 着 在 白天 ， 无 论 注 视 什么 你 都 能 看 得 清楚 ， 但 如 果 天 黑 了 ， 
你 就 不 能 直接 看 到 所 注视 的 东西 ， 但 却 能 够 在 视野 的 外 围 模 模糊 糊 地 看 到 它 的 轮 廊 
( 试 解 练习 题 2.1.10)。 类 似 地 ， 当 你 开始 解 题 前 的 分 析 时 ， 你 就 像 处 在 黑暗 中 一 样 ， 
直接 去 看 题 是 没有 多 少 用 处 的 。 这 时 你 需要 放松 你 的 视觉 神经 , 努力 从 周边 获得 灵感 。 
就 像 波 利 亚 的 老鼠 一 样 ， 不 断 地 寻找 迁 回 的 路 径 和 诀窍 ， 不 要 把 自己 陷 进 一 种 方法 而 
不 可 自拔 ， 而 要 让 自己 试 着 有 意识 地 去 打破 或 转化 规则 。 


下 面 我 们 举 一 些 简单 的 例子 ,这 些 例子 中 有 很 多 都 非常 经 典 。 和 前 面 我 们 要 求 的 
一 样 ， 不 要 在 看 完 题 后 就 直接 看 解 题 过 程 ， 自 己 要 先 尝试 解决 它 ， 至 少 要 考虑 一 下 | 


带 望 各 位 读者 看 题 时 在 手边 放 一 张 对 折 的 草稿 纸 或 者 一 张大 的 卡片 来 过 住 问 题 
的 解答 部 分 ， 以 防 自己 受 不 住 诱 总 ， 还 没 思 考 前 就 要 看 答案 。 


例 2.1.3 请 用 四 条 相连 的 直线 段 将 下 面 的 九 个 点 连 起 来 。 


负 昌 ， 怎 杆 解 是 : 效 学 竞赛 攻关 宝典 


解答 。 解 这 一 题 时 要 把 思维 从 九 个 点 组 成 的 虚拟 边界 中 解放 出 来 ,否则 找 不 到 解 
答 。 只 要 你 能 够 想到 将 点 和 点 之 闻 的 连 线 延 长 到 喉 拟 边界 外 就 简单 多 了 。 首 先 画 第 一 
条 线 将 三 个 点 连 起 来 ， 然 后 确保 后 面 的 每 条 线 连接 的 点 数 超过 两 个 就 可 以 了 。 


国 

例 2.1.4 帕 特 想 把 一 把 长 为 1.5 米 的 长 剑 带 上 火车 , 但 列车 员 却 不 允许 他 将 长 剑 
作为 手提 行李 带 上 车 。 若 将 长 剑 托运 ， 火 车 上 又 规定 托运 行李 箱 最 长 不 能 超过 1 米 。 
帕 特 怎样 才能 将 长 剑 带 上 火车 呢 ? 

解答 ”如果 你 把 自己 的 思维 局 限 在 二 维 空间 中 ， 这 一 题 是 没 法 解决 的 。 但 若 将 思 
维 从 平面 空间 中 解放 出 来 ， 马 上 就 能 得 到 解 ; 帕 特 可 以 将 长 剑 放 在 一 个 长 宽 高 都 为 1 
米 的 箱子 里 ， 因 为 这 个 箱子 对 角 线 长 为 ， WP +E +P =V3 >1.69 米 。 国 

例 2.1.5 字符 列 O0，T，T，F，F，S$，S，E，… 的 下 一 个 字母 是 什么 ? 

解答 ”这 一 字符 列 是 数列 one，two，three，four，… 的 首 字母 组 成 的 ， 因 此 答案 
为 “nine” 的 首 字母 “N"。、 加 

例 2.1.6 请 在 下 面 表格 中 的 空白 栏 处 填 上 正确 的 数字 。 


3 9 
2 a 
3 1 及 人 13 


解答 ”年 一 看 表格 的 第 一 行 让 人 感觉 无 从 下 手 ， 从 左 至 右 的 数字 递增 再 递减 ， 然 
后 又 重复 ,递增 再 递 碱 。 看 上 去 毫 无 规律 。 但 谁 说 过 我 们 只 能 横 项 或 纵向 地 找 规律 ? 
如 果 你 使 用 周边 视觉 从 整体 上 去 看 表格 ,你 就 能 发 现 一 些 规律 。 比 如 ， 有 很 多 数字 都 
是 3 的 倍数 。 实 际 上 , 我 们 发 现 表格 中 隐藏 着 一 列 以 3 为 首 项 , 公差 为 3 的 等 差 数列 。 


性 9 和 11 18 13 19 27 55 
i 15 8 17 24 34 29 
3 12 5 13 21 21 23 30 


一 旦 我 们 找到 这 些 数字 之 间 在 斜 线 方向 存在 规律 ， 就 能 很 容易 地 发 现 其 他 有 规律 
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的 序列 ， 原 来 下 表 中 呈 斜 线 分 布 加 相 的 数列 是 素数 列 ! 


1 3 9 3 1 18 13 1 27 | 55 
2 6 2 7 15 8 17 | 2 | 3 | 2 
3 1 5 12 5 13 21 21 23 | 30 | 


而 括号 中 的 数列 是 斐 波 那 契 数列 ( 见 题 1.3.18)， 所 以 表 中 要 填 的 数字 分 别 为 31， 
33 和 89。 国 


例 2.1.7 请 找 出 下 面 数 列 的 下 一 个 数字 ”。 
1, 11, 21, 1211, 111221, 

解答 ”如果 把 数列 中 的 每 一 项 看 成 是 一 个 数 ， 就 很 难 发 现 规 律 。 但 谁 说 过 它们 是 
一 个 数 呢 ? 如 果 你 把 每 一 项 与 它 的 前 一 项 做 比较 ， 并 将 它 看 成 一 个 “符号 "”， 就 能 发 
现 : 数列 中 的 每 一 项 都 “描述 ”了 它 的 前 一 项 。 例 如 , 第 三 项 是 21, 它 可 以 描述 为 “一 
个 2 和 一 个 1 (12, 11)” 就 是 1211， 刚 好 是 数列 的 第 四 个 数 ， 而 这 个 数 又 可 以 描述 
为 “一 个 1、 一 个 2 和 两 个 1 (11, 12, 21)”"， 刚 好 是 111 221， 而 这 个 数 又 可 以 描述 
为 “三 个 1、 两 个 2 和 一 个 1 (31, 22, 11)”， 因 此 下 个 数字 就 是 312 211。 国 


例 2.1.8 三 个 妇女 要 登记 入 住 到 一 个 每 晚 花费 27 美元 的 汽车 旅馆 。 她 们 每 人 给 
了 行李 工 10 美元 代 她 们 去 前 台 交 钱 ， 并 要 她 找 回 3 美元 。 行 李 工 到 前 台 时 ， 得 知 房 
间 每 晚 只 要 25 美元 ， 于 是 她 把 25 美元 交 给 前 台 。 回 到 房间 后 ， 她 交 给 每 个 客人 1 美 
元 ,而 隐瞒 了 房间 实际 的 价格 。 因 此 行李 工 就 私吞 了 2 美元 , 而 每 个 客人 付出 了 10-1 
=9 美 元， 加 在 一 起 共 2+ 3x9 = 29 美元 。 问 还 有 1 美元 哪 去 了 ? 


解答 ”该 题 故 意 将 读者 引 到 思考 行李 工 所 获得 的 收入 与 客人 所 付出 的 钱 相 加 应 
等 于 30 美元 的 思路 上 来 。 例 如 ， 我 们 将 思维 延伸 : 如 果 房 费 是 零 美 元 呢 ? 这 时 那 位 
行李 工 就 可 以 将 27 美元 私吞 了 ， 而 客人 付出 的 还 是 27 美元 ， 两 者 相 加 就 等 于 54 美 
元 了 ! 这 里 实际 的 “恒定 不 变量 ”并 不 是 30 美元 ， 而 是 客人 付出 的 27 美元 ， 它 等 于 
行李 工 所 得 到 的 2 美元 加 上 送 到 前 台 的 房 费 25 美元 。 国 

上 面 的 每 个 例题 都 有 一 个 共同 的 主题 ， 不 要 给 自己 的 思维 强加 上 不 必要 的 束缚 。 
无 论 你 什么 时 候 碰 到 问题 , 都 值得 花 1 分 钟 或 更 长 时 间 来 问 自己 :“ 难 道 我 一 定 要 给 
自己 强加 上 本 不 需要 的 规则 吗 ? 难道 我 就 不 能 改变 规则 或 把 规则 转变 成 对 我 有 利 
的 吗 ? ” 

好 孩子 最 终 也 许 会 做 到 上 述 要 求 ， 也 有 可 能 做 不 到 ， 但 我 知道 ， 


@ 非常 感谢 Derek Vadala 向 我 推荐 此 题 ， 原 题 见 文献 [42]。 


入 怎 杆 解 题 ， 数 学 竞赛 攻关 宝典 


淘气 、 厌 皮 的 孩子 总 是 比 文静 、 顺 从 的 孩子 更 能 解决 问题 。 


打破 或 转变 一 些 规则 。 这 不 会 伤害 到 任何 人 ， 而 你 自己 却 能 从 中 得 到 乐趣 ， 你 将 
会 从 此 开始 解决 新 的 问题 。 


最 后 ， 我 们 用 由 Donald Newman (以 不 同 的 方式 ) 提出 的 “积极 行为 问题 ”作为 
本 节 的 总 结 。 该 问题 从 数学 角度 来 说 要 比 和 尚 登山 问题 复杂 ,但 它 的 解 却 是 非常 简洁 
有 趣 的 。 我 们 现在 用 的 解 是 由 Jim Propp 给 出 的 。 


例 2.1.9 考虑 由 有 限 个 小 球 相连 组 成 的 网 格 ， 每 个 球 之 间 都 用 细 线 相连 。 现 将 
球 染 成 黑色 或 白色 ,如果 与 每 个 白 球 相连 的 黑 球 数 至 少 与 和 它 相 连 的 白 球 一 样 多 , 或 
与 每 个 黑 球 相连 的 白 球 数 至 少 与 和 它 相 连 的 黑 球 数 一 样 多 ， 我 们 就 称 这 个 网 络 为 “ 集 
成 ”的 。 例 如 下 图 所 示 的 就 是 同一 个 网 络 的 两 个 不 同 种 类 。 按 定义 左边 的 网 络 不 是 集 
成 的 ， 因 为 球 a 有 两 个 白 球 (c, d) 与 其 相连 ， 而 只 有 一 个 昧 球 (b) 与 其 相连 。 而 右边 
的 网 络 是 集成 的 。 


b a 


问 : 给 定 任 一 个 网 络 ， 是 否 一 定 可 以 通过 将 小 球 染 色 而 使 之 成 为 集成 的 ? 


解答 ”答案 是 “可 以 "。 我 们 称 连接 两 个 不 同 颜色 小 球 的 连 线 是 “平衡 ”的 。 例 
如 图 中 第 一 个 网 格 中 的 球 a 与 球 之 间 的 连 线 是 平衡 的 ,而 球 a 与 球 c 之 间 的 连 线 则 
是 不 平衡 的 。 这 样 一 来 该 题 非常 有 趣 的 解 就 是 : 


使 平衡 线 的 数量 达到 最 大 ! 


现在 我 们 来 解释 这 个 精巧 的 解 是 如 何 得 到 的 ! 我 们 考虑 一 个 给 定 网 络 所 有 可 能 的 
小 球 染 色情 况 ， 黑 白 小 球 的 数量 有 限 ， 所 以 必 有 一 种 情况 〔 可 能 超过 一 种 ) 能 够 产生 
最 大 数量 的 平衡 线 。 我 们 称 这 种 情况 下 的 染色 是 集成 的 ， 否 则 ， 我 们 认为 染色 是 非 集 
成 的 。 因 此 在 这 种 情况 下 ， 必 有 一 部 分 被 染 成 白色 的 小 球 ， 称 为 4 (这 样 假设 并 不 失 
一 般 性 ) ， 与 其 相连 的 白 球 要 比 黑 球 多 。 观 察 从 4 发 散 出 的 所 有 细 线 ， 只 有 连接 4 与 
黑 球 之 间 的 细 线 才 是 平衡 的 ， 这 时 我 们 发 现 从 4 发 散 出 的 细 线 更 多 的 是 非 平衡 的 。 然 
而 ,如 果 我 们 将 所 有 的 A 球 染 成 黑色 , 则 从 4 发 散 出 的 细 线 中 平衡 线 要 比 非 平 衡 线 多 ， 
因此 将 球 4 重新 染色 只 影响 从 4 发 散 出 的 细 线 , 可 知 , 将 球 4 重新 染色 可 产生 比 之 前 
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更 多 的 平衡 线 。 这 与 我 们 前 面 假定 未 重新 将 球 4 染色 前 情况 下 平衡 线 的 数量 已 达到 最 


大 相 矛 盾 ! 
概括 地 来 说 ,我 们 得 到 : 如 果 一 种 染色 是 非 集成 的 ， 则 不 能 使 平衡 线 的 数量 达到 
最 大 。 因 此 ， 使 平衡 线 的 数量 最 大 化 的 染色 一 定 是 集成 的 ! 国 


你 能 从 这 一 解答 中 得 到 什么 新 颖 的 思路 吗 ? 当然 ， 这 取决 于 你 解 题 的 经 验 ， 但 我 
们 能 够 从 中 提炼 出 解决 问题 的 关键 所 在 : 使 平衡 线 的 数量 最 大 化 。 其 根本 思想 就 是 最 
大 化 原则 ， 实 际 上 也 就 是 经 验 丰富 的 解 题 者 最 喜欢 的 “民间 传说 ”战术 ( 见 3.2 节 )。 
起 初 ,， 乍 一 看 在 解 题 中 使 用 最 大 化 原则 就 像 看 空手 道 高 手 毫 不 费力 地 打 断 一 块 木板 一 
样 。 一 旦 你 自己 也 熟练 掌握 这 一 方法 ， 你 就 会 发 现 “ 打 断 多 块 木板 ”并 不 是 很 困难 的 
事 。 这 一 题 的 解法 的 另 一 显著 特点 则 是 对 反 证 法 的 熟练 运用 。 可 以 说 ， 这 个 解答 是 一 
个 非常 标准 的 证 明 方法 ( 见 2.3 节 )。 


这 并 不 意味 Jim Propp 的 解答 不 够 巧妙 。 可 以 说 , 这 是 我 们 见 过 的 最 简短 有 趣 的 
方法 之 一 了 。 但 它 最 迷人 之 处 在 于 它 简单 的 方法 要 素 ， 就 像 折纸 工艺 一 样 ， 仅 仅 用 
一 张 白 纸 就 能 折 成 了 一 件 非常 漂亮 的 令 人 惊奇 的 艺术 品 。 技 巧 是 前 提 ， 这 是 我 们 一 
直 所 强调 的 , 没有 方法 就 不 可 能 有 好 的 艺术 。 但 最 终 解决 问题 的 经 验 却 是 一 种 美学 。 
很 多 有 趣 的 问题 通常 也 是 非常 唯美 动人 的 ， 它 们 的 解 就 像 诗歌 或 绘画 一 样 令 人 党 心 
悦目 。 


好 了 ， 我 们 言 归 正 传 ! 你 怎样 才能 成 为 解决 问题 的 大 师 呢 ? 答案 非常 简单 : 
坚 思 的 心理 素质 ， 天 马 行 空 不 受 束 绑 的 思维 ， 日 复 一 日 的 练习 ! 


坚忍 的 心理 素质 可 以 通过 逐渐 加 大 所 解决 问题 的 难度 和 数量 来 培养 。 要 培养 创新 
的 思维 就 需要 有 意 地 让 自己 打破 规则 ， 有 意识 地 接受 别人 的 新 思维 (包括 要 “ 毫 无 闭 
愧 ”地 将 其 据 为 已 有 )。 不 要 怕 走 弯路 ， 试 着 不 要 让 失败 压抑 自己 的 思维 。 要 像 波 利 
亚 的 老鼠 一 样 ， 即 使 经 过 无 数 次 的 失败 仍 保持 着 要 尝试 其 他 方法 的 心 。 但 你 其 实 又 不 
完全 像 波 利 亚 的 老鼠 ， 因 为 即使 你 解决 不 了 问题 也 不 会 有 性 命 之 忧 。 解 决 问题 不 是 一 
件 易 事 ， 但 确实 是 一 件 乐 事 ， 至 少 大 部 分 的 时 候 是 这 样 的 。 


最 后 ， 就 是 要 进行 大 量 的 练习 。 能 否 解决 所 有 问题 ， 这 并 不 重要 。 将 那么 几 个 不 
能 解决 的 问题 留 在 脑海 里 ， 并 经 常 有 意 无 意 地 回想 起 它们 ， 这 是 件 好 事 。 就 让 我 们 从 
下 面 这 些 问题 开始 吧 ! 


人 怎 梓 解 题 : 玖 党 竞赛 攻关 宝典 


问题 与 练习 


开始 的 一 些 题 (2.1.10~2.1.12) 是 训练 心理 的 练习 题 ， 你 没 必 要 都 去 做 ， 但 希望 
能 看 一 遍 并 选 儿 道 题 做 下 〈 其 中 一 些 题 很 长 ， 读 起 来 需要 花 不 少时 间 和 精力 ， 你 可 以 
做 个 日 志 以 便 记 忆 )。 其 余 的 大 部 分 题 都 是 脑筋 急 转 弯 之 类 的 ， 二 二 和 各 的 下 放 
性 思维 ， 还 有 一 小 部 分 是 开放 题 ， 从 而 激发 你 的 想象 力 。 


题 2.1.10 下 面 我 们 来 做 两 个 有 趣 的 试验 ， 你 可 以 发 现 ， 你 的 周边 视觉 虽 没 有 中 央视 线 敏 
锐 ， 但 要 更 敏感 。 


(1) 在 一 个 晴朗 的 夜晚 ， 注 视 金牛 星座 ， 因 为 该 星座 有 七 个 最 亮 的 星 ， 因 此 也 被 成 为 七 
姐妹 明 团 。 试 着 用 你 的 周边 视觉 看 着 垦 座 ， 而 不 是 直接 盯 着 看 ， 即 : 只 是 去 “感受 ” 它 而 不 是 
去 “看 ” 它 ， 你 会 发 现 自己 能 看 到 更 多 的 星星 。 

(2) 面向 一 堵 墙 站 立 ， 让 你 的 朋友 拿 着 一 张 写 有 字母 的 纸 片 缓慢 移动 进 你 的 视野 ， 你 会 
发 现 自己 只 会 先 注意 纸 片 的 移动 ， 然 后 才 注 意 纸 片 上 的 字母 。 


题 2.1.11 很 多 运动 员 都 受益 于 一 种 “交叉 训练 ”的 训练 方法 。 即 为 了 提高 自己 所 从 事 的 
体育 项 目的 成 绩 ， 经 常会 有 规律 地 练习 其 他 体育 项 目 。 比 如 自行 车 运动 员 会 练 举重 或 长 跑 。 同 
样 , 当 我 们 主要 把 精力 集中 在 解决 数学 问题 时 ,多 样 化 的 训练 也 是 有 帮助 的 。 下 面 是 一 些 建议 ， 


(a) 如 果 英 语 是 你 的 母语 ， 可 以 玩 些 文字 游戏 ， 很 多 报纸 都 有 : 规则 就 是 将 字母 顺序 打 乱 ， 
要 求 你 交换 字母 顺序 重新 拼 成 一 个 字 。 例 如 ，djauts 是 adjust。 试 着 做 做 这 个 游戏 吧 。 这 种 同 
文 购 词法 几乎 在 瞬间 将 文字 无 意识 地 打 乱 拼写 顺序 。 这 有 助 你 训练 自己 的 复杂 的 联想 能 力 。 同 
时 ， 你 也 会 发 现 这 种 回 文 构 词法 能 够 帮助 你 从 后 向 前 ， 上 下 甚至 以 三 角形 的 形式 读 出 原文 字 。 
因为 这 种 “重新 叙述 ”问题 的 行为 会 使 你 的 思维 更 开阔 。 

(b) 另 一 种 非常 有 趣 的 文字 游戏 是 破解 密码 ， 即 将 一 段 通过 替换 单个 字母 加 密 的 一 段 文字 
解 译 出 〈 如 将 其 中 的 A 用 工 代替 ，B 用 G 代替 等 )。 如 果 你 能 做 到 不 用 手写 几乎 所 有 的 密码 都 
能 破译 ， 便 能 提高 联想 能 力 ， 演 绎 能 力 和 专注 能 力 。 

(0) 标准 的 纵横 字谜 游戏 也 很 有 趣 ， 但 在 这 里 我 不 准备 着 重 推荐 大 家 玩 这 个 ， 因 为 它 只 适 
合 训练 简单 的 联想 。 数 独 游 戏 也 是 一 样 ， 因 为 它 包 含 着 很 标准 的 逻辑 思维 。 实 际 上 ， 它 们 都 可 
以 训练 你 的 总 结 能 力 和 逻辑 思维 ， 特 别 是 在 你 想 找 到 新 的 解 题 策略 时 。 但 千 万 别 沉迷 于 这 些 问 
题 游戏 ， 我 们 还 有 很 多 其 他 的 事情 需要 思考 。 

(d) 我 们 也 可 以 玩 一 些 战略 游戏 ， 如 国际 象棋 等 。 如 果 你 玩 纸牌 ， 你 可 以 试 着 在 玩 牌 时 记 
下 别人 出 的 牌 。 

(e) 学 习 一 门 乐器 ， 如 果 你 以 前 学 过 ， 那 从 现在 开始 重新 练习 吧 。 

(f) 学 习 一 种 “冥想 ”运动 项 目 ， 比 如 瑜 优 、 太 极 、 合 气 道 等 。 西 式 的 运动 项 目 如 高 尔 夫 
球 和 保龄球 也 可 以 。 

(g) 看 看 名 著 和 别人 的 解 迷 过 程 。 我 最 喜欢 的 小 说 有 艾 伦 . 坡 (他 也 是 破译 密码 的 天 才 ) 
写 的 《 金 甲虫 》， 柯南 道 尔 的 《福尔摩斯 探索》 系列 (一 本 演绎 和 推断 方面 的 名 著 )， 奥 根 - 海 
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瑞 格 (一 个 到 日 本 学 习 剑术 的 西方 人 ， 他 真正 地 学 到 了 怎样 集中 精神 ) 的 《 箭 术 与 禅 心 》 以 及 
阿尔 弗 雷 德 兰 辛 的 《坚忍 号 》( 讲 述 了 在 南极 洲 录 到 海难 以 后 如 何 通过 顽强 的 毅力 而 逃生 的 
真实 故事 ) 。 


题 2.1.12 如果 你 很 难 做 到 长 时 间 集中 精力 ,可 以 试 试 下 面 的 训练 : 学 习 一 些 心算 。 首先 ， 
计算 1 到 32 的 平方 ， 并 记 下 结果 ， 然 后 使 用 恒等式 之 一 交 = (x- (x+ 力 快 速 心 算 ， 例如, 要 
计算 87"， 我 们 可 以 使 用 等 式 : 


872-32= (87-3)x (87 + 3) 
=84x90 
=10x(80x9+4x9) 
=7560 


因此 87?7=7 560 + 3 = 7 569。 练 习 该 方法 ， 直 到 能 快速 、 准 确 地 心算 出 两 位 数 的 平方 。 然 
后 再 尝试 计算 三 位 数 的 平方 ， 例 如 : 
5772 = 600 x 554 + 232 = 332 400 + 529 = 332 929 
这 样 的 心算 能 力 会 让 你 的 册 友 们 留 下 深刻 印象 。 虽 然 这 只 是 简单 的 练习 题 ， 但 做 这 些 题 有 
助 于 你 集中 精力 ， 这 种 锻炼 你 的 听觉 和 视觉 记忆 的 方法 可 以 使 你 在 解决 更 困难 的 问题 时 更 易于 
集中 精力 。 


题 2.1.13 什么 时 候 研 究 问题 并 不 重要 ， 重 要 的 是 你 要 花费 时 间 思 考 。 但 要 注意 自己 的 习 
惯 和 规律 。 例 如 ， 如 果 你 思维 最 活跃 的 时 间 是 在 早晨 淋浴 后 或 午夜 听 完 摇滚 音乐 后 ， 那 么 你 就 
应 该 在 每 天 选择 这 些 时 间 来 思考 问题 (研究 发 现 走 路 或 跑步 有 益 于 思考 ， 不 信 你 可 以 自己 尝试 
二 下 )5 

题 2.1.14 ”如果 你 现在 已 经 建立 了 适合 自己 思考 的 时 间 规 律 ， 那 么 就 请 尝试 偶尔 去 打破 这 
一 规律 。 比 如 ， 如 果 你 习惯 在 早晨 找 个 安静 的 地 方 思考 ， 那 么 偶尔 去 尝试 一 下 在 晚上 昕 音乐 会 
时 或 者 其 他 时 间 来 考虑 问题 。 这 就 是 我 们 在 前 面 提 到 的 “打破 规律 ”的 方法 。 


题 2.1.15 下 面 请 做 个 思维 创新 的 练习 ， 这 项 练习 非常 有 趣 : 选 一 个 物体 ， 比 如 砖 块 ， 然 
后 尽 可 能 多 地 列 出 它 的 用 途 ， 尝 试 不 受 任何 思维 的 约束 甚至 用 一 些 可 笑 的 想法 。 


题 2.1.16 一 类 趣味 问题 的 来 源 是 “水 平 思 考 ”难题 。 具 体 可 见 文献 [37]， 这 些 问题 通常 
都 来 源 于 日 常生 活 ， 但 要 解决 这 些 问题 却 需要 运用 大 量 的 周边 视觉 能 力 。 在 此 我 向 大 家 推荐 这 
些 问题 作为 热身 题 。 

题 2.1.17 例 2.1.9 中 , 我们 证 明了 使 平衡 线 的 数量 最 大 化 的 染色 一 定 是 集成 的 这 一 结论 。 
这 一 结论 很 “ 突 死 ” 吗 ? 染色 的 小 球 最 大 平衡 线 的 数量 就 是 为 了 要 集成 的 吗 ? 

题 2.1.18 将 非 负 整数 分 成 如 下 三 组 : 

A={0, 3, 6, 8, 9, *…}, B={1, 4, 7, 11, 14, …}, C={2, 5, 10, 13, -…} 

请 你 解释 这 样 分 组 的 依据 。 


例 怎 村 解 征 : 效 池 充 赛 攻关 宝典 


题 2.1.19 ”你 被 锁 在 一 座 长 宽 高 都 为 50 英尺 ， 且 离 地 100 英尺 高 的 房子 里 ， 在 房子 的 拐 
角 处 启 近 地 板 的 地 方 有 一 扁 打 开 的 窗户 ， 窗 口 边 有 个 很 结实 的 钩子 粘 在 地 板 上 。 所 以 如 果 你 有 
一 根 100 英尺 长 的 绳子 ， 就 可 以 把 绳子 的 一 头 系 在 钩子 上 ， 然 后 沿 着 绳子 朴 下 去 光 生 。 现 有 两 
根 长 为 50 英尺 的 绳子 被 粘 在 天 花 板 上 靠近 中 央 的 地 方 ， 两 根 绳子 相 虐 1 英尺 。 假 定 你 能 够 很 
轻松 地 直上 绳子 ， 并 擅长 给 绳子 打 结 ,而且 带 有 一 把 锋利 的 小 刀 ， 除 此 之 外 再 无 其 他 工具 (其 
至 连 衣 服 都 没有 ) 。 绳 子 非常 结实 足 可 以 承受 你 的 体重 ， 你 可 以 从 离 地 面 10 英尺 高 的 地 方 踏 下 
逃生 ， 问 : 怎样 做 才能 从 房 中 逃生 ? 


题 2.1.20 请 尝试 下 自己 构造 一 个 “户口 调查 员 ” 问 题 ， 自 创 谜语 ， 其 中 包含 数字 信息 和 
隐 含 的 看 似 不 是 解 题 线索 的 解 题 线索 。 


题 2.1.21 一 群 相互 妙 妨 的 教授 被 锁 在 房 里 。 每 人 只 有 一 支 铅笔 和 一 小 片 纸 。 他 们 想 找 出 
所 有 人 的 平均 (是 平均 的 ， 而 不 是 中 等 的 ) 薪酬 ， 以 确定 他 们 自己 的 工资 是 否 比 其 他 人 高 。 但 
每 个 人 对 靳 酬 都 很 保密 ， 都 不 想 让 其 他 人 知道 有 关 自 己 秋 水 的 信息 。 问 : 在 这 种 每 个 人 都 只 知 
道 自己 薪酬 而 不 知道 任何 其 他 人 划 酬 信息 的 情况 下 能 确定 他 们 所 有 人 的 平均 薪酬 吗 ? 类 似 “ 三 
个 人 的 工资 之 和 超过 40 000 元 ”或 “每 个 人 的 工资 都 低 于 9 000 元 ”之 类 的 信息 是 不 允许 的 。 


题 2.1.22 和 A 瓶装 有 1/4 瓶 的 牛奶 ，B 瓶装 有 1/4 瓶 的 黑 咖啡 。 从 B 瓶 中 倒 入 一 部 分 咖啡 
到 A 眶 中 再 搅拌 ， 然 后 再 从 A 瓶 中 倒 人 一 部 分 液体 到 B 瓶 中 ,直到 每 瓶 所 含 液体 的 体积 相等。 
问 : A 瓶 中 咖啡 的 量 与 B 瓶 中 牛奶 的 量 之 间 有 何 关系 ? 


题 2.1.23 印第安纳. 琼斯 一 家 要 度 过 一 座 在 大 峡谷 上 摇 摇 欲 企 的 一 公里 长 的 绳索 桥 。 天 
非常 黑 ， 没 有 手电 简 根 本 就 没 办 法 过 桥 ， 此 外 ， 这 座 桥 只 能 承受 两 个 人 的 重量 。 他 们 只 带 有 一 
支 光线 较 弱 的 手电 简 ， 所 以 无 论 什么 时 候 最 多 只 能 让 两 个 人 一 组 一 起 过 桥 ， 以 过 桥 速 度 较 慢 的 
人 的 速度 走路 ， 琼 斯 花 5 分 钟 就 可 以 过 桥 ， 他 的 女 朋 友 却 要 花 10 分 钟 才能 过 桥 ，、 他 管 爸 则 要 
20 分 钟 才 行 ， 他 爸爸 的 助手 需要 25 分 钟 。 为 逃避 后 面 的 恶人 ， 他 们 必须 在 1 小 时 之 内 全 部 安 
全 过 桥 。 问 他 们 能 做 到 吗 ? 

题 2.1.24 ”我 们 对 帕斯卡 三 角 ( 见 题 1.3.17) 已 经 有 了 初步 的 了 解 。 请 你 寻找 一 种 从 由 斯 
卡 三 角 中 得 到 昌 波 那 契 数列 的 方法 〈 见 题 1.3.18)。 

反 2.1.25 例 1.1.2 中 我 们 猜想 : 


1 1 1 1 n 
一 -+ 一 一 + 一 一 +…+ 一 一 一 = 一 一 
1x2 2x3 3x4 nn+l) n+l 


试验 并 猜想 更 一 般 的 类 似 的 公式 ， 其 中 分 母 是 三 项 乘积 ， 并 进行 进一步 推广 。 

题 2.1.26 ”如 图 所 示 ， 你 可 以 不 走 重复 路 线 地 一 笔画 出 图 4 所 示 的 图 形 ， 但 无 论 如 何 ， 看 
上 去 你 都 不 可 能 一 笔画 出 图 B 所 示 的 图 形 。 你 能 找到 快速 确定 给 定 的 图 形 是 否 能 一 笔画 出 的 标 
淮 吗 ? 
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m 题 2.1.27 次 骗 性 的 问题 “下面 的 所 有 问题 看 上 去 好 像 都 有 明显 的 解 ， 但 实际 并 非 如 此 ， 
这 些 明显 的 解 并 不 正确 。 请 思考 并 解决 如 下 问题 : 
(a) 一 天 玛 莎 说 :“ 我 已 经 活 了 五 十 年 或 五 十 年 以 下 。” 通 过 四 会 五 入 到 整数 ， 她 最 年 轻 可 

| 能 是 多 少 岁 。 

| (b) 从 图 书馆 随意 找 一 本 书 ， 则 你 找到 的 书 有 90% 的 可 能 含有 插图 。 从 所 有 含有 插图 的 书 
| 中 随意 找 一 本 , 则 有 90% 的 几率 能 拿 到 含有 彩色 插图 的 书 。 如 果 图 书馆 蕊 有 10 000 本 书 ， 则 含 
| 1 有 彩色 插图 的 书 至 少 有 多 少 本 ? 
| (c) 向 上 抛 一 枚 均 质 的 硬币 ， 你 至 少 需要 抛 多 少 次 ， 才 使 得 最 少 有 50% 的 概率 能 连续 出 现 
至 少 三 次 正面 朝 上 ? 
| (d) 现 有 两 个 多 面体 〈( 即 有 多 个 面 的 固体 )， 所 有 的 边 长 都 为 1。 其 中 一 个 为 底面 是 正方 形 
| 的 棱锥 ， 另 一 个 是 四 面体 (一 个 四 面体 是 由 四 个 三 角形 组 成 的 ) 。 假 定 我 们 将 两 个 多 面体 沿 着 
| 三 角形 的 一 面 粘 在 一 起 ( 粘 在 一 超 的 两 个 面 完全 重合 )， 问 : 新 的 多 面体 有 几 个 面 ? 
(e) 如 图 所 示 ， 将 一 个 正方 形 分 成 两 个 相等 的 多 边 形 ， 而 另 一 个 正方 形 被 分 成 四 个 相等 的 


多 边 形 。 上 风 


问 : 存在 哪些 正 整 数 使 得 正方 形 能 被 分 成 个 相等 的 多 边 形 ? 


， 2.2 开始 分 析 问 题 的 策略 


读 完 上 一 节 关于 解 题 的 心理 策略 ， 你 可 能 会 感到 一 片 茫然 。 也 许 你 会 问 :“ 如 果 
都 不 知道 如 何 开 始 分 析 问 题 ， 怎 么 能 学 会 解决 问题 呢 ? ”到 现在 为 止 我 们 已 经 提 到 了 
四 种 非常 实用 的 策略 ; 例 1.2.1 中 提 及 的 倒 推 策 略 和 化 抽象 为 具体 的 策略 ; 例 2.1.1 中 
| 提 及 的 “异想天开 ”和 化 难为 易 的 策略 。 可 以 说 这 些 策略 再 加 上 其 他 几 种 策略 足以 帮 
1 助 我 们 进行 解 题 前 的 分 析 。 


就 像 之 前 所 讲 的 一 样 ， 任 何 成 功 的 解 题 过 程 都 包含 两 步 : 分 析 问 题 与 论证 问题 。 
! 一般 来 说 ， 相 对 于 精练 正式 的 论证 过 程 ， 分 析 过 程 总 是 让 人 觉得 蜂 涩 难民 。 但 分 析 却 
是 解决 问题 的 关键 。 分 析 的 过 程 总 是 伴随 着 曲折 、 错 误 以 及 对 题 意 的 误解 。 一 旦 问题 
得 到 解决 ， 就 能 很 容易 回头 检查 自己 长 长 的 分 析 过 程 ， 并 思考 为 什么 花 了 那么 长 时 间 
1 | 才 找 到 解 题 的 关键 。 对 每 个 人 来 说 这 就 是 解决 问题 的 本 质 ， 只 有 当 你 长 时 间 付出 大 量 
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的 精力 ， 有 时 甚至 得 不 到 任何 成 果 ， 才 会 灵光 一 现 ， 找 到 解决 问题 的 关键 。 因 此 ， 鼓 
盛大 家 去 分 析 的 事情 就 是 好 事情 。 


下 面 是 一 些 特定 的 建议 。 


第 一 步 ， 问题 的 定位 


在 解决 问题 前 必须 要 做 的 一 些 事 ; 

。 仔细 看 题 。 注 意 措 词 ， 如 正 还 是 负 、 有 限 还 是 无 限 等 词 ， 

。 开始 归 类 : 是 “解答 ” 题 还 是 “证 明 ” 题 ? 该 问题 是 否 和 你 以 前 见 过 的 题目 
类 似 ? 

仔细 辨别 假设 和 结论 ， 

尝试 一 些 快捷 的 基本 的 头脑 风暴 法 。 

试 着 引入 一 些 方便 的 记号 ， 

一 些 特定 的 论证 方法 ( 见 2.3 节 ) 是 否 是 狐 似 可 信 的 ? 

你 能 否 赁 直觉 猜 出 一 个 可 能 的 结果 ? 相信 你 的 直觉 

题 中 是 否 含有 看 上 去 很 重要 的 关键 词 或 概念 ? 例如 ， 质 数 、 完 全 平方 数 或 无 
限 序列 等 概念 是 否 在 题 中 扮演 重要 角色 ? 


当 你 完成 这 些 工 作 后 〈 千 万 不 要 着 急 !) ， 回 头 再 重新 做 一 遍 。 多 看 几 遍 题 月 是 非 
常 有 好 处 的 。 当 你 重新 思考 题目 的 类 别 、 假 设 和 结论 时 ， 问 问 自 己 是 否 能 用 公式 化 语 
言 重新 叙述 题目 。 例 如 ， 题 目的 假设 第 一 眼看 上 去 并 不 重要 ， 而 你 在 第 一 次 看 完 题 后 
只 是 在 心里 将 它 逐 字 地 重复 了 一 遍 。 但 如 果 尝 试 着 去 重新 叙述 一 遍 时 ， 你 也 许 会 从 中 
发 现 新 的 信息 。 有 时 仅仅 用 新 的 概念 重新 叙述 一 遍 假 设 和 结论 就 能 给 解 题 带 来 重要 帮 
助 (如 例 1.2.1)。 同 样 ， 可 以 注意 下 如 何 通过 重新 叙述 题目 的 方法 来 解决 户口 调查 员 
问题 ( 例 1.1.3)。 大 家 还 可 以 回想 在 例 2.1.7 中 ,我们 是 怎样 更 巧妙 地 重新 叙述 数列 1， 
11，21，1 211，111 221，… 来 解 题 的 。 通常 大 家 可 能 都 是 默默 地 阅读 问题 , 但 有 些 人 
喜欢 通过 大 声 地 朗读 题目 来 激发 解 题 的 灵感 〈 如 将 数 “1 211” 读 成 “一 二 一 一 ”而 不 
是 “一 千 二 百 一 十 一 ”就 能 很 快 找到 答案 了 )。 


在 考虑 问题 的 结论 时 ， 特 别 是 解答 类 型 的 题 ， 有 时 自己 先 “ 猜 想 ” 一 个 答案 ， 然 
后 将 它 代 到 题 中 来 重新 阅读 问题 是 非常 有 帮助 的 。 你 猜想 的 答案 有 可 能 是 错误 的 ， 但 
脑 中 带 着 这 个 答案 重新 闻 读 问题 将 有 助 于 你 明白 为 什么 这 个 答案 是 错误 的 ， 从 而 认识 
到 问题 中 一 些 更 重要 的 限制 条 件 。 
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不 要 在 问题 的 定位 上 花 太 多 的 时 间 。 一 旦 你 清楚 了 问题 和 问题 的 条 件 ， 你 就 已 经 
完成 了 对 问题 的 定位 。 你 可 以 花 些 时 间 猜 测 问题 的 答案 或 方法 ,但 不 要 对 此 有 太 多 期 
待 。 通 常 这 需要 更 进一步 的 分 析 。 


我 已 经 完成 了 定位 ， 接 下 来 怎么 做 呢 ? 


这 时 ， 你 已 经 理解 了 问题 问 什 么 ， 也 许 你 对 接 下 来 的 工作 也 有 了 一 些 想法 。 这 里 
我 再 重复 一 遍 ， 这 涉及 我 们 已 经 学 过 的 如 下 四 个 基本 “启动 ”策略 : 倒 推 策略 ， 化 抽 
象 为 具体 策略 , “异想天开 ”策略 以 及 化 难为 易 的 策略 。 接 下 来 我 们 将 详细 地 讨论 这 
些 策略 。 


化 抽象 为 具体 ”这 一 策略 做 起 来 比较 容易 ， 而 且 也 比较 有 趣 ， 需 要 发 散 思维 并 做 
试验 。 即 根据 题目 意思 ， 代 入 一 个 个 具体 的 数字 ， 直 到 能 从 具体 的 数字 代入 后 得 到 的 
结果 中 找到 规律 ， 然 后 接着 做 下 去 ， 看 是 否 能 总 结 出 你 所 找到 的 规律 所 产生 的 原因 。 
大 部 分 人 可 能 不 知道 , 很 多 高 水 平 的 数学 研究 都 是 通过 这 种 低 技术 含量 的 方法 做 出 来 
的 。 被 大 家 公认 为 历史 上 最 伟大 的 数学 家 之 一 的 卡尔 - 高 斯 就 是 这 一 方法 的 狂热 痴迷 
者 。 有 一 次 ， 他 曾经 很 疯狂 地 计算 满足 不 等 式 必 + 六 <90 000 成 立 的 整数 对 个 数 "。 


倒 推 策略 ” 当 你 知道 问题 的 结论 以 后 ， 不 妨 想 一 想 :“ 什 么 样 的 条 件 才 能 通过 一 
步 就 推 得 这 一 结论 ? ”有 了 时 你 一 旦 想到 这 一 点 ， 往 回合 推 一 步 就 非常 “明显 ”了 。 你 
的 做 题 经 验 越 丰富 ,就 越 能 明显 地 看 出 前 一 步 条件 。 例如, 假定 4 和 B 是 两 个 看 上 去 
没有 什么 关系 的 奇怪 表达 式 ， 然 而 你 必须 要 证 明 4 = B。 往 回 便 推 一 步 应 该 是 分 别 证 
明 4> 刀 和 呈 >4。 如 果 你 要 想 证 明 4 关 B， 往 回 倒 推 一 步 ， 也 许 你 可 以 证 明 4 总 是 偶 
数 ， 而 了 总 是 奇数 ， 从 而 使 结论 成 立 。 当 你 碰 到 问题 时 ， 都 应 该 花 些 时 间 思 考 下 从 结 
论 往 回 倒 推 一 步 可 能 的 结果 是 什么 。 当 然 ， 这 样 做 有 时 可 能 会 失败 ， 但 有 时 这 一 方法 
的 确 可 以 作为 一 种 证 明 策 略 〈 见 后 面 的 2.3 节 )。 


“异想天开 ”与 化 难为 易 的 策略 ”这 两 个 策略 主要 是 通过 将 心理 与 数学 相 结 合 的 
方法 来 突破 开始 时 的 全 局。 你 可 以 想 一 想 : 是 什么 限制 条 件 使 得 问题 变 得 很 难 解决 ? 
然后 , 想 办 法 把 这 一 条 件 排除 掉 ! 题目 也 许 并 不 允许 你 这 样 做 , 但 有 谁 会 在 意 这 些 呢 ? 
暂时 避 开 问题 最 难 的 部 分 能 使 你 的 解 题 工作 取得 进展 ， 也 许 还 能 从 中 找到 突破 点 。 例 
如 ， 如 果 题 中 涉及 又 大 又 讨厌 的 数字 ， 就 用 一 个 很 小 很 漂亮 的 数字 代替 它 。 如 果 题 中 
涉及 复杂 的 代数 分 式 或 开 方 数 ， 我 们 可 以 试 着 解决 一 个 没有 这 一 项 的 相似 问题 。 在 最 
理想 的 情况 下 ， 暂 时 避 开 问题 的 困难 部 分 将 能 使 你 得 到 很 有 启发 性 的 解 ， 如 例 2.1.1。 


@ 答案 是 282 697。 有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [21]。 
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而 在 最 不 理想 的 情况 下 ， 你 还 是 不 得 不 将 精力 集中 在 问题 的 关键 难点 上 ， 但 至 少 可 以 
构想 出 一 个 中 间 问题 ， 该 问题 的 解 可 能 对 你 解决 手头 上 的 问题 有 所 帮助 。 并 且 ， 像 这 
样 暂时 扳 开 问题 的 最 蕉 部 分 还 能 给 自己 带 来 乐趣 ， 增 强 自信 心 。 即 使 你 最 终 没 能 解 
决 原 问题 ， 至 少 你 还 能 解决 得 到 的 较 容易 的 问题 。 


下 面 通过 讲解 几 个 例题 来 并 县 如 何 使 用 上 述 策略 。 这 里 ， 我 们 的 目的 不 是 解决 问 
题 ， 而 仅仅 是 对 问题 做 一 些 初步 的 探讨 。 重 要 的 是 要 记 住 ， 只 要 取得 进展 就 好 。 不 要 
着 急 把 问题 彻底 解决 ! 分 析 的 过 程 也 很 重要 。 也 许 你 不 相信 我 说 的 ， 但 可 以 自己 尝试 
— 下 : 

花 在 思考 上 的 时 间 部 是 值得 的 ， 哪怕 看 上 去 你 没有 取得 任何 进展 。 

例 2.2.1 “(俄罗斯 1995 年 竞赛 题 ) 对 序列 m，am，a，…， 等 式 


Gt + qn, -Ce (D 


对 所 有 的 非 负 整数 m 和 nm 之 n) 都 成 立 。 若 a1 = 1， 则 aios 的 值 是 多 少 ? 


部 分 解答 ”这 一 是 如 果 不 代入 数字 进行 试验 ， 方 程 (1) 真 的 很 难 理解 。 我 们 给 
a 代入 一 些 值 ， 先 从 简单 的 开始 ， i =n=0, 则 ao+ao=ao， 即 ao=0, 现在 把 


m=1,n=0 代 入 (1) 中 , 则 2c = 二 co+ 四 = 人生， 即 a, = 4a =4 。 一 般 来 说 ， 我 
们 固定 mn= 0， 有 2a。 Se 2, n=1, 则 


十 GD 
Gu tay = oe 


由 ww =4a, =4x4=16,， 有 w+a= 2 


， 得 到 as = 9 。 此 时 ， 我 们 大 胆 地 猜测 : 对 
所 有 的 n= 1，2，3，…， -六 才 成立。 如 果 这 个 猜测 是 正确 的 ， 最 好 的 证 明 方法 
就 是 数学 归纳 法 。 这 一 方法 的 具体 步 又 可 参见 后 面 例 2.3.8。 

例 2:2.2 (AIME 1985) 数列 101，104，109， 116… 的 表达 式 为 a, =100+n? (n= 
1,2,3，…)。 对 每 个 n，qd, 是 an 和 an 的 最 大 公约 数 ?"， 对 正 整数 n， 求 四 的 最 大 值 。 

部 分 解答 ”如果 我 们 仅仅 把 o 的 前 几 项 列 出 来 ,就 会 推测 4, 的 最 大 值 为 1, 因为 
该 序列 的 连续 项 看 上 去 都 是 互 质 数 。 但 我 们 可 以 先 看 一 个 简单 的 情况 ， 因 为 在 这 一 关 
于 a 的 定义 式 中 , 数字 100 除了 能 写成 100 = 10? 之 外 ,也许 并 没有 其 他 的 特殊 之 处 。 


Q@ 关于 最 大 公约 数 概念 的 更 多 内 容 可 查看 3.2.4 节 ，3.2.17 节 以 及 7.1 节 。 
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我 们 看 由 表达 式 a, =w+ 冯 定义 的 数列 ，x 是 固定 的 数 。 对 不 同 的 x 作 表 如 下 ; 


我 们 在 每 行 数列 中 用 黑体 字 标 出 了 最 大 公约 数 在 该 行 中 最 大 的 一 对 连续 项 (至 少 
在 那 一 行 的 前 七 项 中 是 最 大 的 )。 我 们 注意 到 ， 当 w= 1 时，a2 与 a3 有 最 大 公约 数 5， 
当 w=2 时 ，a4 与 4 有 最 大 公约 数 9， 当 & = 3 时 ，a6 与 a 的 最 大 公约 数 为 13。 从 中 
我 们 发 现 规律 : 对 任何 固定 的 正 整数 4，a2 与 az +1 的 最 大 公约 数 为 4u + 1。 我 们 可 
以 通过 下 面 的 代数 变换 说 明 这 一 推测 ， 

al =u+(24) = 4 +u=u(4u+D , 

而 Qn =U+ 2th) =4u +4utltu= 4 +5u+1=(u+D(4u+D, 
从 表达 式 可 知 ，azw 与 c++ 有 共同 项 4u + 1。 


这 是 一 个 很 鼓舞 人 心 的 进步 , 但 我 们 还 没有 完成 证 明 , 我 们 仅仅 得 到 4u+ 1 是 qz 
与 qm+1 的 公约 数 ， 还 需要 证 明 4u + 1 是 这 一 数列 的 连续 两 项 之 间 的 最 大 公约 数 。 如 
果 你 懂得 一 些 简单 的 数论 知识 ， 证 明 该 结论 应 该 不 是 难事 。 我 们 将 在 例 7.1.8 中 继续 
讨论 该 题 。 


例 2.2.3 ”所 有 的 橱柜 排 成 一 行 并 标 有 数字 1，2，3，…, 1 000。 起 初 ， 所 有 的 橱 
柜 都 是 锁 着 的 。 一 个 人 经 过 这 里 ， 并 每 隔 一 个 就 打开 一 个 枉 柜 。 他 从 2 号 枉 柜 开始 打 
开 ， 因 此 编号 为 2，4，6，…, 1 000 的 橱柜 都 被 打开 了 。 然 后 有 第 二 个 人 经 过 ， 并 从 
第 三 个 橱柜 开始 每 三 个 就 改变 一 个 橱柜 的 状态 〈 即 如 果 原 来 的 柚 柜 是 打开 的 ， 就 将 其 
锁 上 ， 若 原来 的 橱柜 是 锁 着 的 就 将 其 打开 ) 。 接 着 再 有 第 三 个 人 经 过 这 些 枉 柜 ， 并 从 
第 四 个 橱柜 开始 每 四 个 就 改变 一 个 橱柜 的 状态 。 将 这 一 过 程 一 直 继续 下 去 ， 直 到 再 也 
没有 能 改变 状态 的 栅 柜 。 问 :最 后 哪些 橱柜 是 锁 着 的 ? 


部 分 解答 “在 本 题 中 ，1 000 这 个 数字 并 没有 什么 特殊 之 处 。 首 先 我 们 通过 化 淮 
为 易 的 策略 将 问题 变 简单 ; 换 一 个 小 一 些 的 数字 , 我们 选择 10。 然 后 我 们 再 使 用 化 抽 
乌 为 具体 的 策略 动手 做 一 个 表格 ， 并 使 用 标志 “@ 〇 ”来 表示 橱柜 是 打开 的 ,“x ”来 
表示 橱柜 是 锁 着 的 。 开 始 所 有 的 10 个 橱柜 都 是 锁 闭 的 。 下 表 显 示 的 是 每 次 有 人 经 过 
以 后 椰 柜 的 状态 。 共 列 有 10 行 ， 因 为 从 第 11 步 开始 每 次 有 人 经 过 枉 柜 时 便 不 再 影响 
橱柜 的 状态 。 
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我 们 发 现 最 后 锁 着 的 是 编号 为 1，4，9 的 柱 柜 ， 一 种 合理 的 猜测 就 是 ， 最终 编 号 
为 完全 平方 数 的 橱柜 是 锁 着 的 。 我 们 在 这 里 不 证 明 该 猜测 ， 但 可 以 通过 倒 推 法 为 最 终 
完成 解答 实现 实质 性 的 进展 。 是 什么 因素 决定 了 一 个 橱柜 是 锁 着 还 是 开 着 呢 ? 当 把 概 
柜 状 态 表 填 完 以 后 ， 你 就 会 知道 答案 ; 锁 的 状态 改变 次 数 的 奇偶 性 决定 最 终 锁 的 状态 
由 打开 或 锁 上 橱柜 的 次 数 的 奇偶 性 来 决定 。 我 们 再 次 用 倒 推 法 的 思路 ;什么 导致 锁 的 
状态 改变 ? 我 们 尽量 把 问题 处 理 得 更 简单 些 ， 仅 仅 把 注意 力 集中 在 -- 只 橱柜 的 锁 上 ， 
比如 说 6 号 栅 柜 。 它 在 第 1，2，3，6 步 ， 共 四 次 改变 状态 (这 是 一 个 偶数 ， 因 此 锁 
仍旧 是 开 着 的 )。 再 看 第 10 号 橱柜 ， 其 状态 在 第 1，2，5，10 步 改变 。 于 是 我 们 明白 ， 


第 nn 只 镇 在 第 太 步 改变 状态 ， 当 且 仅 当 n 能 被 大 整除 。 

因此 我 们 把 前 面 的 假设 重新 表达 为 下 面 仍 需要 证 明 的 等 价 形式 ， 
证 明 : 整数 有 奇数 个 公约 数 当 且 仅 当 该 整数 是 完全 平方 数 。 

要 证 明 这 个 问题 有 很 多 种 方法 。 本 书 问题 6.1.21 给 出 了 两 种 方法 。 


例 2.2.4 (IMO 1988) 25 个 人 转 坐 在 桌 旁 ， 每 人 手中 有 两 张 纸牌 。 每 张 纸牌 上 
都 标 有 1，2，3，…，24，25 中 的 某 一 个 数 ， 且 每 一 个 数 只 标 在 两 张 纸牌 上 。 每 个 人 
都 把 自己 手中 数字 较 小 的 一 张 纸牌 传 给 他 右边 相 邻 的 人 ， 如 此 继续 下 去 。 请 证 明 ， 最 
终 会 有 一 个 玩家 手中 的 两 张 纸牌 数字 相同 。 


部 分 解答 ” 乍 一 看 该 问题 ， 好 像 难 以 下 手 。 怎 样 才能 证 明 类 似 这 样 的 问题 呢 ? 我 
们 还 是 利用 化 抽象 为 具体 和 化 难为 易 的 策略 。 将 问题 化 难为 易 将 有 助 于 我 们 理解 该 问 
题 。 虽 然 我 们 看 到 该 题 中 的 数字 25 马上 就 能 想到 它 既 是 奇数 又 是 完全 平方 数 ， 但 它 
可 能 并 没有 什么 特殊 之 处 。 我 们 就 以 2 个 人 为 例 。 如 果 每 个 人 都 有 两 张 分 别 标 有 1 和 
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2 的 纸牌 ， 我 们 发 现 按 题 中 所 述 方法 传递 纸牌 会 产生 周期 性 的 结果 ， 每 个 人 都 把 标 为 
1 的 纸牌 传 给 与 他 相 邻 的 人 ， 这 样 每 个 人 总 是 持 有 分 别 标 有 1 和 2 的 两 张 纸牌 ， 所 以 
题 中 的 结论 对 两 个 人 而 言 是 不 成 立 的 。 那 么 是 否 是 人 数 的 奇偶 性 影响 结果 昵 ? 也 许 
是 ! 我 们 使 用 记号 wb 来 表示 某 个 人 手中 持 有 数字 a 和 的 两 张 纸牌 。 现 在 我 们 考虑 
四 个 人 的 情况 ， 开 始 时 他 们 持 有 纸牌 的 情况 为 : 


我 们 发 现 每 一 图 传递 完成 以 后 ， 每 个 人 持 有 的 纸牌 中 的 一 张 都 是 1 或 2， 另 一 张 
为 3 或 4。 所 以 题 中 结论 还 是 不 成 立 。 即 只 要 参与 游戏 的 人 数 为 偶数 ， 我 们 都 能 保证 
该 题 的 结论 不 成 立 。 例 如 ， 如 果 有 10 = 2 x 5 个 参加 ， 只 要 在 开始 时 给 每 个 人 的 两 张 
纸牌 中 ， 其 中 一 张 是 {1，2，…5} 中 的 某 一 个 数 ， 另 一 张 是 {6，7，…10} 中 的 菜 一 个 
数 ， 这 样 ， 每 一 图 传递 以 后 ， 每 个 人 持 有 的 纸牌 其 中 一 张 都 标 有 1~5 中 的 某 一 个 数 ， 
而 另 一 张 则 是 标 有 6~10 中 的 某 一 个 数 。 


现在 ， 我 们 看 参与 游戏 的 人 数 为 奇数 的 情况 。 下 面 的 例子 是 5 个 人 的 情况 。 


在 这 张 表 中 我 们 将 每 人 纸牌 中 较 小 的 数字 安排 在 第 一 行 ， 这 样 我 们 就 能 知道 写 有 
这 行 数字 的 纸牌 是 下 一 围 每 个 人 需要 传递 的 纸牌 。 传 递 一 图 以 后 ， 我 们 再 重新 安排 使 
第 一 行 的 数字 比 相应 的 第 二 行 的 数字 小 。 


1 |2|3|1 | 4 | 传递 )| 4 


ey 全 中 放流 下 
4 4 5 和 5 
这 时 ,我 们 可 以 再 重复 上 述 过 程 。 但 在 此 之 前 ,我 们 观察 到 分 类 之 后 的 表格 中 的 


第 一 行 中 的 最 大 数 和 第 二 行 中 的 最 小 数 相等 。 所 以 在 进行 了 一 次 分 类 之 后 ,每 一 图 的 
再 次 传递 后 就 不 再 需要 分 类 了 。 经 过 多 次 传递 ， 我 们 发 现 最 终 第 一 行 中 的 3 将 会 和 第 


僵 。 息 相 解 昨 : 效 这 竟 客 次 关 宝典 


二 行 中 的 数字 3 相通 。 
3|1|l2|al|a 人 1|3|1|>2 | 
te 3 by 2 zl sl 


大 家 观察 到 了 什么 ? 我 们 发 现 刚 好 有 两 个 3 同时 集中 到 其 中 一 个 人 手 上 。 这 个 结 


论 是 不 是 在 所 有 的 情况 下 都 成 立 昵 ? 你 能 得 到 更 一 般 的 结论 吗 ? 5 这 一 奇数 在 例 中 起 
到 什么 作用 呢 ? 也 许 用 7 个 人 做 进一步 的 试验 就 可 以 帮助 你 回答 这 些 问题 了 。 


在 下 一 例题 中 ， 我 们 不 仅 没 能 解答 问题 ， 甚 至 得 出 的 猜测 都 是 错误 的 ! 然而 ,我 
们 还 是 有 一 些 收获 的 ， 尽 管 我 们 没 能 得 到 完整 的 解答 ， 但 这 对 于 我 们 理解 读 问题 还 是 
很 有 帮助 的 。 


例 2.2.5 (Putmam 1983) 令 (nm)=n+| Vn |， 请 证 明 ， 对 任意 的 正 整数 mm， 序列 


m, fm), FF lm), fff mm)), 
中 存在 某 整 数 的 平方 数 ”。 
部 分 解答 。 读 完 题 ， 感 觉 非常 难 。 函 数 了 (m) 的 定义 非常 奇怪 ， 问 题 的 结论 也 让 人 
难以 理解 。 因 此 我 们 的 思考 过 程 就 这 样 开头 ， 问 题 要 求 我 们 证 明 某 一 涉及 函数 f(m) 
及 其 与 自身 形成 的 复合 函数 的 结论 对 所 有 的 正 整数 m 都 成 立 。 唯一 的 策略 就 是 化 抽象 


为 具体 。 我 们 需要 理解 函数 ftm) 的 变化 规律 ， 因 此 我 们 开始 做 试验 列 出 不 同 变量 对 应 
的 函数 值 ， 见 下 表 : 


函数 的 变化 规律 看 上 去 比较 简单 , fm) 随 着 m 增加 一 个 单位 而 增加 1, 直到 mm 是 
完全 平方 数 时 增加 2 (具体 见 表 中 暴 体 部 分 ) 。 当 你 观察 到 某 种 规律 的 时 候 ， 应 该 试 着 


四 |x] 表 示 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 。 更 多 信息 见 5.1 节 。 
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寻找 产生 这 一 规律 的 原因 。 在 这 一 题 中 ， 我 们 不 难 发 现 其 内 在 原因 。 例 如 ， 如 果 9< 
m<16， 数 | Vm | 恒 等 于 3， 因 此 ， 当 9<m<16 时 ,fm)=m+3。 同 理 ， 当 16<m<25 
时 ，f(m) =m +4， 我 们 只 需要 在 m 是 完全 平方 数 时 增加 一 次 函数 值 的 哎 路 即 可 。 

既然 我 们 已 经 明白 了 函数 7 了 的 变化 规律 ， 接 下 来 我 们 再 来 看 看 该 函数 与 自身 复合 
后 的 情况 。 我 们 还 是 利用 列表 做 试验 的 方法 ! 并 标记 

fm = 70 0 O) 

其 中 等 式 右边 为 个 复合 而 成 的 函数 ， 并 在 表 中 用 黑体 字 标 出 会 产生 跳跃 项 的 完全 
平方 数 。 


注意 : 我 们 不 再 试验 m 是 完全 平方 数 时 的 函数 值 ， 而 是 试验 当 m 比 某 一 完全 平 
方 数 大 时 的 结果 。 尽 管 我 们 在 上 一 表格 中 得 到 了 m 与 (m) 之 间 的 变化 规律 ， 但 在 这 
里 我 们 仍 把 它们 填 到 表格 中 ， 这 是 一 个 非常 重要 的 解 题 习惯 : 


不 要 吝惜 在 试验 上 花 帝 的 时 间 ! 多 花 点 时 间 观 察 表格 ,直到 你 能 理解 其 中 的 变化 
规律 为 止 ， 然 后 再 多 花 些 时 间 来 分 析 。 


fm) fm) om) om) 1 fm) 
二 7 | 9 2 | ;1 18 22 
8 10 13 16 2 | 24 | 
TT 
8 10 13 16 | 2 24 28 


从 这 个 表 中 我 们 能 发 现 更 多 的 规律 。 从 表 上 看 ,如果 有 m= +1 (其 中 为 整数 ) 
的 形式 成 立时 ，(m) 就 是 一 个 完全 平方 数 。 同 样 的 ， 如 果 有 靖 = 允 十 2 (其 中 为 整 
数 ) 的 形式 成 立时 ，/*(m) 就 是 一 个 完全 平方 数 。 对 于 形 如 mm =?+3 (其 中 为 整数 ) 
时 ， 如 7 和 103， 却 没有 这 一 规律 : /人 (103) 和 /(7) 是 完全 平方 数 而 /5(7) 却 不 是 。 所 以 
我 们 得 出 下 面 的 “推测 ”是 不 正确 的 ， 

如 果 六 = 本 二 5 ， 那 么 画 数 .12(m) 是 一 个 完全 平方 数 。 


然而 ,我 们 的 思想 策略 要 求 至 少 要 验证 一 下 这 个 假设 ， 毕 竟 我 们 要 证 明 的 是 对 于 
任意 的 整数 m， 存 在 整数 "使 得 /"(m) 是 一 个 完全 平方 数 。 在 研究 这 一 结论 之 前 ， 我 
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们 先 考虑 一 个 问题 ， 这 一 题 的 主要 难点 在 哪儿 ? 我 想 难 点 就 在 于 不 易 理解 的 [Ym] 这 
一 项 ， 所 以 我 们 首先 应 将 注意 力 放 在 这 一 表达 式 上。 一旦 我 们 理解 了 这 一 项 ,就 能 真 
正 找到 f(m) 的 变化 规律 了 。 定义 g(m) =[Vm] 。 那 么 函数 g(n?+5) 等 于 什么 呢 ? 如 果 
5 足够 小 则 有 g(m? +b) =n， 我 们 可 以 很 容易 地 得 出 这 一 结论 。 那 么 当 m 为 何 值 时 有 
g(m) =n 呢 ? 答案 是 : 

mem<(nt+l)’ =n +2n+1 
即 : g(w?+b)=n， 当 且 仅 当 0<b<2n + 1 了 时 glm)=n 成 立 。 

现在 我 们 再 回头 看 看 原来 的 “猜测 "， 我 们 考虑 = 1 时 的 情形 ， 即 m=r+1 且 

g(m)=n, 
则 有 : 

fm=m+g(m)=n +1l+n 
将 函数 /与 其 本 身 复合 ， 有 : 

f°(m=f(m+nt+l)=n +n+l+g(n +nt+l) 
=m +ntltn=nm +2n+1= (n+1)? 

所 以 原来 的 “猜测 ”在 b= 1 的 条 件 下 是 成 立 的 。 


现在 我 们 再 来 检验 在 b=2 条 件 下 的 结论 。 这 时 有 m=n?+2 且 g(m)=n， 对 于 任 

意 正 整数 n，2<2n + 1 都 成 立 ， 可 得 : 
fm=m+g(m)=n +2+n 
而 且 fm +2)=n tnt+2+g(n +n+2) 
既然 n+2<2n+1 对 任意 的 x>1 都 成 立 ， 可 以 得 出 g(m +n+2)=n ， 所 以 当 n>1 时 ， 
fm +2)=m tnt+2+n=(n+l)? +1。 

从 上 式 中 我 们 发 现 一 个 很 有 趣 的 规律 , 即 : 如 果 m 比 某 一 完全 平方 数 大 2 且 满 足 m > 
LT+2=3 时 ， 将 函数 7 与 其 本 身 二 次 复合 以 后 得 到 的 值 则 比 某 一 个 完全 平方 数 大 1。 

从 前 面 的 分 析 中 我 们 可 以 知道 ， 将 函数 /与 其 本 身 二 次 复合 两 次 后 可 以 得 到 一 个 
完全 平方 数 。 比 如 令 m=6+2=38 ， 可 得 f(m)=38+6=44,，f(44)=44+6= 
7?+1=50，, 而 放 7(50)=64 ( 见 上 页 表 ), 所 以 有 /*(38)=64。 形 如 xm?+2 但 不 苯 守 这 
一 规律 的 情况 是 17+2=3， 因 为 1(3) = 4。 

至 此 ， 我 们 已 经 对 彻底 解决 该 问题 取得 了 卓有成效 的 进展 。 已 经 知道 如 果 
m=Y+1 或 m=m+2， 那 么 将 函数 进行 有 限 次 的 复合 之 后 可 以 得 到 一 个 完全 平方 
数 ， 而 且 我 们 也 找到 了 正确 的 解 题 方 向 。 我 们 的 目标 是 得 到 一 个 完全 平方 数 ， 为 实现 
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这 一 目标 我 们 所 采取 的 方法 是 将 所 有 的 整数 写成 闻 + 的 形式 , 且 0<b<2n+1, 其 中 
5 是 一 个 “余数 "。 另 一 个 更 有 趣 的 猜测 是 : 

如 果 贡 有 余数 5， 那 么 /3(m) 就 有 余数 b 一 1。 

如 果 我 们 能 证 明 这 一 猜测 ， 那 么 通过 将 函数 反复 复合 最 终 可 使 得 余数 为 零 。 但 不 
幸 的 是 这 一 猜测 还 是 不 成 立 的 。 例 如 ; 车 m=7=2?+3， 则 /7(7)=12=3?+3。 尽 管 
这 一 猜测 是 错误 的 , 但 上 面 非常 详细 的 分 析 过 程 仍然 是 有 价值 的 。 从 这 些 分 析出 发 将 
最 终 能 得 到 完整 的 解答 。 我 们 将 后 面 的 分 析 过 程 留 给 读者 自己 完成 。 


例 2.2.6 (Putnam 1991) 4， 刀 是 两 个 不 同 的 mxz 维 实数 和 矩阵。 如果 杂 = 肪 且 
A2B=B*A4 ， 和 矩阵 47+B? 可 逆 吗 ? 

解答 ”这 是 连 线性 代数 学 得 非常 好 的 学 生 都 很 怕 的 一 道 题 。 但 是 ， 如 果 你 对 自己 
充满 信心 ， 这 道 题 其 实 并 不 是 那么 难 。 首 先 ， 注 意 到 条 件 为 ，4#B,， 企 = 怀 且 
A2B = BA 。 而 要 结论 的 是 确定 矩阵 C = 4?+B? 是 否 可 逆 , 即 C 是否 可 逆 。 那 么 ， 怎 
样 才能 确定 一 个 矩阵 是 否 可 逆 呢 ? 一 种 方法 就 是 证 明 该 矩阵 的 行列 式 非 零 。 该 方法 在 
这 一 题 中 看 上 去 并 不 可 行 ， 因 为 题 中 的 矩阵 是 mxz 维 的 ， 而 ”是 任意 的 整数 。 当 ?> 
3 时， 行列 式 的 计算 公式 是 非常 复杂 的 。 另 一 种 可 证 明和 矩阵 C 是 可 逆 的 方法 是 证 明 对 
任意 的 基本 向 量 瑟 , 包 … 包 有 CA 关 0 ， 但 这 样 做 也 非常 困难 ， 因 为 还 需要 找到 一 组 基 
本 向 量 。 


既然 我 们 很 难 找到 能 证 明和 矩阵 可 逆 的 前 提 条 件 ， 那 我 们 何不 考虑 一 下 能 否 证 明 该 
矩阵 不 可 雍 呢 。 这 样 做 就 显得 简单 多 了 ， 因 为 我 们 要 做 的 就 是 找到 一 个 非 零 的 向 量 y 
使 得 Cv=0 ， 可 见 这 是 一 个 行 得 通 的 方法 。 那 如 何 去 找 昵 ? 我们 现在 也 不 知道 , 但 根 
据 “ 异 想 天 开 ” 和 化 难为 易 的 策略 ， 我 们 来 分 析 一 下 解 题 的 途径 。 


接 下 来 需 利 用 已 知 条 件 来 进行 分 析 ， 我 们 就 从 矩阵 C 开始 分 析 ,“ 异 想 天 开 ” 的 
思路 再 一 次 告诉 我 们 应 分 析 和 矩阵 42 一 玉 的 构造 , 因为 4 =B ,而 C= 入 +B? ,我们 
马上 就 想到 将 立方 差 项 进行 分 解 ( 记 住 矩 阵 乘法 是 不 能 应 用 交换 律 的 ， 所 以 438 不 一 
定 等 于 4B?): 

(A*+B")(A4-B)=A’- AB+B’A-B=A’ -B+BA-A'B=0.。 

因为 4 二 B， 得 矩阵 4-Bzx0 。 因 此 存在 向 量 x 使 得 (4~B)u 了 0。 令 v=(4 一 
B)u ， 可 得 : 

Cv=((4: + BXA4-B))u=0u=0。 


因此 ， 和 矩阵 人 +B? 总 是 不 可 逆 的 。 图 
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例 2.2.7 (列宁 格 勒 市 数学 奥林匹克 竞赛 1988) p(x) 是 一 实 系数 多 项 式 。 请 证 明 ， 
如 果 
P(X) -p(x)— p(x) +p"(x)20 
对 于 任意 的 实数 x 都 成 立 ， 则 对 任意 的 实数 x 都 有 p(x)>0 。 


部 分 解答 如 果 你 以 前 从 未 见 过 类 似 的 题 型， 看 到 这 题 后 就 会 感觉 很 迷惑 。 什 么 
条 件 才能 证 明 一 个 函数 是 否 非 负 呢 ? 为 什么 要 强调 p(x) 是 一 个 多 项 式 ? 


我 们 可 以 把 这 个 问题 简单 化 。 本 题 最 难 的 部 分 是 什么 ?很 明显 ， 应 该 是 复杂 的 表 
达 式 PCO- PCO- PCO+P"(zD>0 。 因 式 分 解 是 一 项 很 重要 的 代数 技巧 。 受 因 式 分 解 
的 思想 启发 ， 则 

1—x—x?+x = (I—x)(l—x’) 
我 们 有 : 
PA) -p(X)— p(x)+p"(x) =(p(x)— p(X) (p(x)— p(x)) 。 
换言之 ， 如 果 令 q(x)= p()-p“(x) ， 则 
P(x)— p(x -p(x)+p"(x)= g(x)—q (7) , 
所 以 接 下 来 让 我 们 看 一 个 简单 一 些 的 问题 : 

如 果 q(x) 是 多 项 式 且 对 任意 的 实数 x 满足 qg(z)-g'(z) 0， 那 么 gz) 满足 什么 结 
论 呢 ? 

是 否 有 可 能 q(x)>0 对 任意 的 实数 x 都 成 立 ? 这 一 推论 有 可 能 正确 , 但 即使 正确 ， 
也 可 能 对 我 们 解决 原来 的 问题 没有 什么 帮助 ， 但 它 的 确 值得 我 们 去 思考 。“ 异 想 天 开 ” 
的 策略 要 求 我 们 对 这 个 问题 进行 深入 研究 探讨 。 

不 等 式 4(09 -9 《9 >0 等 价 于 g(x) <q(x)， 因 此， 如 果 q(x)<0, 则 gq 人 (x) 也 一 定 为 
负 值 。 因 此 ， 如 果 函 数 》= q(x) 的 图 像 位 于 x 轴 的 下 方 ， 那 么 q(x) 的 图 像 也 将 位 于 x 
轴 的 下 方 ， 则 函数 》= q(x) 单调 递减 ! 下 面 我 们 将 90%) 分 三 种 情况 分 别 进行 讨论 : 

。 ?=9(00 的 图 像 穿 过 x 轴 。 由 于 上 述 原因 ， 该 图 像 将 仅仅 穿 过 x 轴 一 次 ， 即 范 

数值 从 正 值 变 为 负 值 并 逐步 递减 〈 因 为 一 旦 函数 值 为 负 值 ， 就 会 永远 为 负 ) 。 
且 由 于 4(09 是 多 项 式 ， 可 知 : 
jim4q00=t+ 及 jlim9q00= 一 ， 
因为 当 x (不 论 正 负 ) 足够 大 时 , 任何 多 项 式 9(x) = az 十 az + 十 
的 值 都 是 由 其 最 高 守 次 项 决定 。 因 此 ，4(m) 的 最 高 次 宕 n -- 定 为 奇数 且 满 足 
an<0。 例 如 ， 多 项 式 q(x) = x? +x? +3 的 图 像 大 致 如 下 : 
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但 该 多 项 式 并 不 满足 不 等 式 q(x) < q(x)。 由 q(x)=-x +x+3 可 得 
q(x) = 7x*+2x 。 这 两 个 多 项 式 的 值 都 由 其 最 高 次 项 决定 。 当 x 是 一 个 很 大 
的 正 数 时 , g(x) 与 g(x) 都 为 负 值 , 但 由 于 46C9 的 最 高 次 宕 为 7 而 gq 的 最 高 次 
等 是 6, 因此 , 其 绝对 值 要 比 g(x) 的 大 , 即 如 果 正 数 x 足 够 大 ,可 得 g(x) < (x)。 
我 们 把 上 述 分 析 总 结 如 下 :如 果 y= g(x) 的 图 像 穿 过 x 轴 , 则 不 等 式 qx)<q(x) 
并 不 是 对 所 有 x 值 都 是 成 立 的 。 因 此 这 种 情况 是 不 可 能 的 。 
。 函数 y= g(x) 的 图 像 始 终 在 x 轴 的 下 方 〈 或 仅仅 有 相 切 的 部 分 )。 因 为 900 是 
多 项 式 ， 所 以 其 最 高 次 朝 一 定 为 偶数 ， 最 高 次 项 系数 为 负 。 例 如 
4(00= -5z 一 200 的 图 像 就 属于 该 类 型 。 然 而 , 我 们 前 面 提 到 的 问题 仍然 存在 ， 
即 : 当 正 数 * 足 够 大 时 ， 会 得 到 qt) < ge0。 所 以 这 种 情况 也 是 不 可 能 的 。 
。 函数 = 4(z) 的 图 像 始 终 在 x 轴 的 上 方 《或 仅仅 有 相 切 的 部 分 )， 即 函数 g(x) 
>0。 这 种 情况 一 定 满足 条 件 ， 因 为 我 们 已 经 把 其 他 的 可 能 性 全 部 排除 了 ! 但 
我 们 仍 需要 理解 为 什么 这 种 情况 是 满足 条 件 的 。 满 足 该 图 像 要 求 的 q(x) 其 最 高 
次 筹 一 定 为 偶数 且 系 数 为 正 。 例 如 g(x) =x?* +10 的 图 像 就 满足 上 述 要 求 。 从 
而 很 容易 发 现 q(x) = 2x 。 当 x 为 足够 大 的 正 数 时 ， 因 为 两 者 的 系数 都 为 正 ， 
便 有 g(x) < 40。 这 就 是 解 题 的 关键 。 
无 论 如 何 ， 我 们 都 证 出 了 一 个 非常 漂亮 的 推断 : 
如 果 q(x) 是 实 系 数 多 项 式 ， 且 9g(00)2g'oo) 对 于 任意 的 实数 都 成 立 ， 那 么 g(x) 的 
首次 项 系数 为 正 ， 最 高 次 辕 为 偶数 ， 且 该 多 项 式 恒 为 非 负数 。 
得 到 该 结论 将 使 我 们 对 最 终 解 决 原来 的 问题 充满 信心 。 我 们 知道 9(x)= 
p(X) 一 p(x) 的 最 高 次 车 为 偶数 且 首 次 项 系数 为 正 ， 因 此 多 项 式 p(x) 也 满足 这 一 条 件 。 
因此 我 们 可 将 原来 的 问题 转化 成 下 面 这 个 简单 些 的 问题 ; 


证明: 如果 p(x) 的 最 高 次 舌 为 偶数 且 首 次 项 系数 为 正 ， 且 对 于 任意 的 实数 满足 
P(X) 一 p(x) >0， 则 对 任意 的 实数 x 都 有 p(x) 之 0。 
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例 2.2.8 (Putmam 1990) 请 找 出 所 有 的 连续 可 微 函数 /使 得 如 下 方程 对 任意 的 x 
成 立 ， 

(70)) = FLO + 1dr+1 990 。 

部 分 解答 ”这 一 是 最 困难 的 部 分 是 什么 ?是 该 方程 中 即 包含 微分 又 有 积分 。 微 分 
方程 就 已 经 很 难 解 了 ， 而 积分 一 微分 方程 就 更 难 求解 了 ! 所 以 采取 的 策略 就 应 该 是 使 
用 化 难为 易 的 策略 将 方程 两 边关 于 x 求 导 : 

EU =E( Fy tet1 990). 


左边 部 分 为 2f(x)/"(x) (根据 链 式 求 导 法 则 )， 而 右边 部 分 等 于 (了 (X))? + (f(x))? 常数 
1 990 微分 后 就 不 见 了 。 


这 样 我 们 就 将 原来 的 问题 转化 成 了 下 面 的 求 微分 方程 问题 ， 
2/ Of =F 0 + 。 
虽然 现在 还 是 不 太 完美 ， 但 比 原来 的 问题 要 简单 多 了 ， 你 知道 接 下 来 该 怎么 做 
吗 ? 


问题 与 练习 


对 于 下 面 的 这 些 问题 ， 你 的 任务 仅仅 是 通过 试验 和 化 抽象 为 具体 策略 来 进行 推 
测 。 不 要 担心 你 现在 能 否 证 明 这 些 推测 。 这 样 做 的 目的 就 是 要 让 你 放松 自己 的 心情 ， 
让 自己 的 思维 不 受 任何 约束 ,享受 那 种 天 马 行 空 般 的 感觉 。 其 中 有 些 问题 需要 你 推测 
出 一 个 公式 或 某 一 算法 。“ 算 法 ”一 词 指 的 是 一 些 计算 过 程 ， 而 并 不 是 简单 的 公式 ， 
不 过 解释 和 实现 起 来 还 是 相当 简单 的 。 例 如 F(z) = Vi 是 一 个 公式 ， 而 下 面 的 一 段 话 
则 是 算法 : 


将 进行 3 进 制 展开 后 ,将 得 到 的 数字 每 隔 两 个 数 进行 求 和 ， 如 果 它 们 的 和 是 偶 
数 ， 则 等 于 /(m) 。 否 则 ， 将 其 平方 以 后 仍 等 于 f(n) 。 


后 面 我 们 还 会 再 提 到 这 些 问题 并 给 出 更 严格 的 证 明 。 但 现在 更 重要 的 事 是 化 抽象 
为 具体 并 思考 这 些 问 题 。 我 们 再 次 重申 : 现在 你 能 否 完全 解决 这 些 问题 并 不 重要 。 能 
取得 一 些 进展 ， 或 者 能 提出 可 能 正确 的 猜测 就 已 经 是 很 理想 。“ 暂 时 换 置 ”的 问题 能 
给 你 一 个 好 心情 ， 从 而 激发 你 的 大 脑 产 生 各 种 思想 来 解决 它 。 这 种 激发 过 程 有 些 是 有 
意识 的 ， 有些 则 不 是 。 同 时 ， 这 些 想法 有 的 能 解决 问题 ， 有 的 却 不 能 。 但 无 论 如 何 ， 
想法 是 多 多 益 善 的 ! (顺便 说 一 句 ， 有 一 小 部 分 问题 我 故意 出 得 和 例题 很 相似 。 但 要 
记 住 ， 看 到 问题 时 最 开始 的 策略 就 是 要 问 自 己 :“ 这 和 我 看 到 的 例题 有 相似 的 吗 ?”) 
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题 2.2.9 定义 f(x)=W(~’) 且 用 /表示 函数 了 与 其 自身 复合 7 次 形成 的 复合 函数 [ 见 例 
2.2.5 方 程 (2) ]。 请 计算 f1 999(2 000)。 

题 2.2.10 (Putnam 1990) 令 厂 =2， 五 =3， 有 到 =6 且 当 n>3 时 有 : T=(n+ 4)T, 一 
4nT, 2 +(4m 一 8)T 3 。 

则 该 数列 的 前 几 项 分 别 是 2，3，6，14，40，152，784，5 168，40 576，363 392。 
请 将 T, 改 写 为 形 如 T= 为 +B, 的 公式 形式 ， 其 中 和 44,B, 是 另外 两 个 非常 著名 的 数列 。 


题 2.2.11 令 六 为 自然 数列 (1，2，3，4，…}。 函 数 / 对 所 有 的 ne N 满足 下 列 条 件 ， 
JG =b7CmD= 0)R 有 fn+D)= /2n) +1. 


请 你 找到 数列 了 (m) 一 个 简洁 的 通 项 公式 。 而 你 的 算法 应 最 多 只 有 一 句 话 。 


题 2.2.12 如 图 所 示 , 画 出 或 者 自己 动手 做 几 个 (至少 要 八 个 ) 多 面体 。 下 面 是 两 个 例子 ; 
一 个 长 方 体 和 一 个 三 维 标尺 形 。 对 于 每 个 多 面体 ， 计 算 它 们 的 顶点 ， 面 以 及 楼 的 个 数 。 例 如 ， 
我 们 知道 长 方 体 有 8 个 顶点 ，6 个 面 和 12 条 楼 。 而 图 中 的 标尺 形 物体 有 12 个 顶点 ，8 个 面 和 
18 条 棱 。 并 请 找到 或 猜测 多 面体 的 棱 、 面 以 及 项 点 数量 之 间 的 关系 式 。 


AS 


题 2.2.13 n 条 直线 能 将 一 平面 分 成 多 少 个 区 域 (任何 两 条 直线 都 不 平行 ， 且 任何 三 条 直 
线 不 相交 于 同一 点 ) ? 

题 2.2.14 球面 上 的 景 大 加 就 是 绕 着 球体 的 赤道 位 置 画 出 的 贺 。 因 此 ， 最 大 网 的 中 心 就 是 
球体 的 中 心 。 现 在 一 个 球体 上 有 "个 最 大 团 ， 且 任意 三 个 加 都 不 在 同一 位 置 相交 。 问 : 这 些 久 
将 球面 分 成 了 多 少 个 区 域 ? 

题 2.2.15 对 任意 的 整数 n> !， 试 求 两 个 不 同 的 正 整数 使 得 

| MD 
+ 二 = 上 成 立 。 


x yn 


题 2.2.16 对 任意 的 正 整 数 n， 求 满足 下 列 方程 的 正 整数 ,x, 芒 ,… x 。 
i 
六 为 加 0 
题 2.2.17 考虑 一 坐标 平面 上 的 三 角形 , 所 有 项 点 都 在 平面 的 格 点 上 , 即 顶点 坐标 为 整数 。 
令 4,B 和 7 分 别 代表 此 三 角形 的 面积 .边界 上 格 点 数 和 内 部 格 点 数 。 例 如 , 对 于 顶点 位 于 (0, 0)， 
(2, 0)，(1, 2) 的 三 角形 成 立 《 请 验证 !) 4=2，B =4, 1= 1。 对 于 任意 顶点 在 格 点 上 的 三 角形 ， 


你 能 找到 在 4，B 和 7 之 间 的 一 个 简单 的 关系 式 吗 ? 
题 2.2.18 (英国 数学 奥林匹克 竞赛 1996) 定义 


=1 


多， 全 村 解 息 : 效 池 充 客 次 关 宝典 


Vn 
求 ( 并 证 明 ) 所 有 使 得 q(n)>g(n + ]) 成 立 的 正 整数 mn。 
题 2.2.19 湾 区 快餐 店 出 售 炸 鸡 块 ， 并 将 这 些 鸡 块 打包 出 售 ， 一 包 中 包含 7 块 或 11 块 鸡 


。 求 最 大 正 整 数 x， 使 得 你 无 论 鸡 块 包 怎么 组 合 都 不 能 恰好 得 到 n 块 炸 鸡 块 。 你 能 将 此 推广 


题 2.2.20 令 n 为 正 整数 ， 


(1) 写 出 所 有 有 序 整数 对 (a, b)， 其 中 : 
。 la<ben;y 
® atb>ns 


。 a 和 互 素 (没有 除 1 以 外 的 公 因数 )。 
(2) 对 于 每 个 有 序 对 (0, 妨 ， 计 算 这 两 个 数 生 积 的 倒数 ， 即 计算 地 。 


(3) 求 这 些 分 式 的 和 。 
例如 ， 如 果 n=6， 这 些 有 序 对 是 : 
(1, 6), (5, 6), (2, 5), (3,5), (4, 5), (3,4) 


并 且 对 应 的 和 为 : 
ee ee et 
6 3010 15 20 12 2° 
对 于 其 他 n， 上 述 过 程 会 得 到 什么 结果 ? 请 作出 猜想 。 
是 2.2.21 


(a) 为 1+2+3+ … +n 找 一 个 简洁 的 公式 ， 其 中 为 任意 正 整数 。 

(b) 为 上 +2+33+ … + 阳 找 一 个 简洁 的 公式 ， 其 中 为 任意 正 整数 。 

(c) 试验 并 猜想 上 述 事 实 的 推广 形式 ， 对 于 任意 正 整 数 ， 
1 

是 否 存在 一 个 简洁 的 公式 ? 


题 2.2.22 定义 s(n) 为 能 将 nn 表示 为 由 至 少 一 个 正 整数 组 成 的 有 序 和 的 方法 的 数量 。 例 如 : 
4=1+3=3+1=2+2=1+1+2=1+2+1=2+1+1=1+1+1+1， 


因此 s(4) = 8。 猜 想 一 个 一 般 的 公式 。 
题 2.2.23 为 方程 

PHP+R=W 
找 出 正 整数 通 解 。 
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题 2.2.24 注意 到 
6=12-22+32 
和 
7=-12+22+32-42 52+62， 
请 分 析 、 归 纳 并 猜想 一 个 一 般 性 的 公式 。 
题 2.2.25 (土耳其 1996) 令 
Dr) a 二 GyX 十 … 十 an 


| 
成 立 ， 其 中 al qz …, an 为 非 零 实数 且 厂 < 可 < … < 后 。 求 a1996。 
题 2.2.26 ” 囊 廊 问题 。 一 个 展览 馆 画廊 的 墙 形成 一 个 ” 边 多 边 形 (不 必 为 规则 多 边 形 ， 其 
至 不 必 为 凸 多 边 形 )。 保 安 位 于 画廊 内 某 些 固定 位 置 。 假 设 保安 能 转 头 ， 但 不 能 走动 ， 为 了 保 
证 每 寸 墙 都 能 被 保安 看 到 ， 最 少 需 要 多 少 保安 ? 当 m= 3 或 mn= 4 时 ， 显 然 一 个 保安 就 足够 了 。 
对 于 n=5 来 说 这 也 是 正确 的 ， 尽 管 需要 一 些 图 形 才能 让 人 信服 〔 非 号 的 情形 比较 有 意思 )。 
但 对 于 ”= 6， 存 在 一 种 需要 两 个 保安 的 画廊 。 下 面 是 mn= 5 和 n=6 时 的 图 形 。 点 表示 保安 的 


sz [> 


你 能 发 现 一 个 描述 保安 数量 的 一 般 的 公式 (作为 n 的 函数 ) 吗 ?“ 

题 2.2.27 Josephus 问题 。 一 组 岂 个 人 站 成 一 个 国 ， 他 们 被 从 1 到 n 硕 时 针 连 续 地 标记 。 
从 2 号 开始 ， 我 们 按 顺 时 针 方向 每 隔 ! 人 便 去 掉 一 个 人 ， 例 如 ， 如 果 n=6, 被 去 掉 的 人 按 硕 序 
为 2，4，6，3 和 1， 则 最 后 剩 下 的 人 是 5 号 。 令 (9) 代 表 最 后 剩 下 的 人 。 

(a) 车 n=2，3，…，25， 计算 jn)， 

(b) 寻找 一 种 方法 ， 使 得 对 于 所 有 n>1， 都 可 以 计算 出 j(n)。 你 或 许 不 能 得 到 一 个 “漂亮 ” 
的 公式 ,但 尝试 寻找 一 种 简便 的 算法 ， 使 之 容易 用 手工 或 计算 机 进行 计算 。 


题 2.2.28 令 g(n) 代 表 帕斯卡 三 角形 中 第 行 中 奇数 的 个 数 。 例 如 ，g(6) = 4， 因 为 在 如 下 

所 示 的 行 
1, 6, 15, 20, 15, 6, 1 

中 包含 4 个 奇数 。 猜 想 g(m) 的 一 般 公 式 (或 者 一 种 简单 计算 方法 )。 

题 2.2.29 《Putnam 1991) 对 于 每 个 整数 n>0， 令 S(n) =n 一 m?， 其 中 mm 是 满足 mz<n 
的 最 大 整数 。 定 义 一 个 序列 (ai)i-。，a0=4 且 a4 = Qk +S(ai) ,其 中 k>0。 对 于 哪些 正 整数 
4， 这 个 序列 最 终 变 为 常数 ? 

题 2.2.30 完成 例 2.2.4 的 解答 。 

题 2.2.31 完成 例 2.2.5 的 解答 。 


和 ， 怎 梓 解 是， 数学 充 赛 次 关 宝典 


题 2.2.32 令 {x} 代 表 最 接近 实数 x 的 整数 ， 例 如 {3.1}=3 而 {4.7}]=5。 现 在 定义 

了 (m):=n+{Vn} 。 证 明 对 于 所 有 正 整数 m， 序 列 
Fm), ff Om), ff Fm)D, … 

不 会 有 某 一 项 是 整数 的 平方 。( 将 此 题 与 例 2.2.5 做 比较 ) 

题 2.2.33 ”完成 例 2.2.7 未 完成 的 解答 。 

题 2.2.34 ”完成 例 2.2.8 未 完成 的 解答 。 

题 2.2.35 警世 高 言 。 人 们 很 容易 被 试验 -假设 的 轻松 性 所 诱惑 ， 但 试验 和 假设 只 是 数学 
研究 的 一 部 分 。 有 时 一 个 信息 不 足 的 研究 会 让 我 们 走 下 路。 下面 是 两 个 例子 。 类 似 地 也 有 很 多 
其 他 的 例子 ， 参见 文献 [17] 中 一 个 精彩 的 讨论 。 

四 令 AD:= 到 +n+41 ， 对 于 所 有 正 整 数 n，/(m) 是 否 都 是 素数 ? 


(b) 令 km) 为 用 贺 周 上 个 点 之 间 所 有 可 能 的 连 线段 划分 贺 后 所 能 得 到 的 最 大 的 区 域 数 。 容 
易 检验 (请 验证 !) 


AD=1,42)=2, 43)=4, (4) = 8, #5) = 16。 
人 们 事实 上 会 不 可 避免 地 作出 xp) = 2"… 这 样 的 猜想 。 然 而 (6) = 31， 而 不 是 32 (请 再 次 
验证 1)， 因 此 应 该 有 另 一 种 解释 方法 。 无 论 如 何 ， 你 能 推导 出 Km) 正确 的 公式 吗 ? 


2.3 论证 方法 


正如 我 们 先前 所 说 ,每 个 问题 的 求解 都 包含 两 个 部 分 : 分 析 (通过 它 你 能 发 现 问 
题 是 怎么 回 事 ) 和 论证 〈 通 过 它 你 能 让 别人 或 者 自己 信服 你 的 发 现 )。 开 始 的 分 析 可 
能 暗示 着 一 种 尝试 性 的 论证 方法 。 当 然 ， 有 时 一 个 问题 可 以 分 为 几 种 情况 或 者 几 个 子 
问题 ， 其 中 的 每 种 情况 或 子 问题 也 许 都 需要 完全 不 同 的 论证 方法 。 


论证 应 该 严格 而 清晰 。 然 而 ,“ 严 格 性 ”和 “清晰 性 ”都 是 主观 术语 。 在 你 的 扒 
理 中 应 该 避免 出 现 逻辑 错误 或 者 上 下 脱节 。 当 然 说 起 来 容易 做 起 来 难 。 论 证 越 复杂 ， 
确定 它 思 辑 上 是 否 正确 就 越 困 难 。 类 似 地 ， 当 然 也 应 该 避免 有 意 的 模糊 陈述 ， 不 过 你 
的 论证 最 终 的 清晰 性 更 多 地 取决 于 目标 读者 。 例 如 ,许多 职业 数学 家 会 接受 把 “将 平 
衡 的 线段 数量 最 大 化 1” 作 为 “积极 行为 问题 ”( 例 2.1.9) 完整 而 清晰 的 解答 。 


相 比 于 精美 的 数学 论证 ， 本 书 更 关心 问题 的 分 析 和 发 现 过 程 。 然 而 ， 如 果 不 能 让 
其 他 人 理解 ， 思 路 再 巧妙 也 是 没有 用 的 。 进 一 步 来 说 ,数学 论证 的 流畅 性 会 帮助 你 驾 
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了 驭 并 修正 你 的 分 析 。” 


你 至 少 应 该 适 应 三 种 不 同 的 论证 风格 : 直接 推理 (也 被 称 为 “直接 证 明 ”)， 反 证 
法 和 数学 归纳 法 。 在 下 面 我 们 将 会 探索 这 些 方法 , 但 首先 是 一 些 关于 论证 风格 的 简要 
说 明 。 


常见 缩写 词 和 格式 上 的 约定 


(1) 大 多 数 好 的 数学 论证 始 于 假设 和 结论 的 清晰 陈述 。 成 功 论证 的 结尾 处 通常 
用 符号 作出 标记 。 我 们 使 用 Halmos 符号 ， 其 他 的 选择 是 使 用 缩写 词 ， 如 : 
QED 源 于 拉丁 语 quod erat demonstrandum 或 者 英文 “相当 优美 地 完成 ”(quite 
elegantly done)， 
AWD 表示 我 们 已 经 完成 了 (and we're done)， 
玩 表示 这 就 是 我 们 要 的 解答 (which was what we wanted ) 。 


(2) 类 似 于 通常 的 阐述 ， 数 学 论证 应 该 是 具有 名 词 和 动词 的 完整 句子 。 常 见 的 数 
学 动词 包括 
二 


(最 后 四 个 符号 意思 分 别 是 “属于 ”、“ 包 含 于 ”、“ 蕴 含 ” 和 “等 价 于 ”。) 


(3) 复杂 的 等 式 应 该 永远 单独 显示 在 一 行 中 , 并 且 标注 (如 果 将 来 要 使 用 到 的 话 )。 
例如 
[ear=yr (3) 


(4) 当 你 考虑 论证 (或 子 论证 ) 的 倒数 第 二 步 时 ， 你 通常 希望 向 读者 标明 。 缩 写 
词 TS 和 ISTS (“为 了 证 明 ” 和 “这 也 就 是 要 证 明 ") 对 于 这 个 目的 来 说 相当 有 用 。 


(5) 一 个 来 自 计算 机 科学 ， 并 逐渐 在 数学 中 通行 的 漂亮 记号 是 “ : = “， 它 表示 
“被 定义 为 ”。 例如 A:=B+C 引 入 了 一 个 新 变量 A 并 定义 它 为 先前 定义 的 变量 BB 和 C 
之 和 。 将 冒号 看 作 箭头 ， 我 们 永远 要 把 左边 和 右边 区 分 开 。“ : = ”冒号 在 左边 表示 
新 定义 (通常 是 一 个 简单 变量 ) 而 冒号 在 右边 是 一 个 由 已 有 定义 的 变量 组 成 的 表达 式 .。 
参见 例 2.3.3， 关 于 这 个 符号 的 一 个 例子 。 


(6) 一 个 正式 的 严格 论证 可 能 会 遇 到 很 多 逻辑 上 类 似 的 情形 。 有 时 单独 写 出 一 个 


@ 本 节 写 得 比较 简略 ， 如 果 你 想 了 解 关于 远 辑 和 论证 方法 〈 如 数学 归纳 法 ) 的 更 多 内 容 ， 可 参考 文 
献 014] 的 第 0 章 和 4.1 节 。 


交 6， 怎 杆 解 题 ， 数 尝 充 赛 攻 关 宝 典 


代表 性 的 情形 或 例子 就 能 清楚 地 说 明 问 题 。 每 当 此 时 , 我 们 总 是 用 WLOG (不 失 一 般 
性 地 ) 来 提醒 读者 。 但 是 你 需要 确定 ， 通 过 一 个 具体 情形 能 真正 地 证 明 一 般 情形 。 例 
如 ， 假 设 你 想 要 证 明 对 于 所 有 正 整 数 m，1+2+3+ … +n=n(n+1)/2 都 成 立 。 如 下 
论证 是 错误 的 :“ 不 失 一 般 性 地 , 令 n=5, 则 1+2+3+4+5=15=5x6/2。 证 毕 。” 
这 个 论述 显然 不 是 一 般 性 的 ! 


推理 和 符号 逻辑 


这 儿 的 “推理 ”与 福尔摩斯 完全 没有 关系 ， 推 理 也 被 称 为 “直接 证 明 ”， 仅 仅 是 
逻辑 证 明 的 最 简单 的 形式 。 一 个 推理 证 明 一 般 使 用 “如 果 P, 则 Q” 或 者 “P08” 或 
者 “P 蕴 含 Q” 的 形式 。 有 了 时 整个 论证 的 结构 是 推理 式 的 ， 但 局 部 使 用 其 他 的 方式 。 
如 果 你 已 经 推出 了 倒数 第 二 步 ， 那 你 已 经 将 问题 简化 为 : 


倒数 第 二 步 成 立 一 结论 。 
当然 ， 倒 数 第 二 步 的 建立 可 能 包含 其 他 形式 的 论证 。 


有 时 P=>8 和 2 一 P 都 成 立 。 在 这 种 情形 下 我 们 说 P 和 2 是 逻辑 等 价 的 ， 或 者 
PC. 为 了 证 明 等 价 性 ,我 们 首先 证 明 一 个 方向 (例如 PC) 然后 证 明 它 的 逆 (C= 一 P)。 


请 注意 你 所 使 用 的 “蕴含 ” 的 方向 。 回忆 P= 在 逻辑 上 并 不 等 价 于 它 的 逆 Q=>P。 
例如 ， 考 虑 这 样 的 命题 “ 狗 是 哺乳 动物 "。 这 等 价 于 “如 果 你 是 只 狗 ， 那 么 你 是 哺乳 
动物 "。 那 么 它 的 逆 命题 “如 果 你 是 哺乳 动物 ， 那 么 你 是 只 狗 ” 当 然 不 正确 了 ! 


P= 的 逆 否 命题 是 命题 “( 非 2)  ( 非 忆 "， 这 两 者 是 在 逻辑 上 是 等 价 的 。 前 
面 那个 显然 正确 的 命题 “ 狗 是 哺乳 动物 ”的 逆反 命题 是 真 命题 “ 非 哺乳 类 的 动物 不 是 
狗 ”。 


从 整体 上 来 说 ， 大 多 数论 证 有 一 个 简单 的 推理 结构 。 但 从 局 部 来 说 ， 每 段 独 立 的 
论证 可 以 有 很 多 替代 形式 。 现 在 我 们 将 讨论 这 些 替代 形式 中 最 常见 的 形式 ， 也 就 是 反 
证 法 。 


反 证 法 


反 证 法 并 不 尝试 直接 证 明 问题 ,而 是 先 假设 结论 不 成 立 ,然后 说 明 这 个 假设 会 导 
致 一 个 荒 雇 的 结论 。 反 证 法 通常 对 直接 证 明 某 事 不 可 能 发 生 很 有 帮助 。 下 面 是 数论 中 
的 一 个 简单 的 例子 。 
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例 2.3.1 证 明 
br+b+t1l=a? (4) 


没有 正 整 数 解 。 


解答 ”我们 想 要 证 明 等 式 (4) 不 可 能 成 立 。 因此 假设 (4) 成 立 ， 如 果 刀 +b+1=a?， 
则 bxa, 且 娟 一 a? =b+1。 正如 在 例 2.2.7 中 那样 ， 我 们 使 用 因 式 分 解 这 种 有 用 的 战术 ， 
得 到 

(a-bXa+b)=b+1 (5) 

因为 a>5 >1, 必然 有 a-b >1 和 a+b >2+6 ， 因 此 (5) 式 左边 大 于 等 于 1x (b+ 

”2)， 这 严格 大 于 (5) 的 右边 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 原 假设 不 成 立 ， 也 就 是 说 , “(4) 成 立 ” 

这 个 命题 一 定 是 假 的 。 国 
下 面 是 另 一 个 涉及 不 可 能 性 的 证 明 ， 它 是 古 希 腊 一 个 经 典 的 论证 。 


例 2.3.2 证 明 V2 不 是 有 理 数 。 


解答 为 了 寻找 矛盾 ,假设 V2 是 有 理 数 。 则 V2 能 表示 为 两 个 正 整 数 的 商 (不 失 
一 般 性 地 ， 我 们 假设 分 子 分 母 都 是 正 的 ) 。 现 在 我 们 将 使 用 极限 原理 ， 即 ， 在 满足 上 
述 条 件 的 所 有 可 能 的 表示 方法 中 ， 我 们 选择 分 母 最 小 的 那个 。 


记 Y2=a/b， 其 中 a,be*: 且 4b 尽 可 能 地 小 。 这 意味 着 分 式 a1b 是 既 约 的 ， 因为 
如 果 不 是 这 样 的话 ， 我 们 能 同时 将 a 和 “用 一 个 大 于 1 的 正 整数 整除 ,使 a 和 5 都 变 
得 更 小 ， 这 与 的 最 小 性 矛盾 。 特 别 地 ，a 和 4 不 可 能 同时 是 偶数 。 


然而 ，V2 = a/0 隐 含 着 212 = 只 ， 因 此 只 是 偶数 (因为 它 等 于 一 个 整数 的 2 倍 ) 。 
但 这 隐 含 着 a 必须 也 是 偶数 (因为 如 果 a 是 奇数 ，q? 也 会 是 奇数 )， 即 a 等 于 一 个 整 
数 的 2 倍 。 因 此 我 们 能 记 a=2t， 其 中 te 尺 。 代 入 原 式 ， 我 们 得 到 


2b’ = @=(20)?=47, 
因此 =27。 但 现在 通过 完全 相同 的 推理 , 我 们 得 到 b 也 是 偶数 1 这 是 不 可 能 的 ， 
这 样 我 们 就 导出 了 原 假设 ( 即 V2 是 有 理 数 ) 的 矛盾 。 国 


反 证 法 也 能 被 用 作证 明 “ 肯 定 ”的 命题 。 请 考虑 下 面 的 例子 。 


例 2.3.3 (希腊 1995) 如 果 a，b，c，d，e 是 实数 ， 并 使 如 下 方程 
a2+(c+bxz+(e+d)=0 
有 大 于 1 的 实 根 ， 证 明 下 式 


th +t+or+adrte=0 


贸 ， 息 村 解 题 ， 效 诈 充 客 帮 关 宝典 


至 少 有 一 个 实 根 。 


解答 条 件 是 P(x) : = ax?+ (c+ b)x + (e+d)=0 有 大 于 1 的 实 根 ， 并 且 希 望 得 
到 的 结论 是 Q(x) : = at + 2 + ct + 让 +e= 0 至 少 有 一 个 实 根 。 让 我 们 假设 结论 不 
成 立 ， 即 Q(x) 没 有 实 根 。 因 此 Q(x) 对 于 所 有 实数 x 恒 正 或 者 恒 负 。 不 失 一 般 性 地 ,我 
们 假设 Q0)>0 对 于 所 有 实数 x 成立。 在 这 种 情况 下 a > 0。 


现在 我 们 的 策略 是 使 用 包含 2 的 不 等 式 来 构造 一 个 矛盾 , 其 中 可 能 要 以 某 种 方式 

利用 关于 P 的 假设 。 怎 样 把 这 两 个 多 项 式 关联 起 来 ? 我 们 能 写 
QW=a+bi+o+d+e 
=a+(c+th +(erd)+br b+dr-d, 
因此 
Q(7) = P(X) +(x -bx? +d) 。 (0) 

现在 令 y 是 也 的 一 个 根 ， 根 据 假设 , y > 1。 因 此 如 果 令 zx:= Vy ,我 们 有 xy> 1 且 

Plw)=0。 将 x*=w 代 人 (6) 得 到 
QW) = Pu) + (ubu? + qd)=(u -l(bu? + qd) 。 

回忆 我 们 假设 Q 恒 正 ， 因 此 (w-1Xbu? +4q) >0 。 但 我 们 也 能 将 x = -u 代 人 (6)， 

而 得 到 
CCa) = Pu )+ (ul)bu’ +qd)=(-u-l)(bu? +d), 

因此 现在 (wu-1bu*+q)>0 和 (-u-1)(bu?+d) >0 同时 成 立 。 但 这 不 可 能 ,因为 
4 一 1 和 -zx 一 1 分 别 是 一 个 正 数 和 一 个 负数 ( 记 住 wx>1)。 我 们 已 经 得 到 了 矛盾 , 因此 
恒 正 的 原 假设 不 成 立 。 我 们 得 到 2 必须 至 少 有 一 个 实 根 。 硬 


在 这 个 例子 中 ,为 什么 反 证 法 会 起 到 作用 ? 当然 ， 要 证 明 多 项 式 至 少 有 一 个 实 根 
还 有 其 他 方法 。 在 这 个 问题 中 帮助 我 们 解决 问题 的 是 如 下 事实 ， 即 结论 的 否定 形式 产 
生 了 一 些 容易 利用 的 条 件 。 一 旦 我 们 假设 了 Q 没有 实 根 , 我 们 便 得 到 了 一 个 漂亮 而 又 
很 有 帮助 的 不 等 式 。 当 你 开始 思考 一 个 问题 时 ， 永远 应 该 先 想 想 下 面 这 个 问题 ; 


如 果 将 结论 否定 会 发 生 什么 呢 ? 我 们 会 得 到 一 些 容易 利用 的 结果 吗 ? 


如 果 答案 是 “会 的 "， 那 么 请 尝试 利用 反 证 法 证 明 这 个 问题 。 虽 然 反 证 法 并 不 总 
是 有 用 ,但 这 是 研究 的 本 性 。 回 到 我 们 先前 的 登山 的 比喻 ， 我 们 正 尝试 攀登 数学 的 高 
山 。 有 时 结论 看 起 来 像 一 面 垂 直 的 臻 璃 墙 ， 但 它 的 否定 形式 可 能 有 很 多 的 “攀登 点 "。 
因此 其 否定 形式 相 比 起 原 结论 来 更 容易 研究 。 它们 拥有 一 个 相同 的 潜在 的 “机 会 主义 ” 
原理 ， 
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任何 有 助 于 你 的 研究 的 事 都 值得 尝试 。 


下 面 的 例子 涉及 了 一 些 基础 数论 。 我 们 将 会 在 第 7 章 中 详细 研究 这 个 理论 。 然而 ， 
尽早 地 学 习 哪 怕 只 是 一 点 “基本 生存 ”的 数论 也 是 很 重要 的 。 在 本 章 和 下 一 章 中 我 们 
将 会 讨论 几 个 数论 问题 。 首 先 引 入 一 些 极其 有 用 和 重要 的 符号 。 


令 m 为 一 个 正 整 数 。 如 果 a-b 是 m 的 倍数 ， 则 记 为 
a= b(mod m) 
( 读 作 “a 与 5 模 m 同 余 ")。 例 如 ， 
10= 1(mod 3)，17 102(mod 5)，2 = -1(mod 3), 32= O(mod 8)。 
这 个 由 高 斯 发 明 的 符号 用 起 来 非常 方便 。 下 面 是 一 些 你 可 以 立即 验证 的 事实 ， 
。 如 果 a 除 以 8 得 到 余数 r, 则 a=r (mod b); 
。 命题 a=4 (mod m) 等 价 于 说 存在 一 个 整数 k， 使 得 a = b+ mk 
。 如 果 a=b (modm) 且 c=d(mod m), 则 a+c=b+q(modm) 且 ac= bd (mod m) 
都 成 立 。 


例 2.3.4 证 明和 如果 p 是 率 数 ,那么 关于 模 p, 每 个 非 零 的 数 都 存在 唯一 的 乘法 逆 ， 
即 : 如 果 x 不 是 p 的 倍数 ， 那 么 存在 唯一 的 ye {1, 2, 3，…, p 一 1} 使 得 雹 = 1(mod p)。 
(例如 ， 如 果 忆 =7，1，2，3，4，5，6 的 乘法 逆 ( 模 7) 分 别 为 1，4，5，2，3，6。) 


解答 令 xe{1,2,3, …,p-1} 模 p 非 零 ; 即 x 不 是 p 的 倍数 ,现在 考虑 下 列 (p~1) 

个 数 
Xx, 2x, 3x, …, (p—l)x。 

关键 的 思路 是 证 明 这 些 数 模 p 都 不 相同 。 我 们 将 用 反 证 法 来 证 明 这 一 点 。 反 设 它 

们 并 非 不 同 的 。 那 么 一 定 有 
wr = vx (mod p) 07) 
对 于 u,ve {1,2,3,…,p 一 直 且 w#v。 但 (7) 列 含 
Ww -=(u-V)x=0 (modp); 

也 就 是 说 ，(u~v)x 是 p 的 倍数 。 但 根据 假设 ,x 不 是 p 的 倍数 ， 并 且 wv 非 零 且 绝 对 
值 最 大 为 p-2 (因为 当 x,y 中 一 个 为 1 而 另 一 个 为 p-1 会 产生 最 大 的 差 值 )， 因 此 w-v 
也 不 可 能 是 p 的 倍数 。 因 为 p 是 素数 ， 故 (u-v)x 不 可 能 是 p 的 倍数 。 这 便 是 我 们 想 要 
得 到 的 矛盾 : 我 们 已 经 证 明了 x，2x，3x，…，(p-1)x 模 p 不 相等 。 


因为 这 p-1 个 不 同 的 数 模 p 均 非 零 (为 什么 ? ), 于 是 其 中 必须 恰好 有 一 个 数 模 p 
等 于 1。 因 此， 在 集合 {1，2，3，…,，p-1} 中 存在 唯一 的 y 使 得 也 =1 (modp)。 国 


例 。 生 寺 角 题 : 克 学 元 额 次 关 宝典 
数学 归纳 法 


这 是 一 个 非常 强大 的 工具 , 主要 用 来 证 明 那 些 有 整数 作为 “指标 ”的 命题 。 例 如 ， 
。 任意 ” 边 形 的 内 角 和 为 180 x Cr-2) 度 ， 
。 不 等 式 nl>2”" 对 于 所 有 正 整 数 n>4 都 成 立 。 


上 述 每 个 命题 都 可 以 写 为 下 面 的 形式 : 
P(m) 对 于 所 有 整数 nn 之 no 都 成立。 


其 中 P(m) 是 与 n 有 关 的 命题 , 而 m 是 “起 点 "。 数 学 归纳 法 有 两 种 形式 : 标准 归 
. 纳 法 和 强 归 纳 法 。 


标准 归纳 法 


下 面 是 标准 归纳 法 的 使 用 方法 : 

(1) 证 明 关于 P(mo) 的 事实 。 这 被 称 为 “基础 情形 "， 并 且 证 明 起 来 通常 很 简单 ， 

(2) 假设 Po 对 于 任意 整数 ” 均 成 立 ， 这 被 称 为 归纳 假设 。 然 后 证 明 归 纳 假设 区 
含 着 Pln + D 也 成 立 。 


这 就 证 明了 P(m) 对 于 所 有 整数 n 之 mo 均 成 立 ， 因 为 根据 (0)，Pzxo) 成 立 ， 并 且 (2) 
蓝 含 着 P(no + 1) 也 成 立 ， 而 此 时 (2) 又 蕴含 着 Plno + 1+ D 也 成 立 ， 以 此 类 推 。 


下 面 是 一 个 类 比 。 假 设 你 将 无 穷 多 个 多 米 诺 骨 牌 摆 成 一 条 直线 ， 它 们 分 别 对 应 于 
命题 P(1)，P(2)，…。 如 果 你 让 第 一 个 骨牌 倒 向 右边 ， 那 么 你 能 确信 所 有 骨牌 都 会 倒 
下 ， 因 为 任意 一 块 骨牌 倒 下 时 都 会 推倒 与 它 相 邻 的 右边 那 块 骨牌 。 


和 n ntl 


推倒 第 一 块 骨牌 相当 于 建立 了 基础 情形 。 说 明 倒 下 的 骨牌 会 推倒 相 邻 的 骨牌 也 就 
证 明 Pom) 成 立 蕴含 对 于 所 有 n 之 1，Pln + 1) 也 成 立 。 


让 我 们 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 前 面 的 两 个 例子 。 
例 2.3.5 证 明 任意 ” 边 形 的 内 角 和 等 于 180 x (n-2) 度 。 


部 分 解答 ”基础 情形 (m = 3) 是 如 下 著名 事实 ， 即 三 角形 内 角 和 为 180 度 ( 参 
见 题 8.2.7 关于 证 明 的 提示 )。 现 在 假设 这 个 命题 对 于 n 边 形成 立 ，n 为 某 个 大 于 等 于 
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3 的 整数 。 下 面 我 们 证 明 这 蕴含 著 命 题 对 于 (n + 1) 边 形 也 成 立 , 即 任何 (n+ 1) 边 形 的 内 
角 和 为 180 x (n+1-2)=180x(n 一 了 ) 度 。 


令 5 为 任意 (n + D 边 形 ， 顶 点 分 别 为 w vz，…, wa。 将 8 分 解 为 顶点 为 w ww, v3 
的 三 角形 了 和 顶点 为 w wm，…, w+ 的 m 边 形 U。 


多 


5 的 内 角 和 等 于 了 的 内 角 和 (为 180 度 ) 加 上 U 的 内 角 和 [根据 归纳 假设 ， 其 为 
180x(n-2)]。 因 此 和 为 180 + 180 x (n-2) = 180 x (n~1)， 这 正 是 我 们 所 需要 的 。 


上 述 证 明之 所 以 被 称 为 “部 分 解答 "， 是 因为 我 们 的 论证 中 存在 一 个 小 瑕 羔 ， 我 
们 怎么 知道 我 们 能 “在 边界 上 ”提取 一 个 三 角形 从 而 分 解 整 个 多 边 形 呢 ? 如 果 多 边 形 
是 凸 的 这 当然 没有 问题 ， 但 如 果 是 止 的 〈 正 如 例子 中 的 一 样 )， 要 说 总 能 提取 一 个 三 
角形 ， 这 并 不 那么 显而易见 。 参 见 问题 3.2.11 中 的 提示 。 


例 2.3.6 证 明 如 果 n 是 大 于 3 的 整数 ， 则 n!>2"。 


解答 m=4 时 的 基础 情形 显然 成 立 , 4! > 24。 现在 假设 对 于 某 个 n,n! > 2 成 立 。 
我 们 希望 以 此 来 证 明 “ 下 一 个 ”情形 ， 即 (x+1)! > 2”"”。 让 我 们 策略 性 地 思考 这 个 问 
题 : 归纳 假设 的 左边 是 m1, 而 “目标 ”的 左边 为 (n + 1)!。 如 何 从 前 者 得 到 后 者 ? 当然 
是 在 归纳 假设 两 边 同 乘 以 n+1, 在 不 等 式 的 两 边 同 乘 以 一 个 正 数 不 影响 不 等 式 的 成 立 ， 
因此 有 
(n+1)!> 2"(n+1)。 
这 几乎 是 我 们 想 要 的 结果 ， 因 为 等 式 右边 的 “目标 ”为 2" =2nx2, 而 n+1 显然 大 
于 2， 也 即 
(n+1)!>2"(n+1)>2 x2=2"1, 加 


归纳 论证 用 起 来 可 能 相当 精妙 。 有 时 起 着 “指标 ”” 作用 的 变量 并 不 明显 ， 而 有 
时 关键 性 的 一 步 就 在 于 巧妙 地 选择 这 个 变量 ， 或 者 是 从 P(n) 推 导 Pln + 1) 的 简洁 的 算 
法 。 下 面 是 一 个 例子 。 


例 2.3.7 平面 被 若干 条 直线 分 为 一 些 区 域 。 证 明 : 永远 能 做 到 用 两 种 颜色 给 每 
个 区 域 涂 色 ， 且 相 邻 的 区 域 颜 色 不 同 (就 像 棋盘 格 一 样 )。 


例 。 息 村 解 是 效 吝 讽 赛 区 关 宝典 


解答 ”问题 的 陈述 与 整数 并 无 直接 关系 ， 然 而 ， 当 我 们 进行 试验 时 ， 我 们 自然 会 
从 一 条 直线 开始 ， 然 后 是 两 条 直线 ……。 因 此 归纳 变量 的 一 个 自然 选择 便 是 我 们 所 画 
的 直线 数量 ， 也 就 是 说 ， 我 们 将 证 明 命 题 P(n):“ 如 果 用 n 条 直线 划分 平面 ， 则 能 用 
两 种 颜色 为 所 得 的 区 域 着 色 ， 使 得 相 邻 两 块 的 颜色 永 不 相同 。” 我 们 称 这 样 的 着 色 方 
式 为 “好 的 ”。 显然 , P(1) 成 立 。 现在 假设 P(n) 成 立 。 然后 画 第 n+ 1 条 直线 , 并且“ 反 
转 ” 这 条 直线 右边 的 着 色 方式 。 


直线 左 侧 区 域 仍 有 “好 的 ” 着色 方 式 , 而 直线 右 侧 区 域 也 有 “好 的 ”着 色 方 式 (只 
是 反 转 了 原来 区 域 的 颜色 ) 。 并 且 根 据 图 形 可 以 发 现 ， 以 这 条 直线 作为 公共 边界 的 两 
块 区 域 有 着 不 同 的 颜色 。 因 此 ， 新 的 着 色 方法 是 “好 的 "， 这 便 得 到 了 P(r+1)。 恬 


强 归 纳 法 


强 归 纳 法 顾名思义 ， 是 因为 使 用 了 一 个 “更 强 ” 的 归纳 假设 。 在 建立 了 基础 情形 

后 ,我 们 假设 对 于 某 个 n， 下 面 所 有 均 成 立 ; 
Plno), Pm +1), Plm +2), …, P(n) ， 

然后 我 们 利用 此 假设 来 证 明 Pln + 1) 成 立 。 有 时 标准 归纳 法 不 能 推出 结论 ， 而 强 归纳 
法 却 能 。 在 标准 归纳 法 中 ， 我 们 只 使 用 P(m) 成 立 来 导出 Pln + 1 成 立 。 但 有 了 时， 为 了 
证 明 Pln + 1) 成 立 ， 我 们 需要 知道 一 些 关 于 “先前 ”情形 的 结论 。 如 果 你 喜欢 多 米 诺 
骨牌 的 类 比 法 ， 请 考虑 如 下 情形 ， 即 每 块 骨 有 牌 都 有 弹簧 阻止 其 倒 下 ， 当 n 增 大 时 弹簧 
逐渐 变 硬 ， 为 了 使 骨牌 上 倒 下 ， 不 仅 需要 前 一 块 的 推力 ， 也 需要 左边 所 有 倒 下 的 骨牌 
的 推力 。 


我 们 关于 强 归纳 法 的 第 一 个 例子 是 在 例 2.2.1 中 提出 的 问题 。 
例 2.3.8 序列 ao,a,a2…， 满足 a1=1 且 
Gna tama = (aan + oan) @) 
对 于 所 有 非 负 整数 普 和 均 成 立 (满足 旋 >m) 我 们 归纳 得 到 m = 0, 4; =4 且 mn = 4o。 
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对 于 所 有 m 均 成 立 ， 然 后 猜测 P(n) 成 立即 a, = 到。 


解答 ”基本 情形 P(0) 显 然 成 立 。 现在 假设 P(A 成 立 ,其 中 k=0，1，…,， wu。 我们 

有 (在 (8) 中 令 m=u,n=1) 
Qun tay = +a)= 二 (4a +a)=2a,+2。 
强 归纳 假设 允许 我 们 利用 P(w) 和 P(w-1) 成 立 的 事实 。 因 此 得 到 
qnt+(u—)’ =2u +2, 
故 
Gun =24 +2—(u 24+1) = +2u+1= (+1)? 。 es 

前 面 的 例子 需要 P(w) 和 Plu-1) 成 立 的 事实 。 下 面 的 例子 对 于 两 个 任意 值 上 ,利用 了 Pb 
成 立 的 事实 。 


例 2.3.9 集合 的 一 个 划分 是 将 这 个 集合 分 为 一 些 不 交 子 集 的 一 种 分 解 。 多 边 形 
的 一 个 三 角 剖 分 是 将 多 边 形 分 为 若干 个 三 角形 的 一 种 划分 ,这些 三 角形 的 顶点 都 是 原 
多 边 形 的 顶点 。 一 个 给 定 的 多 边 形 能 有 很 多 不 同 的 三 角 剖 分 。 下 面 是 某 个 九 边 形 的 两 
个 不 同 的 三 角 剖 分 。 


给 定 一 个 三 角 剖 分 ， 如 果 它 们 由 某 个 三 角形 的 边 相 连接 ， 称 两 个 项 点 是 相 邻 的 。 
假设 我 们 决定 将 一 个 已 进行 三 角 剖 分 的 多 边 形 的 顶点 着 色 ， 问 : 我 们 要 添 多 少 种 颜色 
从 而 保证 相 邻 的 项 点 不 是 相同 的 颜色 ? 当然 ， 我 们 至 少 需要 三 种 颜色 ， 因 为 对 于 单个 
三 角形 来 说 就 需要 那么 多 种 颜色 。 下 面 是 一 个 惊人 的 事实 : 


三 种 颜色 对 于 任意 的 多 边 形 的 三 角 剖 分 都 已 足够 。 

证 明 : 我 们 将 对 n 进行 归纳 ，n 是 多 边 形 的 顶点 数 。 我 们 想 要 对 所 有 整数 ”>3 
证 明 如 下 命题 : 

对 于 任意 nn 边 形 的 三 角 剖 分 , 我 们 能 够 用 三 种 颜色 对 顶点 着 色 ， 从 而 使 得 没有 两 
个 相 邻 的 顶点 有 相同 颜色 。 


和 6。 怎样 角道 :数学 充 赛 玫 关 宝 典 


基础 情形 PCG3) 显 然 成 立 。 归纳 假设 是 P(3), P(4)，…, P(n) 都 成 立 。 我 们 接 下 来 证 明 
这 蕴含 着 Pln + 1) 成 立 。 给 定 一 个 已 进行 三 角 前 分 的 (a + 1) 边 形 ， 选择 任 一 个 角 , 并 考 
虚 包 含 这 个 角 的 顶点 为 x,y, z 的 三 角形 7。 这 个 三 角形 将 (n+ D) 边 形 截 为 两 个 更 小 的 
已 进行 三 角 剖 分 的 多 边 形 L 和 R [分 别 为 左 (ef 和 右 (right) 的 缩写 ]。 事实 上 , 工 和 尺 
中 的 一 个 可 能 不 存在 ( 当 n=4 时 这 便 会 发 生 )， 但 这 对 接 下 来 的 证 明 没有 意义 。 将 L 
的 顶点 涂 成 红色 、 白色 和 蓝 色 , 使 得 没有 相 邻 的 顶点 拥有 相同 的 颜色 。 根据 归纳 假设 ， 
这 能 够 做 到 ! 


注意 我 们 也 已 经 将 了 的 两 个 顶点 (x 和 力 进 行 了 着 色 , 并 且 其 中 -一 个 顶点 也 是 尺 的 
顶点 。 不 失 一 般 性 地 ， 假 设 * 是 蓝 色 的 ， 是 白色 的 。 


根据 归纳 假设 ， 用 三 种 颜色 红 、 白 和 蓝 对 R 着 色 ， 使 其 没有 两 个 顶点 颜色 相同 ， 
这 是 能 做 到 的 。 但 我 们 必须 注意 ， 因 为 R 与 了 共用 两 个 顶点 (y 和 z)， 因此， 顶点 z 
一 定 是 红色 的 。 如 果 我 们 足够 幸运 ，R 的 着 色 方 式 会 与 7 的 着 色 方式 相符 。 但 如 果 不 
相符 怎么 办 呢 ? 没 问题 ,只 要 将 颜色 重新 命名 就 可 以 了 ! 也 就 是 说 , 将 R 的 着 色 方式 
中 的 红色 、 蓝 色 和 白色 的 位 置 进行 交换 。 例 如 ， 如 果 在 R 原来 的 着 色 方 式 中 y 是 红色 
的 而 z 是 蓝 色 的 ， 只 需 将 R 的 红色 顶点 重新 着 色 为 白色 ,而 将 蓝 色 顶 点 重新 着 色 为 
红色 。 


至 此 ， 我 们 已 经 成 功 地 将 一 个 已 进行 三 角 剖 分 的 (n + 1) 边 形 用 三 种 颜色 着 色 ， 使 
其 没有 两 个 相 邻 的 顶点 拥有 相同 颜色 。 因 此 Pn + 1) 成 立 。 图 


注意 在 这 个 例子 中 ， 我 们 确实 需要 强 归 纳 假设 。 或 许 我 们 本 可 以 像 例 2.3.5 中 
那样 处 理 ， 将 (n + 1) 边 形 分 解 为 一 个 三 角形 和 一 个 = 边 形 ,但 在 三 角 剖 分 得 到 的 三 角 
形 中 , 存在 一 个 “边界 ”三 角形 可 供 我 们 选择 ， 这 点 并 不 显而易见 。 选 择 任意 一 条 边 ， 
然后 假设 P(A 对 任意 k<n 成 立 ， 这 样 证 明 更 为 容易 些 。 


强 归纳 法 背后 隐藏 着 一 个 思想 : 要 灵活 地 定义 假设 和 结论 。 在 下 面 的 例子 中 ,为 
了 取得 进展 ， 我 们 需要 一 个 不 同 寻常 的 强 归 纳 假设 。 


第 2 章 研究 问题 的 策略 5 


例 2.3.10 证 明 


OE 
2 八 4 2n ) vV3n 
解答 首先 令 Pln) 代 表 上 述 命题 。P(1) 显 然 成 立 ， 因 为 112 < 1/1V3 。 现 在 我 们 在 
归纳 假设 P(n) 成 立 的 条 件 下 ， 尝 试 证 明 Pln + 1) 也 成 立 。 我 们 想 要 证 明 
(ss 
2 八 4 2n 2n+2 3n+3 

提出 大 括号 中 的 量 ， 并 利用 归纳 假设 ， 只 需 证 明 

i ( 2 ] 1 

V3n\2n+2) V3nt3" 
但 很 不 幸 ， 这 个 不 等 式 不 成 立 ! 例如 ， 如 果 将 n=1 代入 ， 便 会 得 到 

3)_1 


1 
太 <3j 去 
这 昔 含 着 V2 < 4/3 ， 显 然 不 成 立 。 

这 是 怎么 回 事 呢 ? 我 们 使 用 了 “异想天开 ”的 策略 ， 结 果 却 失败 了 ， 这 种 情况 党 
常 发 生 。 我 们 想 要 证 明 的 不 等 式 ， 虽 然 成 立 但 非常 微妙 左 式 只 比 有 式 小 一 点 点 )， 
特别 是 对 于 比较 小 的 wn。 开始 关于 P(1) 的 假设 太 弱 而 不 能 得 到 P(2)， 于 是 我 们 注定 会 
失败 。 


正解 ”从 一 开始 就 加 强 假设 。 让 我 们 将 3n 用 3n + 1 代替 。 记 如 下 命题 

OnE 

2) \4 2n ) Van+l 
为 Q(n)。 当 然 Q(1D) 成 立 ， 事实 上 ， 这 是 一 个 等 式 (1/2 = 1V4 )， 几 乎 是 不 等 式 所 能 
达到 的 极限 ! 因此 让 我 们 尝试 将 Q(n) 作 为 归纳 假设 来 证 明 Co: + 1) 成 立 。 和 前 面 一 样 ， 
我 们 尝试 显而易见 的 代数 证 明 ， 并 且 希 望 证 明 如 下 不 等 式 : 

1 (2 | 

V3n+l\2n+2) Vint4° 

两 边 平方 并 且 交 叉 相 乘 ， 上 式 等 价 变 为 ; 
(3n+4)(4m +4n+1) & 4(m +2n+D(3n+1) ， 

并 能 化 简 为 〈 经 过 一 些 繁琐 的 相 乘 ) 19n < 20n， 这 当然 成 立 。 因 此 我 们 已 经 完成 了 
分 析 。 图 


问题 与 练习 
题 2.3.11 令 o，6，c 为 整数 ， 且 满足 只 + 咏 = c。 利 用 如 下 两 各 方法， 证 明 ，abc 一 定 是 


人 8， 息 村 解 是 ， 效 字 充 客 炊 关 宝典 


偶数 。 
(a) 通过 考虑 不 同 的 奇 侦 性 情形 ， 
(b) 利用 反 证 法 。 


题 2.3.12 通过 下 面 的 练习 ， 确 保 你 完全 理解 例 2.3.2。 

(a) 证 明 V3 是 无 理 数 。 

(b) 证 明 V6 是 无 理 数 。 

(0) 如 果 你 尝试 通过 与 前 面相 同 的 论证 方法 来 证 明 V45 是 无 理 数 ， 论 证 在 哪里 会 不 成 立 ? 


题 2.3.13 证 明 不 存在 最 小 的 正 实数 。 
题 2.3.14 ”证明 logi02 是 无 理 数 。 
题 2.3.15 证 明 V2+V3 是 无 理 数 。 


题 2.3.16 复数 能 被 排序 吗 ? 也 就 是 说 ， 能 否定 义 一 个 “不 等 式 ”关系 ， 使 得 任意 两 个 复 
数 a+ 拓 和 c+ 丰 能 进行 比较 ,并 且 能 够 确定 哪 一 个 “更 大 ”， 哪 一 个 “更 小 ， 或 者 两 者 相等 ? 
(利用 范 数 函数 |r+ 训 = x+y 的 构造 方法 不 算数 ， 因 为 这 将 每 个 复数 都 转换 成 实数 ， 而 回避 
了 任 两 个 复数 能 否 比 较 的 问题 。) 


题 2.3.17 证 明 如 果 a 是 有 理 数 而 b 是 无 理 数 ， 则 a+b 是 无 理 数 。 

题 2.3.18 判断 下 面 的 论断 正确 与 否 并 说 明 原因 : 如 果 a 和 5 都 是 无 理 数 , 则 必 是 无 理 数 。 
题 2.3.19 证 明 关 于 同 余 关 系 的 讨论 中 所 给 出 的 命题 。 

题 2.3.20 证 明 例 2.3.4 的 如 下 推广 : 


邻 抽 为 一 个 正 占 数 并 且 令 S 表 示 小 于 m 并 且 与 m 互 素 《( 即 与 咖 没 有 除 1 以 外 的 公 因数 ) 
的 正 整 数组 成 的 集合 。 那 么 对 于 每 个 xe 8， 存 在 唯一 JEmm 使 得 xy 三 1(mod m)。 


例如 , 如 果 m=12, 则 S= {1,5,7, 11}。 每 个 xeS 模 12 的 “乘法 逆 " 为 x: 5x5= 1 (mod 12)， 
7X7 = 1(mod 12)， 以 此 类 推 。 


题 2.3.21 存在 无 穷 多 个 素数 。 在 所 有 关于 这 一 重要 事实 的 证 明 中 ， 最 古老 的 证 明 或 许 是 
被 古 希 腾 人 所 发 现 ， 并 由 欧 几 里 得 写 下 的 。 这 是 一 个 利用 反 证 法 的 经 典 证 明 。 我 们 从 假设 只 存 
在 有 限 多 个 素数 pl，Ps，ps,…， pw 开始 ,现在 (灵巧 的 关键 一 步 !) 考虑 数 8 : = (pip2p3… 
PNmD+1。 


请 完成 接 下 来 的 证 明 ! 

题 2.3.22 (Putnam 1995) 令 5 为 一 个 关于 乘法 封闭 (也 就 是 说 ,如 果 a 和 b 属 于 5， 那 
么 ab 也 属于 S) 的 实数 集合 。 令 T 和 U 为 的 不 交 子 集 ， 它 们 的 并 为 3。 假设 任意 三 个 〈 不 必 
不 相同 ) 工 中 的 元 素 之 积 属于 T， 任 意 三 个 以 中 的 元 素 之 积 属于 U, 证 明了 和 U 中 至 少 一 个 集 
合 关 于 乘法 是 封闭 的 。 
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题 2.3.23 (俄罗斯 1995) 将 1995 个 不 同 的 自然 数 排放 在 一 个 圆 上 ,使 得 其 中 任意 两 个 不 
同 的 数 中 最 大 的 与 最 小 的 之 比 为 素数 ， 这 可 能 做 到 吗 ? 
题 2.3.24 完成 例 1.1.2 的 解答 。 


题 2.3.25 ”如果 你 还 没有 完成 问题 2.2.13, 请 回 到 那个 问题 , 它 的 正确 答案 是 (n? + + 2)2。 
现在 利用 归纳 法 进行 证 明 。 


题 2.3.26 证 明 任意 三 个 连续 整数 之 积 总 能 被 6 整除 很 容易 ,因为 其 中 至 少 一 个 数 为 个 数 ， 
并 且 至 少 一 个 数 能 被 3 整除 ， 证 明 完成 ! 这 是 一 个 非常 简单 的 证 明 ， 但 作为 练习 ， 请 用 归纳 法 
证 明 它 。 这 种 方法 虽然 看 起 来 不 那么 有 趣 ， 但 却 不 失 为 一 个 好 的 练习 。 


题 2.3.27 证 明 有 个 元 素 的 集合 共有 2" 个 子 集 , 包括 空 集 和 它 本 身 。 例 如 , 集合 {a, 5, c} 
有 8 个子 集 分 别 为 : @, {a), {5}, {c}, {a, b}, {a, cj, {b,c}, {a, 6, c)。 


题 2.3.28 “证明 下 面 关于 几何 级 数 的 求 和 公式 a! + ar-2+.…+1 -人 习 
题 2.3.29 证 明 几 个 实数 或 者 复数 和 的 绝对 值 至 多 等 于 它们 的 绝对 值 之 和 。 注 意 。 你 需要 
首先 验证 三 角形 不 等 式 ， 即 1a+5|<|a|+15 | 对 于 任意 实数 或 者 复数 op 和 加 均 成 立 。 


题 2.3.30 证 明 平面 中 几 个 向 量 之 和 的 模 至 多 等 于 它们 的 模 之 和 。 
题 2.3.31 证 明 对 于 所 有 正 整数 x，7"-1 均 能 被 6 整除 。 


题 2.3.32 (德国 1995) 令 x 为 使 得 x+*! 为 整数 的 实数 。 证 明 对 于 所 有 正 整 数 来 说 ， 
邓 +x "都 是 整数 。 


题 2.3.33 证明 伯 努 利 不 等 式 ， 即 如 果 x> 1，xz0 并 且 nn 是 大 于 1 的 正 整数 ， 则 
(1 +x >1+nx, . 
题 2.3.34 在 研究 了 问题 2.2.11 后 ， 你 可 能 已 经 得 到 如 下 结论 : (nm) 等 于 的 二 进 制 表示 
中 “1” 的 个 数 。[ 例 如 /(13) = 3， 因 为 13 在 二 进 制 中 表示 为 1101。] 请 利用 归纳 法 证 明 /(n) 的 
这 个 特征 。 


题 2.3.35 (BAMO 2006) 假设 一 个 无 限 大 的 正方 形 网 格 中 开始 时 有 n 格 为 灰色 ， 剩 下 的 
网 格 为 白色 。 然 后 分 步 涂改 方 格 中 的 颜色 ， 在 每 一 步 中 ， 一 个 新 的 正方 形 网 格 在 前 者 的 基础 上 
以 如 下 方式 形成 : 对 于 网 格 中 的 某 一 格 ， 检 查 此 方 格 和 其 上 方 相 邻 的 方 格 ， 以 及 与 其 右边 相 邻 
的 方 格 。 如 果 在 这 三 个 方 格 中 有 两 个 或 三 个 是 灰色 的 ， 那 么 在 下 一 张 网 格 图 中 ， 将 那个 位 置 涂 
成 灰色 ， 反 之 则 涂 为 白色 。 证 明 在 至 多 n 步 以 后 所 有 方 格 都 会 成 为 白色 。 


下 面 是 n = 4 时 的 一 个 例子 。 第 一 张 网 格 图 显示 了 初始 状态 ， 第 二 张 网 格 图 则 显示 了 经 过 
一 步 变化 后 的 状态 。 
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和 


题 2.3.36 证 明 你 在 题 2.2.20 中 做 出 的 猜想 。 


题 2.3.37 在 例 1.3.18 中 已 经 定义 了 斐 波 那 契 序列 搬 ， 万， 万 …。 在 下 面 的 问题 中 , 证明 
对 于 所 有 正 整数 ”每 个 命题 都 成 立 。 

介 用 + 及 + 万 + = fare 

人 ) f+fateet fan= fonn ~l. 

(0) 万 <2。 


人 4- 间 - 人 可 | 
© 各 十 和 只 站 外 辣 wr 坎 ]. 


(D) ff f=-D)"。 
(8) ft f= fon 


题 2.3.38 如果 你 完成 了 题 2.2.17， 你 应 该 发 现 ， 对 于 一 个 位 于 坐标 平面 内 的 三 角形 ， 如 
果 它 的 所 有 顶点 都 在 格 点 上 ， 那 么 


AuB rk, 
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其 中 4，B 和 7 分 别 代表 此 三 角形 的 面积 、 边 界 格 点 数 和 内 部 格 点 数 。 这 是 Pick 定理 的 一 个 特 
殊 情 形 ， 这 个 定理 对 于 任意 顶点 在 格 点 上 的 多 边 形 都 成 立 (包括 非 凸 的 多 边 形 )。 利 用 归纳 法 
证 明 Pick 定理 。 较 为 简单 的 版 本 是 : 假设 这 对 三 角形 成 立 〈 即 假设 基础 情形 正确 ) 。 而 较为 难 
的 版 本 是 : 首先 证 明 这 对 三 角形 成 立 ! 


题 2.3.39 下 面 是 一 些 关于 例 2.3.9 的 问题 ， 在 那个 问题 中 我 们 证 明了 任何 三 角 剖 分 的 顶 
点 能 用 三 种 颜色 着 色 ， 从 而 使 得 相 邻 的 顶点 不 可 能 涂 有 相同 的 颜色 。 

(a) 我 们 之 前 的 证 明 是 “不 可 构造 性 的 "， 也 就 是 说 我 们 确实 证 明了 着 色 方法 的 存在 性 ,但 
没有 给 出 具体 构造 的 方法 。 你 能 给 出 一 个 “构造 性 ”证 明 吗 ? 即 你 能 给 出 一 个 对 于 任意 多 边 形 
都 成 立 的 着 色 算法 吗 ? 

(b) 在 例 2.3.9， 我 们 提出 了 如 下 问题 : 多 边 形 的 任意 三 角 剖 分 中 是 否 都 存在 一 个 “边界 三 
角形 ”( 一 个 能 将 原始 多 边 形 分 为 两 部 分 ， 而 不 是 三 部 分 的 三 角形 ) ? 当然 了 ， 这 个 问题 看 起 
来 是 显而易见 的 。 请 证 明 。 

(©) 在 三 角 剖 分 证 明 的 图 中 ,“ 中 心 ” 三 角形 将 多 边 形 分 为 两 部 分 ， 分 别称 为 工 和 及 。 如 果 
中 心 三 角形 将 整个 多 边 形 分 为 三 部 分 会 怎样 呢 ? 
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题 2.3.40 考虑 一 个 2 x2! 9 的 正方 形 ， 去 掉 其 中 一 个 1x1 的 正方 形 ,证 明 无 论 被 去 掉 
的 小 正方 形 位 于 何 处 ， 都 能 够 用 一 些 形 如 “大 正方 形 减 去 小 正方 形 ”的 工 形 图 形 铺 满 剩余 部 分 
(参见 例 1.3.19 中 另 一 个 涉及 用 形 图 形 来 平 铺 的 问题 ) 

题 2.3.41 (IMO1997) 一 个 nxn 的 抵 阵 (方形 数组 ) 的 元 素 都 属于 集合 5= {1, 2，…, 2n- 
1}， 如 果 对 于 每 个 i= 1,…, n， 第 i 行 和 第 i 列 的 元 素 包含 了 5 的 所 有 元 素 ， 则 该 矩阵 称 为 “ 银 
和 矩阵" 。 证 明 银 矩阵 对 于 无 穷 多 个 上 存在 。 


2.4 其 他 重要 策略 


很 多 策略 能 在 分 析 问 题 的 不 同 阶段 被 使 用 ， 而 不 仅仅 是 开始 阶段 。 下 面 我 们 只 专 
注 于 一 些 重要 的 方法 。 在 任何 研究 分 析 过 程 中 ， 都 要 将 它们 牢 牢记 在 脑子 里 。 在 后 面 
的 章节 中 我 们 将 会 讨论 更 多 的 高 级 策略 。 


作 图 | 


要 成 为 一 名 有 创造 力 的 解 题 者 ,其 开放 思维 的 核心 就 是 随时 注意 到 问题 能 否 用 不 
同 的 方式 来 表示 。 一 般 情 况 下 ， 将 一 些 问题 转化 为 图 形 形 式 往往 会 得 到 意 想 不 到 的 结 
休 。 例如， 僧侣 问题 ( 例 2.1.2) 就 有 一 种 令 人 惊讶 的 富有 创造 性 的 解法 。 但 如 果 我 们 
用 一 个 简单 的 距离 时 间 图 来 理解 它 ， 会 有 什么 结果 呢 ? 

显然 ,无 论 如 何 画 两 条 路 径 ， 它 们 一 定 会 在 某 个 地 方 相交 ! 


顶点 


出 发 点 
早 县 8 点 中 午 


当 一 个 问题 涉及 一 些 代 数 变量 时 ， 花 些 时 间 思 考 这 些 变量 能 否 被 理解 为 坐标 总 是 
值得 的 。 接 下 来 的 这 个 例子 将 利用 向 量 和 格 点 来 解 题 。( 参 见 题 2.2.17 和 题 2.3.38 中 
关于 格 点 的 练习 。) 


全， 怎 村 解 题 ， 妆 学 充 赛区 关 宝典 


例 2.4.1 求 共有 多 少 满足 0<s，t<l 的 有 序 实数 对 (s, ,使 得 35 +71 和 5s+1 都 
是 整数 ? 
解答 “你 可 能 会 想 要 把 (s, 0 理解 为 平面 中 的 点 ， 但 这 对 解 题 并 没有 多 大 帮助 。 另 
一 种 方法 是 将 (3s + 74 5s + 0 看 作 一 个 点 。 对 于 任何 wz 我们 都 有 
(3s+715 5s+ 力 =(3,5)s+(7, D1。 
条 件 0<*，1<1 意味 着 (3s + 71{，5s + 0 是 一 个 在 顶点 为 (0, 0)，(3, 5)，(7, 0 和 (3, 5) + (7， 
D = (10, 6) 的 平行 四 边 形 内 部 的 向 量 的 终点 。 下 图 展现 了 s= 0.4，!= 0.7 时 的 情形 。 


(0.0) 


既然 33 + 7 和 5s + ! 必须 是 整数 ， 则 (3s + 76 5s + 人 ) 是 一 个 格 点 。 因 此, 计算 满足 0<s， 
1<1 的 有 序 实数 对 (s, D 并 使 得 3s + 7! 和 5s + ! 都 是 整数 的 格 点 数 ， 等 价 于 计算 在 上 述 
平行 四 边 形 中 的 格 点 数 。 用 手 算 就 能 得 到 结果 ，31。 图 


利用 Pick 定理 (参见 题 2.3.38), 这 个 问题 能 得 到 很 好 的 推广 。 见 下 面 的 题 2.4.22。 


使 用 图 形 没 有 帮助 ? 用 其 他 方法 转化 问题 | 


将 一 个 问题 从 文字 形式 转化 为 图 形 形 式 的 方法 ， 只 是 周边 视觉 策略 的 一 个 基本 方 
面 。 发 散 你 的 思维 用 其 他 方法 来 重新 理解 问题 。 你 已 经 遇 到 过 的 一 个 例子 是 例 2.1.7， 
那 道 题 中 一 个 看 起 来 像 是 数列 的 序列 实际 上 是 一 个 关于 数 的 描述 的 序列 。 另 一 个 例子 
是 储 物 柜 问题 ( 例 2.2.3), 在 那 道 题 中 ,一 个 组 合 数学 问题 变形 为 了 数论 问题 。“ 组 合 
数学 数论 ”是 这 些 “ 交 又 ”问题 中 的 应 用 最 广泛 并 且 最 多 产 的 一 种 ， 但 也 有 很 多 其 
他 的 可 能 的 交叉 方法 。 数 学 中 的 最 显著 的 一 些 进步 恰恰 出 现在 某 人 发 现 了 一 种 新 的 重 
新 表述 方法 之 后 。 例 如 , 笛 卡 儿 将 几何 问题 转化 为 数值 /代数 形式 , 并 推动 了 分 析 几 何 
的 发 展 ， 进 而 推动 了 微 积分 的 发 展 。 


我 们 的 第 一 个 例子 是 个 很 经 典 的 问题 。 
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例 2.4.2 从 棋盘 中 去 掉 两 个 处 在 斜 对 角 方位 的 方 格 , 我 们 能 用 31 个 2x1 的 “多 
米 诺 骨 牌 ”来 平 铺 禾 盖 棋 盘 上 剩 下 的 区 域 吗 ? (也 就 是 说 ， 每 个 方 格 都 被 覆盖 并且 
骨牌 不 能 重 又 。) 

解答 起 初 这 看 起 来 像 一 个 几何 /组 合 数学 问题 , 并 有 着 很 多 情形 和 子 情形 . 但 实 
际 上 这 只 是 一 个 关于 颜色 计数 的 问题 。 两 个 被 去 挤 的 方 格 都 是 〈 不 失 一 般 性 地 ) 白色 
的 ， 因 此 我 们 感 兴趣 的 形状 中 包含 32 个 黑色 方 格 和 30 个 白色 方 格 。 然 而 任何 放置 在 
棋盘 上 的 骨牌 必然 恰好 占据 一 个 黑色 的 方 格 和 一 个 白色 的 方 格 。 因 此 31 块 骨牌 需要 
31 个 黑色 的 和 31 个 白色 的 方 格 ， 故 这 样 的 平 铺 是 不 可 能 的 。 国 

引入 染色 思想 来 将 问题 变形 ， 这 是 个 很 古老 的 方法 。 然 而 ， 过 了 数 年 后 才 有 人 想 
到 用 这 种 方法 来 证 明 画 廊 问 题 ( 题 2.2.26)。 这 个 问题 首先 由 Victor Klee 在 1973 年 提 
出 , 并 很 快 就 被 Viclav Chivtal 解决 , 不 过 他 的 证 明 方法 着 实 复杂 。 在 1978 年 , S.Fisk 
发 现 了 下 面 这 个 优美 的 染色 论证 *。 如 果 你 还 没有 思考 过 画廊 问题 ， 请 在 继续 阅读 前 
先进 行 独立 思考 。 


例 2.4.3 画廊 问题 的 解 ， 如 果 令 g() 表 示 n 边 画 廊 最 少 需要 的 保安 数 ， 通 过 简 
单 的 试验 我 们 有 8(3) = g(4) = g(5) = 1 和 g(6) =2。 尽 可 能 地 尝试 画 出 有 “暗室 ”的 画 
廊 ， 结 果 看 起 来 似乎 并 不 存在 需要 超过 两 名 保安 的 7 边 或 8 边 画廊 ， 然 而 我 们 可 以 利 
用 6 边 画廊 需要 2 个 保安 的 例子 来 构造 一 个 看 起 来 需要 3 名 保安 的 9 边 画廊 。 下 面 是 
8 边 画 席 和 9 边 画廊 的 例子 ， 图 中 的 点 表示 保安 。 
如 果 这 种 情形 成 立 ， 我 们 便 有 一 个 尝试 性 的 猜想 ， 即 g(z) =| mn/3 | 。 这 个 问题 的 一 个 
关键 性 困难 是 ， 即 使 我 们 画 出 了 画廊 ， 也 难以 确定 需要 多 少 个 保安 。 并 且 随 着 逐渐 
变 大 ， 画 廊 可 能 变 得 相当 复杂 。 


ME 


利用 架 色 方 法 进行 转化 能 为 该 问题 求解 提供 帮助 : 将 画廊 多 边 形 进行 三 角 剖 分 。 
回忆 我 们 在 例 2.3.9 中 已 经 证 明了 的 结论 ， 能 用 三 种 颜色 将 三 角 剖 分 得 到 的 三 角形 的 
顶点 进行 着 色 ， 使 得 没有 相 邻 的 项 点 有 相同 的 颜色 。 现 在 选择 一 种 颜色 ， 并 且 将 保安 


中 Chvital 的 证 明 方法 的 讨论 可 参考 文献 [221， 其 详尽 的 解 题 过 程 和 相关 问题 可 参考 文献 [31]。 


全 生 和 解 是， 站 竹 冯 窜 丰 关 宝典 


放 在 所 有 那 种 颜色 的 点 上 ， 这 些 保安 将 能 观察 到 整个 画廊 ， 因 为 在 三 角 痢 分 中 每 个 三 
角形 都 保证 有 一 个 保安 在 顶点 上 ! 下 面 是 15 边 画廊 三 角 剖 分 的 例子 。 


这 个 过 程 对 于 所 有 三 种 颜色 都 成 立 。 一 种 颜色 最 多 在 |m/3| 个 顶点 上 出 现 ，( 否 则 
的 话 , 如 果 每 种 颜色 在 多 于 |n/13] 个 顶点 上 出 现 ， 加 起 来 总 共 会 超过 n 个 顶点 。) 选择 
那 种 颜色 ， 于 是 我 们 便 证 明了 最 多 需要 | wn/3| 个 保安 。 

因此 g(m)<|n/13]。 为 了 证 明 g(n)=|n/3|， 我 们 只 需要 对 于 每 个 n 构造 一 个 例 
子 ， 其 中 需要 [Ln/3」 个 保安 。 这 很 容易 做 到 ， 只 要 利用 前 面 的 9 边 形 中 的 构造 方法 就 
可 以 了 。 如 果 |n/3|] =r， 只 要 作出 个 “ 尖 刺 ”问题 就 解决 了 ， 以 此 类 推 。 是 

下 面 的 例子 〈 曾 用 作 1996 年 IMO 美国 队 的 训练 ) 是 相当 造作 的 。 第 一 眼看 上 去 
它 像 是 一 个 复杂 的 代数 问题 , 但 事实 上 它 是 另 一 个 问题 , 是 一 个 特别 令 人 讨厌 的 问题 。 

(至 少 对 于 三 角 学 记忆 深刻 的 人 来 说 是 这 样 的 。) 


例 2.4.4 求 满足 如 下 等 式 的 x 值 
S(Vl—x+Vl+x)=6x+8V1—x’ 
解答 ”注意 常数 5, 6, 8 和 1-x 和 Vitx 这 几 项 。 它们 看 起 来 都 像 3 边 为 3-4-5 
的 三 角形 (也 可 能 是 3 边 为 6-8-10 的 三 角形 )。 回 忆 如 下 基本 公式 : 


2 Pe RN /sos2 Lm 有 sose 
sin +cos 0=1, sn pT Dn 2 


首先 进行 三 角 换 元 x= cos g。 此 处 之 所 以 选择 余弦 函数 而 非 正弦 函数 ， 是 因为 上 
述 半角 公式 包含 Vi 土 cos 6 项 ， 而 不 包含 人 isin 6 项 。 通 过 这 个 恰当 的 三 角 换 元 ， 我 
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们 立即 得 到 Wi- 好 =sing， 且 Vitr=Witcosg=vI Er 
因此 原 方程 变 为 
SVa(sing + eos ]=6o0s 0+asing © 


这 里 我 们 引入 一 个 简单 的 三 角 工具 ， 给 定 一 个 形 如 a cos 9+b sin 9 的 表达 式 ， 它 可 以 
写 为 


a a b , 
acos 0+bsin 0=Va +b’ [em Oreo 9] 
这 很 有 用 ， 因 和 天 一 分 别 := /已 加 
i rr 分 别 是 角度 a: = arctan(a /5b) 的 正 纺 和 余 强 值 
2+82 
7 
因此 ， 
acos 0+bsin 0=Va’ +b’ (sin gcosO+cososinO) = Va +b? sin(w+B) 。 
特别 地 ,我们 有 


Sin xX+COS X= Gsin(x+ 1) 


应 用 上 述 等 式 ，(9) 式 变 为 (注意 V6’ +8? =10 ) 
Savasn (2+ 引 - (See+gano). 
因此 ， 如 果 w= arctan(3/4)， 我 们 有 
sn[ 2 于 -aaargo。 
2 4 
角度 相同 ， 得 9=/12-2c 。 因 此 
24 


31、f4 
= 0=sin(20) =2sinacosa=2Xx| = |x|—|=—。 
X=C08 sin(20) = 2sin@Q cos 全 目 25 El 


将 一 个 问题 转化 为 几何 或 者 图 形 形 式 通常 能 帮助 解答 , 但 在 一 些 情形 下 反 过 来 做 
也 能 对 解 题 提 供 帮助 。 经 典 的 例子 当然 是 解析 几何 啦 ， 它 将 图 形 转化 为 代数 。 下 面 是 
一 个 更 奇异 的 例子 ， 它 从 表面 上 看 是 几何 问题 ， 但 本 质 上 却 不 是 。 

例 2.4.5 给 定 空间 中 n 个 星球 ， 其 中 为 正 整数 。 每 个 星球 都 是 一 个 球体 并 且 
有 相同 的 半径 R。 对 于 一 个 星球 表面 上 的 一 点 ， 如 果 从 其 他 任何 星球 上 都 看 不 到 这 一 


和 息 村 所 息 ， 才 学 计 守 次 关 宝 内 


点 ， 则 称 此 点 为 “私有 的 "。( 忽 略 星球 上 人 的 身高 、 云 的 遮挡 以 及 视角 等 等 问题 。 同 
样 地 ， 假 设 星球 两 两 之 间 不 接触 。) 很 容易 验证 ， 如 果 n = 2， 所 有 星球 私有 部 分 面积 
的 总 和 是 4nR* ， 这 恰好 是 一 个 星球 的 表面 积 。 当 n = 3 时 你 能 得 到 什么 结论 呢 ? ”为 
其 他 值 的 情形 又 是 怎样 的 呢 ? 

部 分 解答 通过 一 些 试验 我 们 知道 ， 如 果 n = 3， 总 的 私有 区 域 面积 仍然 等 于 一 
个 星球 的 表面 积 。 对 于 更 大 的 ”进行 试验 也 得 到 相同 的 结果 。 因 此 我 们 猜想 总共 的 
私有 区 域 面积 总 是 等 于 一 个 星球 的 表面 积 ， 而 不 管 这 些 星球 位 置 如 何 。 在 实体 几何 中 
这 是 一 个 看 起 来 非常 韩 手 的 问题 ， 但 它 确 实 是 这 样 吗 ? “私有 ”和 “共有 ”的 概念 似 
乎 有 着 对 偶 关 系 ， 或 许 这 个 问题 本 质 上 就 不 是 几何 问题 ， 而 是 逻辑 问题 。 首 先 我 们 需 
要 一 些 “ 记 号 "， 假 设 存在 一 个 统一 坐标 系统 ， 正 如 纬度 和 经 度 ， 因 此 我 们 能 在 任何 
星球 上 确定 “同一 ”位 置 。 例 如， 如 果 这 些 星球 是 在 房间 内 对 浮 的 小 球 ， 那么 “北极 ” 
位 置 就 意味 着 球 上 最 靠近 天 花 板 的 那 点 。 

取 定 了 一 个 统一 坐标 系统 ， 则 对 于 某 个 以 x 为 一 个 私有 点 的 星球 了 来 说 , 我们 能 
得 到 什么 结论 呢 ? 不 失 一 般 性 地 ， 令 x 在 “北极 ”点 ， 显 然 其 他 星球 的 中 心 一 定位 于 
P 了 的 “赤道 平面 ”的 “ 南 ” 边 ， 但 这 却 将 除了 以 外 的 星球 的 “北极 ” 变 为 共有 的 ， 因 
为 它们 的 北极 一 定 能 从 PP 的 南半球 上 的 某 个 点 (或 者 在 其 与 P 之 间 的 任何 星球 的 南 半 
球 ) 看 到 。 也 就 是 说 ， 我 们 非常 轻松 地 证 明了 如 下 结论 ， 


如 果 某 位 置 x 在 一 个 星球 上 是 私有 的 ， 那 么 它 在 其 他 所 有 蛙 球 上 都 是 共有 的 。 
在 得 到 这 个 漂亮 的 发 现 之 后 ， 倒 数 第 二 步 就 非常 清楚 了 ， 证 明 

给 定 任 一 坐标 点 X， 它 一 定 是 某 个 星球 上 的 共有 点 。 吕 

我 们 将 此 题 留 作 练 习 (或 问题 ) 


上 面 的 例子 仅仅 触及 了 广阔 的 交叉 思想 的 一 点 皮毛 。 尽 管 问题 变形 的 概念 是 战略 
性 的 ， 它 的 实现 却 是 战术 性 的 ， 而 且 经 常 需要 专业 知识 来 支持 。 在 第 四 章 我 们 将 会 继 
续 讨 论 其 他 的 一 些 交叉 思想 。 


改变 你 的 视角 
改变 视角 是 另 一 个 周边 视觉 策略 的 表现 形式 。 有 时 问题 看 起 来 难 只 是 因为 我 们 选 
择 了 “错误 ”的 视角 。 花 一 些 时 间 来 寻找 “自然 ”的 视角 会 有 很 大 收获 。 下 面 是 一 个 


@ 细心 的 读者 也 许 会 发 现 我 们 在 此 掩盖 了 一 个 细节 ， 即 也 许 存在 不 满足 这 一 规律 的 点 ， 但 这 些 点 的 
测度 为 零 ， 因 此 并 不 影响 我 们 的 结果 。 
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经 典 的 例子 。 


例 2.4.6 一 个 人 从 一 座 桥 上 跳 人 河中 ， 并 且 逆 流 而 上 以 匀速 游 了 一 个 小 时 。 然 
后 她 掉 藉以 相同 的 速率 师 流 而 下 游泳 。 当 游泳 者 游 到 桥 下 的 时 候 ， 一 个 路 人 告诉 她 当 
她 一 开始 跳 入 水 中 时 ， 她 的 帽子 就 掉 和 人 水 里 了 。 这 名 游泳 者 继续 以 相间 的 速率 其 流 而 
下 ， 在 下 游 相距 桥 1 英里 处 据 上 了 帽子 。 求 水 流 的 速度 是 每 小 时 多 少 英里 ? 

解答 ”当然 可 以 用 常规 方法 来 解 这 道 题 ， 通过 令 x 等 于 水 流速 , y 等 于 游 速 等 等 。 
但 如 果 我 们 以 帽子 的 视角 来 看 问题 会 怎样 呢 ? 帽子 并 不 认为 它 自 己 在 移动 ， 在 它 看 
来 ,游泳 者 开始 抛弃 了 它 ， 然 后 以 某 个 速度 即 水 流速 加 上 游 速 ) 朝 远离 它 的 方向 游 
了 一 个 小 时 ， 然 后 这 个 游泳 者 掉头 以 相同 速度 游 了 回来 。 因 此 ， 游 泳 者 在 掉头 后 恰好 
过 了 一 小 时 的 时 间 赶 上 了 帽子 。 整 个 过 程 花 了 2 个 小 时 ， 而 在 此 期 间 帽 子 顺 流 而 下 移 
动 了 1 英里 ， 因 此 水 流 的 速度 是 每 小 时 0.5 英里 。 加 

另 一 个 展示 “自然 ”视角 威力 的 例子 请 见 “ 四 只 虫子 ”问题 ( 例 3.1.6)。 这 个 经 
典 的 问题 结合 了 聪明 的 视角 与 对 称 性 的 基本 战术 。 


问题 与 练习 


题 2.4.7 Pat 在 城市 工作 并 与 Sal 一 起 住 在 郊区 。 每 天 下 午 , Pat 登 上 一 列 恰好 在 下 午 5 点 
到 达 郊区 站 的 火车 。Sal 则 在 5 点 前 离开 家 并 且 以 匀速 开车 ， 从 而 能 恰好 在 5 点 到 达 火车 站 接 
Pat。Sal 的 行驶 路 线 从 未 改变 。 


有 一 天 ,这 个 传统 被 打破 了 ， 因 为 Pat 工作 的 地 方 停电 了 。Pat 只 能 提前 回 家 ， 并且 赶 上 了 
一 列 在 下 午 4 点 到 达 郊区 站 的 火车 。Pat 没有 打 电话 给 Sal 让 她 早点 来 接 他 , 而 是 决定 步行 回 家 
以 欠 炼 身体 ， 并 且 沿 着 Sal 来 接 他 的 路 线 步行 ， 因 为 他 知道 在 途中 会 磁 到 Sal 然后 能 坐 上 车 一 
起 回 家 。 事 实 确实 如 此 ， 但 最 后 Pat 比 平常 提前 了 10 分 钟 到 家 。 假 设 Pat 的 步行 速度 是 常数 ， 
并 且 开 车 掉头 不 需要 时 间 ， 并 且 Sal 驾驶 速度 也 是 常数 ， 问 Pat 步行 了 多 长 时 间 ? 


题 2.4.8 不 用 代数 方法 ， 请 证 明 前 = 个 正 奇数 之 和 为 到 。 


题 2.4.9 城市 4 和 8 通过 一 条 公路 相连 。 日 出 时 , Pat 开始 沿 着 这 条 路 从 4 骑 自 行车 到 B， 
与 此 同时 Dana 开始 从 8 骑 自行 车 到 4。 两 个 人 都 匀速 骑 行 ， 并 在 正午 相 会 。Pat 在 下 午 5 点 到 
达 8， 而 Dana 则 在 晚上 11:15 到 达 4。 请 问 几 点 日 出 ? 


题 2.4.10 一 只 虫子 在 坐标 系 中 从 《7, 11) 往 (-17, -3) 看 行 ， 这 只 虫子 在 第 二 象限 (x 
为 负 y 为 正 ) 以 外 的 地 方 以 每 秒 钟 一 个 单位 长 度 的 速度 匀速 疏 行 , 而 在 第 二 象限 中 则 以 每 秒 0.5 
个 单位 长 度 的 速度 匀速 息 行 。 请 问 这 只 虫子 应 该 走 哪 条 路 径 才 能 用 时 最 短 ? 请 推广 此 问题 ! 


题 2.4.11 12 点 以 后 , 时 针 和 分 针 何 时 第 一 次 相遇 ? 这 是 一 个 有 趣 的 并 有 中 等 难度 的 代数 
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问题 ， 如 果 你 以 前 没 向 过 ， 那 么 试 一 试 吧 。 不 过 ， 如 果 你 抛弃 复杂 的 代数 方法 ， 而 从 自然 视点 
看 待 这 个 问题 ， 那 么 问题 便 能 在 儿 秒 钟 之 内 解决 。 现 在 就 尝试 一 下 取 ! 


题 2.4.12 Sonia 沿 着 一 个 向 上 的 自动 扶梯 行走 。 如 果 她 每 秒 走 一 级 台阶 ， 到 达 顶 端 时 她 
共 走 了 20 步 。 如 果 她 每 秒 钟 走 两 级 台阶 ， 到 达 顶 端 时 则 走 了 32 步 。 她 从 未 胱 过 任 一 级 台阶 。 
请 问 这 个 自动 扶梯 共有 多 少 级 台阶 ? 


题 2.4.13 三 角 数 是 指 连续 整数 值 之 和 ， 始 于 1。 最 开始 的 几 个 三 角 数 分 别 是 
11+2=3.1+2+3=6.1+2+3+4=10…。 
请 证 明 如 果 7 是 一 个 三 角 数 ， 那 么 87+ 1 则 是 完全 平方 数 。 当 然 你 可 以 用 代数 方法 证 明 ， 
但 希望 你 在 此 能 使 用 图 形 方法 证 明 。 


题 2.4.14 你 们 可 以 很 轻松 地 使 用 归纳 演绎 法 证 明 如 下 事实 ， 即 前 ”项 连续 完全 立方 数 的 
和 等 于 第 ”个 三 角 数 的 平方 ， 但 你 可 以 用 图 形 法 证 明 这 一 结论 吗 ? 


题 2.4.15 证 明 : 除了 2 的 需 数 以 外 的 其 他 所 有 正 整 数 都 可 以 写成 至 少 两 个 连续 正 整数 之 
和 的 形式 。 请 尝试 用 图 形 法 而 不 是 用 代数 方法 进行 证 明 。 


题 2.4.16 请 完成 例 2.4.5 行星 问题 的 解答 过 程 。 


过 
题 2.4.17 (Putnam 1994) 求 w- 内 +(-- 引 的 最 小 值 ,其 中 0<u<V2 且 v>0。 


y 


题 2.4.18 在 单位 立方 体 的 一 角 上 有 一 只 小 虫 ， 它 希望 肌 到 对 角 去 。 如 果 小 虫 能 够 从 立方 
体 的 内 部 疏 行 的 话 ， 那 么 它 的 最 短 科 行距 离 当然 是 V3 。 但 现在 小 虫 只 能 从 立方 体 的 表面 把 行 ， 
那么 它 民 行 的 最 短路 径 是 多 长 呢 ? 


题 2.4.19 令 a, 5 是 大 于 1 的 整数 ， 且 这 两 个 数 没 有 公约 数 。 请 证 明 等 式 
Pe 
于 中- 中 | 
并 求 上 式 的 值 。 


题 2.4.20 令 qo 是 大 于 0 小 于 1 的 任意 实数 , 定义 数列 a1,92,03,… 满 足 条 件 cn = Via 
且 n=0,1,2,… ， 请 证 明 : 无 论 oo 取 何 值 都 有 


加 .= 
题 2.4.21 对 正 整数 n， 定 义 5, 是 下 列 和 式 的 最 小 值 


Yor- ra 4 


其 中 数列 a,a,,a,,… as， 取 正 值 且 满 足 条 件 a +a,+…+a, =17 。 求 Sio。 


题 2.4.22 (台湾 1995) 设 a,b,c,d 均 是 整数 且 满 足 条 件 ad 一 bc =k>0 和 
GCD(a,b) = GCD(c,d) =1， 
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请 证 明 存在 上 个 有 序 实数 对 (x,za) ， 使 得 当 0< ,x, <1 时 ， ar + bx 和 cm +ds 都 是 整数 。 
题 2.4.23 将 (1+x +x3)tm 展 开 并 化 简 后 共有 多 少 项 ? 


题 2.4.24 在 周 长 为 1 米 的 加 形 轨道 上 有 几 个 小 球 ， 轨 道 的 宽度 和 小 球 的 半径 忽 赂 不 计 。 
随机 指定 每 个 小 球 顺 时 针 或 闻 时 针 运 动 。 在 0 点 时 ， 每 个 小 球 开始 以 每 分 钟 1 米 的 速度 运动 ， 
其 运动 方向 就 是 开始 指定 的 方向 。 当 有 两 个 小 球 相 磁 时 ， 它 们 均 反弹 并 以 相同 的 速度 朝 反方 向 
运动 〈 当 然 这 是 违反 非 弹 性 碰 拉 原理 的 )。 


一 分 钟 以 后 ， 相 对 于 他 们 开始 运动 时 的 位 置 ， 小 球 现在 可 能 位 于 何 处 ? 这 里 要 考虑 三 个 因 
素 : 小 球 的 数量 ， 它 们 起 始 的 位 置 和 它们 起 始 的 方向 。 


第 3 总 
问题 求 静 的 战 水 


现在 来 考虑 解决 问题 的 战术 层面 。 前 面 说 过 , 所 谓 战术 是 被 广泛 应 用 的 数学 方法 ， 
并 且 常 常 能 起 到 简化 问题 的 作用 。 仅仅 使 用 策略 很 少 能 解决 问题 , 若 想 完成 一 项 工作 ， 
需要 更 多 地 关注 战术 能 力 (当然 了 ， 也 要 经 常 关注 高 度 专业 化 的 工具 )。 尽 管 有 很 多 
不 同 的 战术 ， 但 在 本 章 中 我 们 只 阐述 一 些 能 被 用 于 诸多 不 同 数学 框架 中 的 最 重要 的 
战术 。 


在 第 2 章 中 已 经 阐述 了 很 多 策略 上 的 思想 ， 那 些 都 只 是 些 普通 的 常识 。 相 比较 而 
言 ， 本 章 中 的 战术 思想 虽 容易 使 用 ， 但 并 不 显而易见 。 我 们 暂时 把 目光 回 到 对 登山 问 
题 的 分 析 上 ， 一 项 扑 山 战术 很 不 明显 但 却 很 重要 ， 那 就 是 


把 你 的 必 部 和 起 来 ! 
一 个 典型 的 例子 是 : 登山 初学 者 在 登山 时 可 能 会 有 意识 地 抱 住 大 石头 ， 因 为 他 认为 这 
样 他 才 不 至 于 从 岩石 上 掉 下 来 。 但 实际 上 只 要 他 有 足够 的 勇气 ， 咬 紧 牙 关 ， 将 峰 部 向 
后 想起 ， 奇 迹 就 会 发 生 ， 因 为 这 样 做 以 后 ， 由 于 登山 者 垂直 于 岩石 表面 的 重力 增 大 ， 
他 的 脚 和 岩石 之 间 的 摩擦 力 便 增加 了 ， 因 此 在 登山 时 更 加 安全 。 


\ 


同样 地 ， 你 会 发 现 后 面 的 某 些 战术 思想 也 比较 特殊 。 但 只 要 掌握 了 它们 ， 解 决 问 
题 的 能 力 就 会 有 长 足 的 进步 。 


很 多 解决 问题 的 基础 战术 都 会 涉及 寻找 次 序 。 一 些 问题 很 难 解决 ， 是 因为 它 看 上 
去 混乱 或 者 说 是 无 秩序 的 ， 问 题 可 能 显得 缺少 某 些 部 分 事实， 变量 ,模式 ) ， 或 者 
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各 部 分 之 间 看 不 出 有 什么 联系 。 发 现 (并 利用 ) 这 些 次 序 就 能 很 快 地 简化 这 类 问题 。 
下 面 我 们 将 要 开始 学 习 解 决 这 类 问题 的 战术 ,以 帮助 找到 或 发 现 那些 表面 上 没有 而 实 
际 上 却 存 在 的 次 序 。 第 一 个 主题 是 对 称 问题 ， 它 是 次 序 问题 中 一 种 最 典型 的 形式 。 


对 称 是 指 用 具体 的 方式 去 寻找 或 展现 问题 中 的 次 序 , 例如, 通过 镜像 对 称 的 方法 。 
而 用 其 他 的 战术 去 寻找 或 是 发 现 问题 中 的 次 序 都 是 通过 抽象 的 其 至 是 “隐喻 ”的 方式 
来 完成 的 。 下 面 就 要 讨论 三 种 “ 拟 ( 假 ) 对 称 ” 的 方式 ， 它 们 仅仅 需要 简单 的 观察 , 
但 往往 却 能 得 出 令 人 吃惊 的 有 用 信息 。 第 一 个 战术 是 极端 原理 ， 这 一 战术 可 使 用 在 积 
极 行为 问题 (参见 例 2.1.9) 中 , 其 关键 是 将 思维 集中 在 问题 中 的 最 大 和 最 小 的 实体 上 。 
第 二 个 战术 是 抽 屠 原理 ， 这 一 战术 起 源 于 一 个 看 似 没有 意义 的 事实 ， 即 如 果 你 的 客人 
比 你 所 拥有 的 空房 间 要 多 ， 那 么 其 中 的 一 些 客人 便 不 得 不 共用 一 些 房间 。 最 后 一 个 战 
术 是 不 变量 的 概念 ， 即 当 你 将 注意 力 集中 在 问题 中 你 认为 不 可 能 变化 的 方面 (比如 说 
奇偶 性 ) 时 ， 你 能 从 中 得 到 多 少 信息 ， 这 是 一 个 非常 有 用 的 数学 基础 概念 ， 很 多 看 上 
去 不 同 的 战术 和 工具 都 来 源 于 这 一 思想 。 


3.1 对 称 


我 们 对 对 称 性 都 有 一 种 直观 的 感受 ， 例 如 ， 每 个 人 都 知道 圆 是 对 称 的 ， 这 对 我 们 
认识 问题 是 很 有 帮助 的 。 然 而 ， 如 果 能 用 一 种 正式 的 方式 去 定义 对 称 ， 就 有 助 于 加 深 
我 们 对 它 的 理解 。 如 果 存 在 一 个 或 者 多 个 非 平 凡 的 “操作 ”使 得 物体 没有 发 生变 化 ， 
就 称 这 个 物体 是 对 称 的 。 将 有 上 述 特性 的 操作 称 为 对 称 操作 "。 


我 们 允诺 给 出 正式 的 定义 ， 但 是 上 面 的 定义 显得 相当 含糊 不 清 ， 所 谓 的 “操作 ” 
到 底 是 什么 意思 ? 几乎 什么 意思 都 有 。 在 这 里 故意 说 得 含糊 ， 是 因为 我 们 的 目的 是 要 
让 你 在 尽 可 能 多 的 情形 中 理解 对 称 性 。 下 面 是 一 些 例题 。 


例 3.1.1 正方 形 是 关于 对 角 线 对 称 的 ， 镜 像 对称 是 正方 形 多 种 对 称 性 之 一 。 其 
他 的 对 称 性 包括 顺 时 针 旋 转 90 度 对 称 ， 以 及 关于 两 对 边 中 点 的 连 线 对 称 。 


例 3.1.2 ” 贺 有 无 穷 多 的 对 称 ， 例 如 ,对 任意 给 定 的 角度 xm， 按 顺 时 针 方向 旋转 w 
角度 ， 圆 都 对 称 。 


例 3.1.3 无穷 数列 


@ 我 们 在 级 述 中 有 意 地 避 开 了 精准 数学 定义 中 所 需 的 “变换 ”或 者 “ 同 构 ” 等 术语 。 
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3 1, 4, 3，1，4，3，1，4，… 
是 对 称 的 ， 因 为 “将 其 中 任意 的 数 向 左 或 向 右 平移 三 个 位 置 ”的 操作 不 改变 原 数列 。 


对 称 性 为 什么 非常 重要 呢 ? 因为 它 能 提供 “免费 的 ” 信息, 起 到 简化 问题 的 作用 。 
比如 说 ， 如 果 你 已 经 知道 某 一 物体 围绕 某 个 点 顺 时 针 旋 转 90 度 对 称 ， 那 么 此 时 我 们 
只 需要 关注 这 个 物体 的 四 分 之 一 部 分 即 可 。 而 且 , 你 还 知道 旋转 中 心 是 个 很 特殊 的 点 ， 
值得 进一步 研究 ， 这 对 于 深入 分 析 问 题 是 很 有 价值 的 。 这 些 思想 将 在 后 面 的 问题 中 得 
到 应 用 ， 但 在 开始 分 析 问 题 之 前 ， 在 考虑 是 否 使 用 对 称 思想 时 应 该 牢记 以 下 两 点 。 

。 周边 视觉 和 打破 规则 的 战略 告诉 我 们 应 在 一 些 看 似 不 太 可 能 的 地 方 寻找 对 

称 ， 而 不 要 担心 某 些 地 方 “看 起 来 不 那么 对 称 "。 在 这 些 情形 下 ， 最 聪明 的 办 
法 就 是 将 该 事物 当成 是 对 称 的 并 继续 做 下 去 ， 因 为 或 许 从 中 可 以 得 到 一 些 有 
用 的 结果 。 

。 对 称 的 另 一 非 正式 定义 是 “和 谐 "。 这 比 我 们 “正式 的 ”定义 更 加 含糊 不 清 ， 
但 并 非 毫 无 价值 。 每 当 我 们 观察 问题 时 ， 都 先 寻 找 和 谐 与 美 。 即 便 我 们 不 知 
道 怎 么 定义 这 两 个 词 。 但 是 ， 当 我 们 使 得 自己 做 的 东西 更 和 谐 或 更 美 时 ， 就 
已 经 走 上 了 正确 的 道路 。 


几何 对 称 


大 部 分 几何 问题 都 用 到 了 对 称 关系 。 做 题 之 前 要 先 问 下 列 三 个 关于 对 称 的 问题 。 
。 对 称 的 关系 是 否 存在 ? 

。 如 果 不 存 在 的 话 ， 能 否 找到 一 个 近似 的 对 称 ? 

。 如 何 发 现 对 称 关 系 ? 


这 里 将 给 大 家 讲解 一 个 很 简单 但 很 具 代 表 性 的 例子 。 


例 3.1.4 一 正方 形 中 有 一 内 切 圆 ， 同 时 ， 另 一 正方 形 又 内 接 于 该 圆 。 请 问 : 这 
两 个 正方 形 的 面积 之 间 存 在 怎样 的 比例 关系 ? 


解答 ”这 个 问题 当然 可 以 通过 代数 的 方法 来 解决 〈 设 小 正方 形 的 边 长 为 x， 然 后 
用 毕 达 哥 拉 斯 定理 或 其 他 的 方法 来 处 理 ) 。 但 是 ， 这 个 问题 还 有 一 个 更 好 的 解决 方法 。 
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以 上 的 图 形 中 充满 了 对 称 ， 可 以 自由 地 对 很 多 形状 进行 旋转 或 镜像 对 称 变换 ， 而 仍然 
保持 这 两 个 正方 形 的 面积 不 变 。 如 何 从 上 述 可 能 性 中 进行 选择 呢 ? 需要 用 到 一 个 假 
设 ， 即 这 些 图 形 是 相互 嵌入 的 。 如 果 将 小 的 正方 形 旋转 45 度 ， 那 么 它 的 四 个 顶点 刚 
好 与 圆 和 大 正方 形 的 四 个 切 点 重合 ， 因 此 马上 就 能 得 到 结论 了 。 


CN 
SU 


即 : 小 正方 形 的 面积 显然 是 大 正方 形 面积 的 一 半 ! 四 


最 简单 的 几何 对 称 问 题 是 旋转 对 称 和 镜像 对 称 。 请 始终 关注 旋转 对 称 或 者 是 镜像 
对 称 是 否 能 帮 你 发 现 问题 中 的 次 序 。 下 一 个 例子 展现 了 镜像 对 称 在 处 理 问题 中 的 
作用 。 


例 3.1.5 有 一 条 自 西向 东 流 消 的 河 ， 你 家 在 距 这 条 河北 部 2 英里 的 地 方 ， 奶 奶 
的 家 位 于 你 家 西方 12 英里 北方 1 英里 的 地 方 。 每 天 你 都 会 从 自己 家 到 奶奶 家 去 ， 途 
中 要 先 经 过 这 条 河 (为 奶奶 挑 水 ) ， 问 怎样 选择 路 径 才 会 使 走 的 路 程 最 短 ? 


解答 ”首先 ， 作 图 。 将 你 家 所 在 的 位 置 记 为 点 Y， 奶 奶 家 所 在 的 位 置 记 为 点 G， 
这 个 问题 当然 可 以 通过 微 积分 学 来 处 理 ， 但 是 这 样 做 的 话 难度 很 大 (对 初学 者 而 言 ， 
你 需要 对 两 个 根 式 之 和 求 微分 )。 该 问题 从 表面 上 看 似乎 没有 任何 对 称 性 可 言 ， 但 是 
河 实际 上 起 到 了 镜像 对 称 的 作用 。 画 一 个 简单 路 径 ，( 如 图 所 示 先 走 玛 再 走 4G) 观 
察 一 下 是 否 有 对 称 之 处 ? 我 们 称 Y 和 G' 分 别 为 你 家 的 房子 和 奶奶 家 的 房子 关于 小 河 
的 镜像 对 称 点 。 
C 


G， 

对 于 你 到 达 河 边 然后 挑 水 到 奶奶 家 所 走 的 路 径 ， 我 们 在 河 的 南面 做 出 一 条 关于 小 
河 对 称 的 路 径 。 注意 到 4G =4G…， 所 以 你 到 奶奶 家 房子 的 对 称 点 与 到 奶奶 家 的 路 径 长 
度 相同 ， 因 此 ,在 这 两 点 间 的 最 短 距 离 是 直线 YB8G'。 最 终 你 选择 的 路 径 则 是 先 走 YB， 
再 走 BG, 因为 YBG 的 长 度 与 ?BC 的 长 度 是 相等 的 。 该 长 度 刚 好 是 一 个 直角 边 长 分 别 


入 息 村 解 是 ， 才 学 竞赛 次 关 宝 典 


是 12 英 里 和 5 英里 的 直角 三 角形 的 斜 边 长 ， 因 此 答案 是 13 英里 。 一 


当 你 考虑 一 个 对 称 情形 时 ， 应 该 将 注意 力 集中 在 那些 对 称 以 后 不 变 的 “固定 ” 物 
体 上 。 比 如 ， 如 果菜 一 物体 是 关于 轴 镜 像 对 称 的 ， 那么 该 轴 是 固定 的 并 值得 对 其 展开 
分 析 (如 上 一 题 的 河流 就 是 对 称 轴 )。 下 面 是 另 一 个 例子 ， 这 是 一 个 关于 旋转 对 称 和 
关键 不 动 点 的 经 典 例题 。 


例 3.1.6 ”有 四 只 小 虫子 分 别 位 于 单位 正方 形 的 四 个 顶点 上 。 突 然 ， 每 只 虫子 都 
按 逆 时 针 的 方向 朝 它 相 邻 的 虫子 所 在 的 位 置 候 去 。 已 知 虫 子 的 仆 行 速度 为 每 分 钟 1 个 
单位 长 度 ， 那 么 经 过 多 长 时 间 这 四 只 虫子 可 以 在 某 一 位 置 相遇 ? 


解答 ”这 是 一 个 有 关 旋转 对 称 的 问题 ， 由 于 这 些 虫 子 中 并 没有 哪 只 是 很 “杰出 * 
的 ， 如 果 它 们 开始 的 形状 是 个 正方 形 ， 那 么 它们 将 会 一 直 保持 着 这 种 形状 ， 这 是 问题 
的 关键 所 在 ， 并 且 是 非常 有 效 的 突破 口 。 信 不 信 由 你 。 


， 虫 子 惟 行路 线 


随 着 时 间 一 点 一 滴 地 过 去 , 这 些小 虫子 们 的 肛 行 路 径 形成 了 一 个 按 逆 时 针 方 向 收 
缩 的 正方 形 ， 但 是 正方 形 的 中 心 点 并 未 改变 。 这 个 中 心 点 是 个 很 “特殊 ”的 点 ， 所 以 
下 面 我 们 就 来 重点 分 析 一 下 这 个 点 。 一 旦 将 注意 的 焦点 转移 到 自然 参照 系 上 , 许多 看 
似 棘 手 的 问题 就 会 变 得 容易 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 应 考虑 极 坐 标 系 ， 比 如 说 ， 可 以 挑 
出 其 中 的 一 只 小 虫子 〈 对 于 选 哪 一 只 并 没有 特殊 要 求 !) ， 观 察 从 正方 形 的 中 心 与 这 只 
虫子 所 在 点 间 的 线段 。 这 个 线段 将 会 按 朔 时 针 方向 旋转 ， 并 且 (更 重要 的 是 ) 它 会 收 
缩 。 当 它 收缩 到 0 时 ， 这 只 虫子 刚好 与 另外 的 虫子 相遇 。 那 么 这 个 线段 收缩 的 速度 是 
多 少 昵 ? 此 时 我 们 似乎 已 经 忘掉 了 线 在 转动 的 这 个 事实 。 从 这 条 辐 形 线 的 观点 来 看 ， 
这 只 小 虫 总 是 按照 45° 角 在 行进 。 已 知 小 虫 的 行进 速率 是 1 个 单位 长 度 每 分 钟 ， 那 么 


它 的 径 向 分 速度 则 是 1 . cos45° = 站 个 单位 长度 和 分 名 也 就 是 说 ， 该 射线 是 以 这 
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个 速率 在 收缩。 局 该 最 形 线 的 原始 长 度 是 ， 所 以 这 些小 虫 一 分 钟 后 能 够 相遇 。 国 


下 面 是 一 个 简单 的 计算 问题 ， 该 问题 亦 能 用 传统 方法 很 容易 地 解决 ， 然 而 下 面 的 
方法 则 展示 了 利用 图 形 的 对 称 性 策略 和 画图 策略 相 结合 来 解决 此 类 问题 的 威力 。 该 方 
法 还 能 用 在 其 他 许多 更 难 的 问题 上 。 


- 例 3.1.7 口算 定 积分 售 cos? xdr 的 值 。 


解答 ”画册 从 0 到 地 这 段 上 的 正弦 和 余弦 曲线 ， 然后 就 能 注意 到 这 两 个 图 像 是 关 
于 直线 x= 了 对 称 的 。 

因此 ,就 有 : 

Ecos xdx = Pisin xdx 
从 而 ， 我 们 所 要 求 的 值 即 为 ; 
Si (cos x+sin’ x)dx = S lia = 3 百 

下 面 这 个 问题 来 自 1995 年 的 IMO, 它 比 其 余 的 问题 要 难 , 但 也 只 是 难 在 技巧 上 。 
想 要 解决 这 类 问题 ， 你 必须 对 托 勒 密 定理 有 所 了 解 。 定 理 叙 述 如 下 : 

四 边 形 ABCD 是 圈 内 接 四 边 形 ， 也 就 是 说 ， 四 边 形 的 四 个 顶点 在 国 上 ， 则 有 : 

AB.: CD+AD. BC=AC. BD, 
D A 


B 


参见 问题 4.2.41，8.4.30 以 及 8.5.49 中 不 同 的 证 明 思 想 。 贺 内 接 四 边 形 的 一 个 重要 特 
征 简 述 如 下 : 
一 个 四 边 形 是 回 内 接 四 边 形 当 且 仅 当 它 的 对 角 互 补 〈 即 两 角 之 和 等 于 180 度 )。 


包 铭 怎 术 解 题 : 炒 尝 竞赛 攻关 宝典 


人 在 凸 六 边 形 4BCDEF 中 , 有 48B=BC=CD,DE=EF=F4, 人 BCD= 


ZEFA= 开 三 . 设 点 G、 刀 是 凸 六 边 形 48CDEF 内 部 的 点 ,满足 L4GB = LDHE = 符 。 


证 明 ， 
AG+GB+GH+DH+HE > CE. 
解答 “就 所 有 的 几何 问题 而 言 , 第 一 步 需要 做 的 就 是 按 题 意 用 铝 笔 、 茄 规 和 直 尺 
作出 一 幅 准确 的 图 形 。 通 过 寻找 图 中 的 对 称 关 系 ， 注 意 到 ABCD 和 人 EF4 都 是 等 边 
三 角形 ， 所 以 就 有 8D = B4 和 DE = 4E。 通 过 图 形 的 对 称 性 ， 用 直线 BE 作为 镜像 对 
称 轴 看 起 来 比较 好 。 作 点 C、 书 关于 直线 BE 的 镜像 对 称 点 ， 分 别 记 为 点 C、 书 。 


Fm F 
一 种 往往 对 导出 几何 不 等 式 行 之 有 效 的 战术 是 将 若干 个 长 度 的 总 和 与 单个 长 度 
作 比 较 , 因为 两 点 间 直 线 最 短 。 四 边 形 4GBC 和 四 边 形 HEF'D 都 是 圆 内 接 四 边 形 ( 因 
为 对 角 互 补 )。 应 用 托 勒 密 定 理 ,， 则 有 4G . BC + GB . 4C' = C'G. 4B， 因 为 A 人 4BC 
是 等 边 三 角形 ， 则 有 4G + GB = CG。 同 理 ， 有 DH + HE = HF"。 两 点 间 最 短 的 路 径 
是 直线 ， 所 以 就 有 : 
CF=CF< CO OR lo oben Di 


其 中 当 点 G、 侨 都 在 线段 CF 上 时 等 号 成 立 。 国 


代数 对 称 


不 要 只 将 注意 力 限制 在 物质 形态 或 几何 体 所 存在 的 对 称 关 系 上 。 比 如 说 ,数列 也 
可 以 具有 对 称 关 系 ， 像 帕斯卡 三 角形 如 下 的 一 行 : 
1, 6, 15, 20, 20, 15, 6, 1。 
这 只 是 个 开始 ， 在 任何 情况 下 ， 只 要 能 想象 出 “成 对 ”的 东西 就 可 以 考虑 其 中 存在 的 
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对 称 关 系 。 考 虑 了 对 称 关 系 通 常会 给 你 带 来 回报 。 
高 斯 对 偶 定 理 


卡尔 ， 弗 里 德里 希 ， 高 斯 (1777 一 1855) 永远 都 是 最 杰出 的 数学 家 之 一 。 有 很 多 
称颂 他 的 早熟 和 过 人 智 右 的 故事 ,但 是 没有 人 知道 这 些 故 事 的 真实 性 有 多 高 ， 因 为 大 
多 数 故事 都 是 由 高 斯 本 人 述说 的 。 下 面 这 件 关于 他 的 轶 事 有 很 多 种 不 同 的 版 本 , 那么 ， 
在 这 里 我 们 就 向 大 家 介绍 一 种 被 广泛 流传 的 说 法 吧 。 


在 高 斯 10 岁 的 时 候 ， 有 一 次 ， 老 师 在 班 上 提出 了 一 道 看 上 去 计算 很 元 长 的 连 加 
题 以 惩罚 学 生 ， 题 目 是 这 样 的 : 
1+2+3+ … +98+99+100。 
当 其 他 小 朋友 都 还 在 慢 慢 地 将 这 些 数字 逐个 做 加 法 的 时 候 ， 小 高 斯 却 投 到 了 解决 
这 个 问题 的 捷径 ， 所 以 很 快 得 到 了 答案 5 050， 而 且 他 是 唯一 做 出 正确 答案 的 学 生 。 
他 注意 到 1 和 100、2 和 99、3 和 98 等 等 加 和 后 的 结果 都 是 101， 这 样 就 可 以 找到 50 
个 101， 因 此 结果 就 是 


101x 50 =5 050。 更 正式 的 方法 是 把 这 道 题目 书写 两 遍 ， 第 一 遍 按照 题目 给 的 顺 
序 ， 第 二 遍 则 将 此 顺序 颠倒 一 下 ; 


S=1+2+ … +99+100 
S=100+99+ … +2+1 
然后 ， 显 然 有 2S = 100 x 101。 这 种 方法 的 好 处 是 不 需要 去 管 所 给 的 数字 是 偶数 
还 是 奇数 (注意 ; 这 种 方法 就 是 最 初 采用 的 配对 方法 ) 。 


这 是 个 非常 聪明 的 技巧 ， 尤 其 是 对 于 一 个 只 有 10 岁 的 小 孩 ， 这 种 方法 的 应 用 范 
围 也 是 相当 广泛 的 。 这 种 方法 并 不 仅仅 局 限 在 求 和 上 。 发 现 问题 中 任何 形式 的 对 称 关 
系 ， 然 后 仔细 思考 是 否 能 通过 建立 配对 的 关系 起 到 简化 问题 的 作用 。 下 面 我 们 来 研究 
一 下 “ 储 物 柜 问题 "， 它 是 我 们 在 例 2.2.3 中 举 过 的 例子 。 当 时 我 们 已 经 将 它 简 化 为 如 
下 问题 ; 


证 明 当 且 仅 当 nn 是 完全 平方 数 时 dm) 是 奇数 。 


这 里 dm) 表示 的 是 n 具 有 的 约 数 的 个 数 ， 包 括 1 和 本身。 现在 我 们 可 以 运用 高 斯 配 
对 工具 了 。 这 里 的 对 称 关系 是 的 任 一 因子 4 总 能 有 另 一 个 因子 md 与 其 相对 应 。 例 
如 ， 当 n=28 时 ， 它 的 约 数 显然 包括 2 和 14。 因 此 ， 当 我 们 找到 n 所 有 的 约 数 时 ,会 
注意 到 任何 一 个 约 数 都 有 唯一 和 它 “ 配 对 ”的 另 一 个 约 数 ， 但 当 ”是 一 个 完全 平方 数 
时 除外 ， 在 任何 时 候 都 有 Vn 与 其 本 身 配 成 一 对 。 例 如 ，28 的 约 数 是 1、2、4、7、14 
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和 28， 它 们 可 以 被 重新 排列 为 《1, 28) 、(2, 14) 和 (4, 7) 这 种 成 对 的 关系 ， 显 然 ， 
28) 是 个 偶数 。 从 另 一 点 来 说 ,完全 平方 数 36 的 约 数 是 1、2、3、4、6、9、12、18 
和 36， 它 们 配 成 对 的 形式 为 (1 36)、(2, 18)、(3, 12)、(4, 9) 和 (6, 6) ， 注 意 到 6 
是 和 6 本 身 配 成 一 对 的 ， 所 以 它 实际 的 约 数 个 数 是 个 奇数 (因为 在 这 个 例子 里 6 只 能 
算 一 个 约 数 )。 所 以 我 们 可 以 得 到 结论 : 当 且 仅 当 n 是 完全 平方 数 时 dm 是 奇数 "。 国 


上 面 所 讨论 的 方法 在 下 例 中 几乎 可 以 完全 照搬 使 用 ， 虽 然 它 们 的 内 容 完全 不 同 。 
下 面 这 个 例子 是 证 明 一 个 在 数论 中 非常 有 名 的 定理 。 


例 3.1.9 (威尔逊 定理 ) 证 明 对 于 所 有 的 素数 p， 都 存在 以 下 的 关系 : 
(p-l)!=-1 (mod p)。 
解答 首先 我 们 来 举 个 例子 ,假设 p=13， 那 么 题目 可 以 表示 为 


1x2x3x4x5x6x7x8x9x10x11x12。 求 出 此 乘积 模 13 的 值 的 方法 就 是 把 它 乘 
出 来 ， 但 这 并 不 是 我 们 要 使 用 的 方法 ! 我 们 要 寻找 更 小 的 子 积 从 而 能 很 轻易 地 算出 模 
了 的 值 ,对 于 计算 而 言 ,最 简单 的 数字 是 0 和 -1。 由 于 p 是 一 个 素数 , 故 在 1, 2, 3，…， 
及 1 这 些 因 数 中 ， 没 有 任何 一 个 因数 模 p 与 0 同 余 。 同 样 地 ， 没 有 任何 子 乘 式 模 p 与 
0 同 余 。 从 另 一 方面 来 说 ,，p 是 质数 这 个 特性 确保 了 任何 非 零 数 都 有 唯一 的 模 p 乘法 
逆 元 。 比 如 说 ， 如 果 x 不 是 p 的 倍数 ， 那 么 就 存在 唯一 的 ye tb 2 3,…，p 下 } 使 
落 =1 (modp)。( 回 忆 一 下 ， 在 本 书 的 例 2.3.4 中 就 为 上 述 命题 提供 了 依据 。) 

有 了 上 述 信息 ， 我 们 就 可 以 处 理 这 个 疑难 问题 了 : 将 所 有 的 数 
XE{l 2 3,.… ,一 } 与 它 “ 自 然 的 对 象 ”ye {b 2 3 …，P- 二 相配 对 ， 使 得 x 


三 1 (modp)。 例如, 假设 p= 13， 相 匹配 的 对 为 (1 1)、(2, 7)、(3, 9)、(4, 10)、(5, 
8)、(6, 11) 和 (12, 12)， 
可 以 写 为 : 


121 =1x2x3x4x5x6x7x8x9x10xtlx12, 
即 
1x(2x7)(3x9)(4x10)(5x8MX6x11)x12= ixlxlxlx1x12=-1(mod 13)。 
我 们 注意 到 ，1 和 12 是 唯一 和 自身 配对 的 元 素 ， 也 注意 到 12=-1 (mod 13)。 把 
它 推广 到 一 般 的 情形 : 如 果 x 是 它 自身 的 模 忆 乘法 逆 元 当 且 仅 当 x = 圭 。 这 很 容易 理 
解 : 如 果 邓 三 1 (modp)， 那么 : 


-1=(— Dx+1) =0(modp), 


@ 实际 上 ， 解 此 题 还 有 一 种 完全 不 同 的 使 用 计数 和 对 称 技术 的 方法 ， 具 体 见 题 6.1.21。 
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因为 p 是 素数 ， 这 意味 着 x 一 1 或 x+1 中 一 个 是 pp 的 倍数 ， 因 此 x=+1 (modp) 
是 唯一 的 可 能 性 。 加 

多 项 式 及 不 等 式 中 的 对 称 

代数 学 中 常会 涉及 具有 多 个 变量 或 者 是 高 次 的 问题 ， 这 些 问题 往往 是 很 难处 理 


的 ,除非 可 以 从 题 中 探索 出 内 在 的 对 称 关系 来 解 题 。 下 面 将 给 大 家 举 一 个 很 有 意思 的 
例子 。 


例 3.1.10 解 方程 六 +z2+ 了 t+x+1l1=0 
解答 ”这 道 题 有 其 他 的 解法 (参见 4.2 节 ), 但 在 这 里 我 们 要 采用 的 方法 是 ; 以 系 
数 的 对 称 性 为 起 点 ， 找 出 各 项 阶 数 的 更 多 的 对 称 性 。 将 等 式 两 边 同 除 以 x: 


txt1+ + 2 =0。 
» x 


这 样 处 理 后 看 上 去 并 没有 起 到 化 简 的 作用 ,但 你 可 以 经 过 进一步 将 题目 变形 后 使 之 显 
得 更 对 称 了 ， 具 体形 式 如 下 : 


P+ 去 +X+ < +1=0。 (1) 


现在 运用 代入 法 ， 令 w=x+ 工 ， 则 有 ， 
w=2+2+ 工 
Ep 


故 (1) 变 为 -2+z+1=0, 或 志 +u-1 =0， 能 求 出 : 
-1+tV5 
2 


因为 x+ 上 =w， 将 等 式 变形 为 情 - we+1=0， 或 是 : 


2 = 


2 土 VIM2 一 4 
2 


x= 
将 (1)、(2) 两 式 联 列 ， 即 有 : 


-tt ， [33 - 

2 2 1+V5+tiVI0t2V5 
X= py = 4 国 
最 后 几 步 纯粹 是 “技巧 方面 的 细节 ”。 解 决 该 题 的 关键 步骤 就 在 于 增加 问题 的 对 


称 性 ， 然 后 作对 称 替 换 zx=x+z。 
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在 下 一 个 例子 中 ， 我 们 将 运用 对 称 的 方法 来 化 简 不 等 式 。 


例 3.1.11 证 明 : 对 任意 的 正 数 a、b、c， 不 等 式 (a+b)(b+c)(c+a)>8abc 成 立 ， 
等 号 当 且 仅 当 a=b=c 时 成 立 。 


解答 “可 以 观察 到 上 述 的 不 等 式 是 存在 对 称 关 系 的 ,如果 改变 这 些 变量 的 前 后 顺 
序 ， 原 不 等 式 的 结果 并 不 会 改变 。 这 就 说 明 没 必要 把 左边 的 式 子 全 都 乘 出 来 〈 真 是 个 
明智 的 方法 !) ， 而 只 要 去 观察 各 个 乘 数 项 ， 对 于 序列 


a+b, b+c, ct+a 


我 们 只 要 看 看 项 a+b， 然 后 做 循环 置换 ar> 5，5Hy c, chy a 一 次 然后 再 做 一 次 。 
含有 两 个 变量 的 算术 -几何 平均 不 等 式 意味 着 (详细 内 容 请 参见 5.5 节 ): 
a+b >2Vab 
b+e > 2Vbc 


c+a > 2vVca。 图 
通过 将 上 面 三 个 不 等 式 相 乘 ， 即 可 得 到 所 要 的 不 等 式 。 


下 面 我 们 有 必要 详细 地 介绍 下 循环 置换 的 概念 ， 给 定 一 个 含有 几 个 变量 的 函数 
了 ( 厂 妈 , 为 为 ) ， 定 义 循环 和 如 下 : 


Df (nn, ) := 
(人 
例如 ， 假 设 变量 是 x， ”和 z， 则 有 : 
Der +ty + 和 Dx = + yr + 
下 面 就 用 这 个 概念 来 分 解 一 个 三 变量 对 称 立 方式 。 
例 3.1.12 分 解 多 项 式 @+ b+c? -3abc。 


解答 ”估计 上 式 存在 一 种 对 称 的 关系 ， 让 我 们 大 胆 设想 ， 小 心 求证 。 最 简单 的 猜 
测 是 其 中 一 个 因子 可 能 是 a+b+c， 所 以 我 们 将 a+b+c 与 + 成 + 做 乘积 , 就 能 
得 到 立方 项 ， 同 时 会 得 到 一 些 误差 项 。 
就 有 : 
只 + 及 +c3abc= (a+b+c) (+b +e)- (ab+b’a) -3abc 
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= (atb+to)(a + +e)- D(ab+batabc) 
= (atb+c) (t+b+o)- Dab(atb+e)] 


= (a+b+c) (e 十 瑟 十 c2 -Ee 


= (atbt+c) (a +b*+c*—ab-bc—ac) 。 


符号 忱 可 以 起 到 节省 时 间 的 作用 ,一旦 熟练 运用 这 个 符号 , 也 可 以 减少 发 生 错误 的 几 
率 。 


问题 与 练习 


题 3.1.13 请 找到 从 点 (3, 5) 到 点 (8, 2) 的 既 经 过 x 轴 又 经 过 y 轴 的 最 短路 径 。 


题 3.1.14 在 例 1.2.1 中 , 可 以 看 到 四 个 连续 整数 的 乘积 总 是 比 某 一 个 完全 平方 数 小 1。 那 
么 是 否 可 以 推导 出 任意 的 等 差 数 列 的 四 个 连续 项 的 乘积 也 满足 这 一 结论 昵 ? 比如 说 ， 

3x8x13x18? 

题 3.1.15 找 出 (并 证 明 ) 任意 整数 的 所 有 约 数 的 乘积 所 满足 的 公式 。 例 如 ， 如果 n= 12， 
那么 它 的 所 有 约 数 的 乘积 为 : 

1x2x3x4x6x12=1728。 

你 可 以 在 你 得 到 的 公式 中 使 用 dy) 函数 《该 函数 在 本 节 的 储 物 柜 问 题 中 已 定义 ) 。 

题 3.1.16 请 问 集合 {1, 2, 3, 4…, 30} 有 多 少 个 子 集 ? 该 集合 是 否 具有 子 集中 所 有 元 素 的 
和 大 于 232 的 属性 ? 

是 3.1.17 (Pumam 1998) 已 知 一 点 的 坐标 为 (z, b)( 设 0<b<a)， 以 读 给 定 的 点 为 三 角形 
的 一 个 顶点 , 另 一 顶点 在 x* 轴 上 , 第 三 个 顶点 在 直线 y=x 上 , 那么 满足 上 述 条 件 的 周 长 最 小 的 
三 角形 是 否 存 在 ? 

题 3.1.18 ”如果 对 一 个 有 多 个 变量 的 多 项 式 的 变量 进行 相互 替代 以 后 多 项 式 不 变 ， 那 么 就 
称 这 个 多 项 式 是 对 称 的 。 例 如 ， 多 项 式 (xyz) = + 上 +z?+xyz 就 是 对 称 的 ， 因 为 

fop2) = fny) = fp57) = Jp2 = (ax = f(sh7), 


一 个 含有 多 个 变量 的 多 项 式 所 有 的 次 数 都 是 + 次 的 ， 就 称 该 多 项 式 为 r 次 齐 次 多 项 式 。 比 
如 ， 多 项 式 g(x,y)=x*+5xy 就 是 2 次 齐 次 多 项 式 。(5xy 这 一 项 被 视 为 2 次 , 因为 它 是 两 个 一 
次 项 的 积 。) 通常 ， 把 具有 个 变量 的 多 项 式 8( 世 ,六 号 ] 称 之 为 次 齐 次 多 项 式 ， 如 果 对 于 
所 有 的 1， 都 有 : 
B (br ter, th) = tg (Wh a Hi) 
已 知 有 三 个 变量 x，，z， 定 义 几 个 初等 对 称 函 数 如 下 : 
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品 : 一 X 十 了 十 2 
3 区 + 和 2 十 ZI 
3 一 02Z 4 
这 些 初 等 对 称 函 数 5 都 是 次 齐 次 对 称 ， 并 且 他 们 所 有 项 的 系数 都 等 于 1。 初 等 对 称 多 项 
式 可 以 用 任意 多 个 变量 来 定义 ， 例 如， 对 四 个 变量 x，y，z，w 有 : 
Si=X+ty+Z+w 
S++IW+ y+ IW+ zw; 
5 := 7 + XW+ JW 十 JW 
34 := WzWe 
(a) 验证 得 
x ty +2 x+y+2) 2p++2) = 25, 
其 中 s 是 一 个 三 变量 的 初等 对 称 多 项 式 。 
(b) 同样 地 ,表达 式 ”+ 洲 +z 也 可 以 表达 成 初等 对 称 多 项 式 组 成 的 多 项 式 。 
(ec) 对 多 项 式 (x+y)(y+z)(x+z) 同样 成 立 。 
(d) 对 多 项 式 y+ 和 + z+ 到 和 +yx*+y* 也 成 立 。 
(e) 是 否 任何 含有 三 个 变量 的 对 称 多 项 式 都 可 以 被 写成 初等 对 称 多 项 式 组 成 的 多 项 式 形式 
呢 ? 
(f) 是 否 任何 一 个 含有 三 个 变 最 的 多 项 式 ( 不 一 定 是 对 称 的 ) 都 可 以 写成 由 初等 对 称 多 项 
式 所 组 成 的 多 项 式 呢 ? 
(g) 请 把 它 推广 到 具有 更 多 变量 的 多 项 式 上 ， 如 果 你 被 弄 糊涂 了 ， 只 要 参见 具有 两 个 变量 
的 多 项 式 即 可 (5:=x+y, oa:= 落 )。 
(h) 循环 和 与 初等 对 称 多 项 式 之 闻 有 关系 吗 ? 如 果 有 ， 是 什么 关系 呢 ? 


题 3.1.19 让 我 们 回想 一 下 在 例 3.1.6 中 提 到 的 关于 四 只 小 虫子 的 题目 。 如 果 现在 它们 是 
按照 旋转 的 方法 来 异 行 的 ， 例 如 一 个 小 虫 开始 时 是 面 朝 正 北 方向 行进 的 ， 但 逐渐 面 对 正 西 了 ， 
此 时 它 转 了 90*， 也 许 它 旋转 的 角度 超过 了 360*。 那 么 ， 当 四 只 小 虫 相遇 之 前 每 只 小 虫 已 经 转 
了 多 少 度 呢 ? 


题 3.1.20 请 考虑 下 面 这 个 关于 两 人 比赛 的 游戏 。 每 个 参赛 者 轮流 将 硬币 放置 在 矩形 桌面 
上 ， 但 放置 硬币 时 不 能 磁 到 已 经 放 在 桌 上 的 硬币 ， 游 戏 开 始 时 桌子 上 是 没有 硬币 的 ， 最 后 一 个 
将 硬币 放 在 桌 上 而 刚好 使 得 不 能 再 按 规则 在 桌面 上 放置 任何 硬币 的 参赛 者 为 胜 者 。 请 问 第 一 个 
参赛 者 有 赢 的 策略 么 ? 


题 3.1.21 一 台球 (其 直径 为 无 穷 小 ) 沿 着 射线 BC 上 的 C 点 处 以 和 人 射 角 为 x 的 角度 入射 ， 
如 图 所 示 ， 人 台球 沿 着 由 "人 射 角 等 于 反射 角 "规定 的 路 径 在 线段 BC 和 全 之 间 弹 正 。 如 果 4B = 
BC， 请 确定 台球 在 这 两 条 直线 之 间 弹 跳 的 次 数 〔 包 括 第 一 次 在 点 C 处 的 )。 请 以 包含 "、 有 的 
函数 形式 表达 。 
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题 3.1.22 将 一 物体 在 一 个 天 花 板 很 高 且 有 40 英尺 宽 的 矩形 房间 的 中 央 抛 出 ， 这 个 物体 
擅 到 距离 地 面 刚好 10 英尺 的 墙壁 上 ， 然 后 又 弹 离 墙壁 (遵循 “入 射 角 等 于 反射 角 " 的 规则 ) 
擅 到 对 面 的 墙壁 上 ， 然 后 再 次 弹 高 ， 最 终 该 物体 恰好 蓝 在 开始 手 出 时 的 地 点 ， 在 这 个 擅 击 过 程 
中 ， 该 物体 没有 磁 到 天 花 板 ， 这 是 有 可 能 发 生 的 ， 该 物体 没有 按照 直线 行进 。 而 由 于 重力 
的 作用 使 得 它 的 运动 轨迹 虽 抛 物 线 状 。 当 该 物体 运动 到 最 高 点 时 ， 请 问 这 个 最 高 点 距离 地 面 有 
多 高 ? 


题 3.1.23 已 知 椭 回 是 平面 上 到 两 定点 (焦点) 的 距离 之 和 等 于 常数 的 所 有 点 的 轨迹 。 证 
明 袜 国 的 反射 原 理 ， 即 : 若 一 球 案 的 边缘 是 桶 圆 形 ， 从 实 贺 的 一 个 焦点 处 向 任意 点 击 出 小 球 ， 
该 小 球 经 过 反射 后 一 定 经 过 另 一 焦点 。 


题 3.1.24 已 知 抛物 线 是 平面 上 满足 到 定点 (焦点) 的 距离 与 到 定 直线 ( 准 线 ) 的 距离 相 
等 的 所 有 点 的 轨迹 。 证 明 抛 物 线 的 反射 原理 ， 即 : 一 束 光 线 垂直 于 准 线 入 射 ， 磁 到 拓 物 线 思 面 
的 任 一 点 ， 光 线 将 沿 镜面 反射 后 经 过 焦点 。 


题 3.1.25 现 有 一 个 以 (0, 0, 0) 为 球 心 , 20 为 半径 的 三 维 球面 , 在 球面 上 的 任 一 点 (x,y， 
习 处 的 温度 为 T(x,y,z): =(x+y)*+(y 一 z) 。 则 球面 的 平均 温度 是 多 少 ? 


3 dx 
3.1.26 (Pu 1980) 计 和 . 

题 (Putnam ) 计算 上 an 

题 3.1.27 (匈牙利 1906) 过 正方 形 的 四 个 顶点 做 垂直 于 各 顶点 与 正方 形 的 中 心 (外 面 ) 的 
连 线 的 垂 线 ， 所 做 的 四 条 垂 线 相交 于 点 六 、L、M、N， 从 而 构造 成 四 边 形 KLMN。 试 证 明 四 边 
形 KLMN 是 个 正方 形 。 

题 3.1.28 增加 上 题 的 难度 ,假设 所 给 的 四 边 形 仅仅 是 任意 的 平行 四 边 形 , 证 明 上 述 结论 
仍然 成 立 。 

题 3.1.29 (Pumam 1993) 在 球面 上 任意 选取 四 个 点 ， 求 球 的 中 心 在 以 这 四 个 点 为 顶点 组 
成 的 四 面体 的 内 部 的 概率 。 (假设 选 定 了 每 个 点 都 是 独立 分 布 在 球面 上 。) 

题 3.1.30 概率 中 的 对 称 问题 设想 一 下 如 果 在 区 间 [0, 1] 上 任 取 三 个 点 , 则 这 个 区 间 就 被 
分 割 为 四 个 小 部 分 。 那 么 每 个 小 部 分 的 平均 长 度 是 多 少 ? 显然 该 问题 的 答案 “应 该 ” 是 ， 如 
果 这 四 条 线段 中 每 条 的 概率 分 布 (标准 差 等 ) 是 相同 的 ， 那 么 每 个 小 部 分 的 长 度 确实 是 这 样 。 


我 们 想象 一 下 ， 如 果 我 们 不 是 在 一 条 线段 上 任 取 三 个 点 ， 而 是 在 一 个 周 长 为 1 的 贺 上 任 到 四 个 
点 ,无 论 这 四 个 点 取 在 何 处 ， 将 这 个 加 “展开 ”都 会 形成 一 个 被 分 成 四 段 的 单位 长 的 线段 。 考 
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虑 这 段 话 的 意义 ， 然 后 再 尝试 思考 下 面 的 几 个 问题 ! 

(a) 一 副 有 四 个 4 的 纸牌 经 过 洗 牌 以 后 ， 再 将 牌 一 张 张 地 抽 走 ， 直 到 抽 到 第 一 张 4， 那 么 
平均 有 多 少 张 牌 已 被 抽 走 了 呢 ? 

(b) (Jim Propp) 给 定 一 副 有 52 张 牌 的 纸牌 ， 随 机 取出 26 张 ， 有 (CEs) 种 取 法 ， 然 后 将 取 
出 的 26 张 牌 放 在 原来 纸牌 的 上 面 ， 放 置 的 顺序 就 是 它们 被 抽出 的 顺序 ， 问 ， 使 得 现在 的 牌 序 
和 原来 的 牌 序 相同 的 取 法 有 多 少 种 ? 

(0) 考虑 一 个 含有 个 整数 的 数列 ， 采 用 下 面 的 方法 来 计算 它 的 “ 互 换 次 数 "， 从 左 向 右 地 
读数 列 , 在 这 个 数列 中 一 旦 遇 到 比 第 一 个 数字 小 的 数字 时 ，, 我们 就 把 它 与 第 一 个 数字 交换 顺序 ， 
对 这 个 数列 中 的 所 有 数字 都 按照 相同 的 方法 来 处 理 。 举 个 例子 ， 数 列 3，4，2，1 的 互 换 次 数 
是 2 次， 因为 我 们 将 3 和 2 交换 位 置 得 到 数列 2，4，3，1， 然 后 我 们 又 将 2 和 1 交换 位 置 得 到 
数列 1，4，3，2。 请 求 出 整数 1，2，3，4，5，6，7 的 7! = 5 040 种 不 同 交换 的 互 换 次 数 的 平 
均值 。 


3.2 极端 原理 


当 你 开始 解决 问题 时 ， 遇 到 的 困难 之 一 就 是 有 太 多 的 东西 需要 去 记录 并 且 理 解 。 
一 个 问题 中 可 能 会 涉及 到 含有 多 个 (也 可 能 是 无 穷 多 个 ) 元 素 的 数列 。 一 个 几何 问题 
可 能 会 用 到 许多 不 同 的 直线 和 其 他 的 形状 。 一 个 解 题 能 手 总 是 会 试图 把 这 些 方面 组 织 
好 。 极 端 原理 是 解决 这 类 问题 的 一 种 基本 的 战术 : 

如 果 可 能 的 话 ， 把 你 要 解决 的 问题 中 的 各 个 元 素 假 起 为 是 “有 顺序 ”的 。 关 注 其 
中 的 “最 大 ”和 “最 小 ”的 元 素 ， 它 们 也 许 会 形成 一 种 令 人 感 兴趣 的 结果 。 

这 个 话题 已 经 是 老生 常 谈 了 ， 但 是 在 处 理 很 多 问题 时 很 有 效果 〈 举 个 例子 ， 参 见 
例 2.1.9 关于 支持 行为 的 问题 .下 面 来 给 大 家 举 个 简单 的 例子 。 


例 3.2.1 令 妃 和 了 环 分 别 代表 有 限 个 白色 和 景色 的 点 ， 同 时 ， 在 平面 上 ， 任 何 连 
接 两 个 同色 点 的 线段 上 还 有 一 个 不 同色 的 点 。 证 明 两 种 颜色 的 点 必 在 同一 线段 上 。 


解答 ”通过 试验 ,我 们 发 现 这 些 点 若 不 在 同一 直线 上 ， 则 这 些 点 有 无 穷 多 个 。 通 
过 画 很 多 复杂 的 图 表 ， 发 现 “ 总 能 画 出 一 个 新 的 点 ”， 这 样 可 能 就 能 证 明 结论 ， 但 是 
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这 样 做 并 不 简单 。 利 用 极端 原理 就 能 使 问题 迎刃而解 ， 假设 所 有 点 不 在 同一 直线 上 ， 
那么 它们 至 少 构成 一 个 三 角形 。 考 虑 面积 最 小 的 三 角形 ， 它 的 两 个 顶点 同色 ， 因 此 它 
们 中 间 必 有 一 点 与 顶点 不 同色 ， 这 样 就 又 形成 了 一 个 更 小 的 三 角形 一 矛盾 | 国 


请 记 下 极端 原理 如 何 使 问题 迎刃而解 的 ， 它 是 简单 得 就 像 作 兽 了 一 样 。 前 面 用 到 
的 论证 结构 是 非常 典型 的 反 证 法 论证 ， 即 ， 先 假设 你 想 证 明 的 结果 不 成 立 ， 然 后 观察 
最 小 (或 者 最 大 ) 的 元 素 并 且 论证 存在 一 个 更 小 〈 或 者 更 大 ) 的 元 素 ， 最 后 便 得 到 需 
要 的 矛盾 。 一 个 由 实数 组 成 的 集合 只 要 是 有 限 的 , 它 总 有 一 个 最 小 的 和 一个 最 大 的 元 素 。 
而 无 限 集合 可 能 不 存在 极限 值 ( 例 如， 考虑 无 限 集合 {1,2,1/2, 2?,1122, 23,1123，… ， 
它 既 没有 最 小 元 素 也 没有 最 大 元 素 )， 但 如 果 集合 由 正 整 数组 成 ， 我 们 可 以 使 用 如 下 
的 良 序 原理 : 


非 空 正 整数 集 有 最 小 元 素 。 
下 面 是 另 一 个 简单 的 例子 ， 它 使 用 的 战术 是 极端 原理 。 它 的 关键 之 处 在 于 灵巧 的 
几何 构造 。 


例 3.2.2 (韩国 1995) 假设 平面 上 存在 有 限 个 点 ， 选 择 其 中 的 任意 三 点 4,8,C 
构成 三 角形 4BC， 其 面积 总 是 小 于 1。 请 证 明 在 A4BC 内 部 及 边 上 的 所 有 点 所 构成 图 
形 的 面积 小 于 4。 

解答 ”假设 在 给 定 的 所 有 的 点 构成 的 三 角形 中 ， 三 角形 4BC 是 其 中 面积 最 大 的 
一 个 。 用 |48C| 表 示人 4B8C 的 面积 ， 那 么 有 |4BC| <1。 假 设 ALMN 是 A4BC 的 中 位 
线 三 角形 〈 换 句 话说 ，AZMN 的 三 条 边 上 的 中 点 分 别 是 4, B, C， 如 下 图 所 示 )。 


有 |ZMN| = 4 |4BC| <4。 可 以 确定 这 些 点 都 在 ALMN 内 部 或 在 三 条 边 上 。 假 设 有 一 
点 卫 位 于 ALMN 的 外 部 ， 连 接点 已 与 A4BC 的 两 个 顶点 形成 的 新 的 三 角形 的 面积 显 
然 比 人 4BC 的 面积 要 大 ， 这 与 A4BC 的 面积 是 最 大 面积 相 矛 盾 。 本 
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我 们 必须 认识 到 一 个 问题 中 的 次 序 及 题 中 的 最 大 、 最 小 值 ， 如 果 可 能 的 话 ， 要 假 
设 这 些 元 素 都 是 按照 一 定 次 序 排列 的 (我 们 称 之 为 具有 单调 性 ), 把 这 些 都 看 作 是 “ 免 
费 信息 ”"， 这 样 就 可 以 起 到 简化 问题 的 作用 。 下 一 个 例子 再 一 次 说 明了 极端 原理 是 极 
其 关注 题 中 所 给 出 的 元 素 中 的 最 大 值 ( 和 景 小 值 ) 的 。 我 们 第 一 次 由 到 类 似 这 样 的 问 
题 是 例 1.1.4。 处 理 这 样 的 问题 时 需 将 其 分 解 为 两 部 分 ; 首先 是 分 析 问 题 , 然后 是 正式 
的 书写 。 


例 3.2.3 有 一 次 , 我 请 了 10 对 夫妇 来 我 家 参加 宴会 ， 我 问 所 有 参加 宴会 的 人 ， 
其 中 包括 我 豆子 ， 他 们 和 多 少 人 撮 过 手 。 结 果 得 知 每 个 人 的 提 手 次 数 都 不 相同 ， 当 然 
我 没有 问 自 己 。 假 定 没 有 人 与 自己 及 自己 的 配偶 担 手 ， 那 么 请 问 我 的 妻子 与 多 少 人 担 
过 手 ? (我 没有 问 自己 任何 问题 。) 


分 析 这 个 问题 似乎 很 难处 理 ， 题 中 并 没有 提供 足够 的 信息 。 不 过 我 们 可 以 通过 
分 析 比 较 简单 的 情形 从 而 使 问题 容易 解决 。 例 如 假设 除了 男女 主人 之 外 只 有 两 对 夫妇 
参加 宴会 的 情形 。 


主人 发 现在 他 询问 的 5 个 人 中 ， 他 们 有 五 个 不 同 的 “ 担 和 手 数字"”。 这 些 数字 包含 
了 从 0 到 4《〈 没 有 人 与 自己 的 伴侣 担 手 ) 的 五 个 数 ， 这 五 个 担 手数 字 分 别 是 0，1，2， 
3 和 4， 我 们 将 这 五 个 人 分 别 记 为 Po,P1,…，P4。 然 后 作 包 括 主人 (用 毕 标 旦 表示 ) 
在 内 的 图 。 


从 图 中 我 们 可 以 找到 担 手数 最 多 和 最 少 的 两 个 人 ， 也 就 是 图 中 的 点 Po 和 点 已 。 
分 析 点 Po， 这 个 在 聚会 上 “最 不 热情 ”的 一 位 ， 他 或 她 没 与 任何 人 担 过 手 。 那 么 “最 
热情 ”的 人 Pu 与 多 少 人 提 过 手 呢 ? Ps 与 所 有 可 能 操 手 的 人 都 担 过 手 ， 这 就 意味 着 任 
何人 (除了 Ps 的 配偶 ) 都 与 P 提 过手 ! 即 所 有 与 P 握 过 手 的 人 (除了 Ps 的 配偶 外 ) 
的 担 手数 都 是 非 零 的 ， 所 以 及 和 恕 一 定 是 互 为 配偶 ! 


Po 
. 


此 时 可 以 轻松 一 点 了 ， 因 为 突破 口 已 经 找到 了 。 直 觉 告 诉 我 们 Py 和 Pi 可 能 也 是 
一 对 配偶 。 你 该 如 何 证 明确 实 是 这 样 呢 ? 试 着 修改 刚才 使 用 过 的 论证 方法 , 设 瑟 与 除 
了 他 (她 ) 的 伴 但 外 的 其 他 所 有 人 都 握手 了 ，Pi 则 只 与 一 个 人 提 过 手 。 我 们 还 有 更 多 
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的 信息 吗 ? 有 的 ， 那 就 是 己 是 Pl 唯一 担 过 手 的 人 ， 并 且 Ps 与 所 过 手 。 换 句 话说 ， 
如 果 不 考虑 P, 和 他 或 她 的 伴 但 Pp， 那 么 Py 和 PP， 将 扮演 Po 和 P 的 角色 ， 也 就 是 说 ， 
他 们 分 别 是 最 不 热情 和 最 热情 的 人 。 与 上 段 论述 同 理 ， 他 们 肯定 是 一 对 伴侣 (PP; 与 其 
他 三 人 Pl，Ps 和 矿 中 的 两 人 担 过 手 ， 同 时 知道 号 没有 与 P; 担 过手， 所 以 能 与 P 成 
伴侣 的 人 只 可 能 是 P1)。 


现在 我 们 已 经 做 完了 ， 因 为 只 剩 下 P 和 厅 两 个 人 ， 则 他 们 一 定 是 对 夫妻 ， 所 以 
忆 是 女 主人 ,她 与 两 个 人 提 过 手 。 最 后 ,很 容易 将 上 述 论证 推广 到 存在 n 对 夫妻 的 一 
般 情形 。 


正式 解 该 题 需要 采用 归纳 法 。 对 每 个 正 整 数 nx， 定义 语句 P(n) 为 ， 


假设 男 主 人 六 请 了 nn 对 夫妇 ， 同 时 假设 没有 人 与 他 (她) 的 伴侣 气 手 ， 并 且 被 主 
人 询问 过 的 所 有 2m+ 1 个 人 的 担 手 数 均 不 相同 ， 那 么 女 主 人 必 与 n 个 人 所 过 手 。 


通过 作 图 ， 并 考虑 逻辑 上 唯一 的 可 能 性 ， 很 容易 能 确定 P(1) 成 立 。 下 面 要 利用 
Pa 来 推导 Pln + 1)， 如 果 这 成 立 ， 那 我 们 便 完成 了 证 明 。 假 设 对 于 正 整 数 x，P(n) 成 
立 。 考虑 一 个 有 n+ 1 对 夫妻 (除了 男女 主人 之 外 ) 的 聚会 ， 并 且 读 聚会 满足 条 件 ( 没 
有 人 与 其 配偶 担 手 , 所 有 的 握手 数 均 不 相同 )。 那么 所 有 的 从 0 到 2(n+ D =2n+2( 含 
两 端 ) 的 整数 都 将 在 男 主人 的 询问 2n + 3 人 的 握手 数 中 出 现 。 考 虑 某 人 人 多， 他 撮 手 次 
数 最 多 ,为 2n + 2。 这 个 人 与 参加 聚会 的 24+4 人 中 除 两 人 之 外 的 其 他 人 都 握 了 手 。 
因为 没有 人 与 他 (她) 自己 和 配偶 握手 ,已 经 与 所 有 可 以 握手 的 人 担 了 手 ， 因 此 唯 
一 可 能 是 了 的 配偶 的 人 是 Y, 他 (她 ) 没有 握 过 手 。 这 是 因为 所 有 其 他 的 人 都 与 承 提 
过 手 ， 因 此 不 可 能 是 他 (她 ) 的 配偶 。 


下 面 我 们 将 不 再 考虑 聚会 中 的 怀 和 上 了 了。 如果 我 们 不 再 计算 这 两 人 的 提 手 数 ， 参 
加 诊 会 的 夫妇 数 将 减 至 为 对 ,每 个 人 的 握手 数 ( 除 了 男 主人 ,我 们 没有 任何 关于 他 
的 信息 ) 都 会 减少 一 次 , 因为 每 个 人 都 与 握手 但 没 人 与 了 所 和 手 。 但 是 归纳 假设 P(n) 
说 明 在 这 个 “精简 ”了 的 诊 会 上 ， 女 主人 与 个 人 提 过 手 ,然而 实际 上 ， 女 主人 还 多 
担 了 一 次 手 ， 就 是 我 们 刚才 去 掉 的 那个 人 。 所 以 在 这 个 有 + 1 对 夫妇 参加 的 宴会 上 ， 
女 主 人 提 过 =+ 1 次 手 ， 因 此 Pln + 1) 得 证 。 于 


很 多 情况 下 ， 问 题 会 涉及 极端 原理 和 特殊 的 论证 风格 的 同时 应 用 ， 比 如 反 证 法 或 
者 数学 归纳 法 。 一 个 常用 战术 是 利用 极限 值 将 原 问题 分 割 为 一 个 更 小 的 问题 ， 正 如 我 
们 前 面 所 做 的 ， 然 后 正式 的 论证 中 则 利用 数学 归纳 法 。 下 面 我 们 再 举 个 例子 ， 这 道 题 
同上 题 一 样 ， 我 们 先 将 解法 分 解 为 一 个 非 正式 的 分 析 ， 然 后 再 将 它 正式 书写 出 来 。 


鳃 多 怎样 解 种， 数学 况 赛 攻关 宝典 


例 3.2.4 (圣彼得堡 数学 奥林匹克 况 赛 1996) 黑板 上 写 有 一 些 正 整数 ， 每 次 去 
掉 两 个 不 同 的 正 整数 ， 然 后 写 下 这 两 个 数字 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍数 作为 替代 。 证 
明 : 黑板 上 的 数字 最 终 会 不 再 变化 。 


分 析 在 正式 解 题 之 前 ， 我 们 提 及 几 个 简单 的 数论 定义 。 详 情 请 参见 第 7 章 。 

。 对 整数 a, 5 而 言 , 符号 a | 5 的 含义 是 “a 整除 b”, 也 就 是 说 存在 一 个 整数 m， 
使 等 式 am =b 成 立 。 

。 a 和 4b 的 最 大 公 因 子 指 的 是 存在 一 个 最 大 的 整数 5， 同时 满足 g | a 和 g | b， 
符号 记 为 GCD(a, 5)， 有 了 时 也 可 记 为 (a, 5)。 

。 a 和 6 的 最 小 公 倍数 指 的 是 存在 一 个 最 小 的 正 整 数 4, 同时 满足 a | w 和 4b | zw， 
符号 记 为 LCM(a, b)， 有 时 也 可 记 为 [a, b]。 限 定 最 小 公 倍数 是 正 整 数 ， 否 则 就 
可 能 是 -了 ! 


我 们 先 以 两 个 正 整数 10 和 15 来 举 个 简单 的 例子 。10 和 15 的 最 大 公 因 子 和 最 小 
公 倍 数 分 别 为 5 和 30， 而 在 之 后 的 替换 过 程 中 不 会 改变 ， 因 为 有 5 | 30。 下 面 再 举 个 
复杂 点 的 例子 。 我 们 用 黑体 字 来 表示 被 去 掉 并 且 被 替代 的 那 两 个 数 。 
| 1 16 30 72 
1 2 240 7 
1 2 240 792 
1 2 24 7920, 
我 们 再 一 次 发 现 替换 过 程 在 到 达 上 述 情形 后 就 不 会 再 发 生 改 变 ， 因 为 有 
112, 2|24, 24 | 7920。 
经 过 更 多 的 试验 〈 试 试看 ! )， 容 易 得 出 以 下 猜想 : 


景 终 ， 上 述 数 列 将 会 形成 一 条 链 ， 其 中 每 个 数字 部 能 整除 下 一 个 数字 ( 当 按 适当 
顺序 排列 后 ) 。 此 外 ， 这 条 链 中 的 最 小 的 元 素 和 最 大 的 元 素 分 别 是 最 初 给 定 的 数 的 最 
大 公 因 子 和 最 小 公 倍数 。 

那么 我 们 读 如 何 运 用 极端 原理 来 证 明 这 个 猜想 呢 ? 请 关注 数列 在 每 个 阶段 中 的 
最 小 的 元 素 。 在 以 上 的 例子 中 ， 最 小 的 元 素 分 别 是 11，2，1 和 1。 同 样 ， 也 请 关注 最 
大 的 元 素 ， 在 这 个 例子 中 ， 最 大 的 元 素 分 别 是 72，240，792 和 7 290。 可 以 观察 到 最 
小 元 素 的 这 个 数列 是 非 递增 的 ， 同 时 最 大 元 素 的 数列 是 非 递减 的 。 这 为 什么 成 立 呢 ? 
设 s< 上 是 两 个 被 去 掉 的 正 整数 ， 它 们 的 替代 数字 为 GCD(a, b) 和 LCM(a, b)。 


注意 到 如 果 a | 5， 那么 就 有 a = GCD(a, b), 5 = LCM(a, b)， 所 以 序列 没有 变化 。 
否则 ， 就 有 GCD(a, 8)<a 和 LCM (a, 5)>b。 因 此 ， 如果 x 是 当前 最 小 的 元 素 ， 在 下 
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一 次 替换 后 ， 会 发 生 下 面 两 种 情况 中 的 一 种 。 
。 去 掉 x 和) (当然 , 假定 x 不 能 被 整除 )， 并 用 GCD(x, y)<x 代替 工 的 位 置 ， 
这 便 产生 了 一 个 新 的 更 小 的 元 素 。 
。 去 掉 两 个 不 等 于 x 的 元 素 。 在 这 种 情况 下 ， 两 个 新 产生 的 元 素 中 较 小 的 一 个 
或 者 小 于 x ( 即 产 生 一 个 新 的 更 小 的 元 素 ), 或 大 于 等 于 x (此 时 x 仍旧 是 最 小 
的 元 素 )。 


类 似 地 , 可 采用 与 上 述 相同 的 步 又 来 分 析 如 何 产 生 一 个 最 大 的 元 素 . 但 在 现 阶 段 ， 
还 是 先 将 注意 力 集中 在 最 小 的 元 素 上 面 。 我 们 知道 最 小 的 元 素 或 者 保持 不 变 ,或 者 在 
每 次 擦 掉 并 替换 的 过 程 中 逐渐 减 小 ,直至 最 终 不 再 变 小 。 这 是 为 什么 呢 ? 因为 我 们 可 
能 碰 到 的 最 大 值 是 原来 所 有 元 素 的 最 小 公 倍数 ， 所 以 在 变换 的 每 个 阶段 中 ,序列 中 都 
只 有 有 限 多 个 数 。 最 终 ， 要 么 序列 不 再 变化 ， 则 我 们 完成 了 证 明 ， 要么 此 序列 会 重复 
出 现 。 因 此 我 们 能 够 找到 一 个 最 小 的 最 小 元 素 ， 也 就 是 在 序列 变化 过 程 中 可 能 出 现 的 
最 小 的 最 小 元 素 {。 我 们 知道 {一定 可 以 整除 该 序列 中 出 现 的 所 有 其 他 元 素 ， 否 则 ， 
如 果 存 在 某 个 x 不 能 被 < 整除 , 那么 将 4 与 x 去 掉 , 则 能 用 更 小 的 元 素 GCD(4 ,x)<L 替 
换 4， 这 与 4 是 序列 中 最 小 的 元 素 矛 盾 。 


为 什么 我 们 这 样 分 析 就 可 以 了 昵 ? 这 是 因为 一 旦 我 们 找到 了 最 小 的 元 素 4 ， 就 可 
以 在 序列 中 将 其 忽略 ， 因 为 《可 以 整除 序列 中 所 有 其 他 元 素 ， 并 且 通 过 擦 掉 并 替换 两 
个 元 素 的 方法 使 得 4 不 再 改变 。 因 此 原 序 列 中 “活跃 的 ”元 素 就 减少 一 个 。 


我 们 已 经 做 好 使 用 数学 归纳 法 的 准备 工作 了 ， 接 下 来 我 们 写 出 正式 证 明 。 


正式 解 ” 我 们 假定 序列 中 有 n 个 元 素 , 当 n=2 时 , 结论 是 显然 的 , a,5 经 过 一 次 
变换 后 替换 为 
GCP(e, b), LCM(a, b) 
则 该 序列 不 再 变化 。 


现在 我 们 假定 序列 有 个 元 素 ， 经 过 有 限 次 地 “去 掉 一 替换 ”操作 后 ， 序 列 不 再 

变换 。 考 虑 如 下 (n+ 1) 个 元 素 的 序列 
U1, U2 Uny Un+lo 

我 们 将 对 这 个 序列 重复 进行 “去 掉 一 替换 ”操作 ， 使 得 每 一 步 操 作 后 都 会 使 序列 发 生 
变化 ， 在 每 一 步 操作 完 ， 我 们 都 将 原 序列 按 从 小 到 大 的 次 序 重新 排列 。 可 以 观察 到 如 
下 简单 事实 : 

(1) 在 每 个 可 能 的 阶段 ， 序 列 中 的 最 小 元 素 至 少 等 于 最 初 的 序列 中 所 有 元 素 的 
最 大 公约 数 ， 
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(2) 在 每 个 可 能 的 阶段 ， 序列 中 的 最 大 元 素 至 多 等 于 最 初 的 序列 中 所 有 元 素 的 
最 小 公 倍数 ， 

(3) 在 任意 给 定 变换 阶段 的 最 小 元 素 总 是 小 于 或 等 于 前 一 阶段 序列 中 的 最 小 元 素 ， 

(4) 因为 我 们 每 次 变换 后 将 序列 从 小 到 大 重新 排序 过 ， 则 事实 (1)、(2) 表明 
仅仅 只 可 能 有 有 限 次 的 序列 变换 。 


当 我 们 每 对 序列 采取 一 次 “去 掉 一 替换 ”操作 后 ， 令 4 表示 序列 经 过 第 i 次 操作 
后 的 最 小 值 ， 将 会 出 现 如 下 两 种 可 能 的 情况 ， 
。 最 终 我 们 将 不 能 继续 改变 序列 ， 在 这 种 情况 下 ， 最 终 元 素 序列 41，L2，43，… 
将 会 终结 ， 

。 在 某 一 阶段 (例如 第 阶段 )， 我 们 将 会 回 到 之 前 出 现 过 的 序列 (由 前 面 (4) 
式 观 察 可 得 )。 因 此 最 小 元 素 序列 可 能 是 无 限 的 , 但 满足 6; = ls =4，,, =… ， 
这 由 前 面 (3) 式 观察 可 得 。 

因此 ， 对 于 各 种 初始 序列 wu，w,，…，w,。，w,,1， 根 据 将 来 序列 变化 情况 的 不 同 ， 
存在 某 个 第 阶段 ， 并 存在 某 个 数 4 汪 {, ， 这 个 数 在 各 个 阶段 出 现 的 那些 最 小 元 素 中 
是 最 小 的 。 

数 ? 必 将 整除 序列 在 第 上 阶段 和 之 后 阶段 出 现 的 所 有 其 他 元 素 ， 因 为 不 然 ， 我 们 
能 够 将 4 擦 掉 并 用 其 他 元 素 兰 换 ， 从 而 得 到 一 个 更 小 的 最 小 元 素 ， 这 与 4 的 最 小 性 蔬 
盾 。 因 此 只 要 到 达 第 阶段 ， 最 小 元 素 4 便 与 接 下 来 的 阶段 毫 不 相干 一 我 们 只 能 通 
过 擦 掉 并 着 换 剩余 的 个 元 素 才能 产生 变化 。 但 归纳 假设 表明 ， 最 终 这 个 元 素 将 不 
再 变化 。 因 此 ， 开 始 时 的 (n+ 1) 元 素 序列 最 终 也 将 不 再 发 生变 化 。 里 

在 更 多 复杂 的 问题 中 ， 要 将 哪些 对 象 进行 单调 化 并 不 明显 ， 并 且 良 序 原理 对 无 限 
集 并 不 总 是 成 立 。 在 包含 无 限 集 的 情形 中 ， 极 限 论证 法 有 时 成 立 ， 但 你 仍然 需要 审慎 
处 理 。 

例 3.2.5 设 /(%) 表 示 的 是 n 阶 实 系数 多 项 式 ， 使 得 对 所 有 的 xe 及 有 Fo > 0。 
定义 80 = 了 (3) + 了 (x) + (x) + … + f(x)。 证 明 对 所 有 的 xe 民 ，g(x) >0。 

解答 ”这 道 题 中 有 很 多 地 方 可 以 应 用 极端 原理 。 因为 /(x) >0, 我 们 可 能 希望 考察 
那些 使 f(x) 达到 最 小 值 的 x。 首 先 要 证 明 x 的 存在 性 ， 也 就 是 说 ,存在 %e 展 使 /(x,) 
达到 最 小 值 。[ 这 并 不 是 说 对 所 有 的 函数 都 成 立 ， 比 如 说 f(x%)= 凡 ] 记 : 


f(D = +a "+ +ax+ao, 其 中 a eR。 
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由 于 /(x) 恒 为 非 负 ， 首 项 系数 4, 肯定 是 正 数 ， 因 为 当 x 是 一 个 大 的 正 数 或 是 负数 时 ， 
7Co 的 值 取决 于 第 一 项 wx" 。 更 重要 的 是 已 经 知道 a 是 侦 数 ， 所 以 有 : 
lm yoo0= lim f(x)= +o 

因此 f(x) 有 最 小 值 。 注 意 到 g(x) 与 (x) 的 首 项 是 相同 的 ， 所 以 g(x) 同样 有 最 小 值 。 
事实 上 ，g(x) 才 是 我 们 需要 关注 的 。 我 们 希望 多 项 式 恒 为 非 负 ， 因 此 一 种 有 希望 的 证 
明 方法 便 是 反 证 法 。 假设 当 x 取 一 些 值 时 g(x)<0 ， 当 取 x= xo 时 g(x) 有 最 小 值 。 则 
SG)<0 。 那 么 80 与 yz) 之 间 存在 怎样 的 关系 呢 ? 因为 f(x) 是 n 阶 的 ， 所 以 就 有 
109 =0 和 

EH)= FO +FF tt x) = g00) -f(x) 。 
即 有 gx%)= g(x%0)- f(xo) <0， 


由 假设 知 g(x。) 绝 对 小 于 0 而 7(m) 为 非 负 数 ， 但 是 这 与 当 x 取 wo 时 g(x) 能 有 最 
小 值 的 结果 相 了 矛盾 ， 因 为 那样 的 话 gx) 应 该 等 于 0。 


下 一 个 例子 是 取 自 1994 年 在 IMO 上 的 一 道 题 ， 运 用 高 斯 配对 原理 和 单调 化 方法 
可 以 帮助 解决 这 个 有 难度 的 问题 。 


例 3.2.6 设 m, 疡 是 正 整数 ， 设 aa …, a 是 集合 {1, 2,…， 中 互 不 相同 的 
元 素 ， 只 要 存在 i, j,1< i<j <m 满足 a+aj<n , 便 存在 k,，1<k<m 有 a +q) = qo 
证 明 ， 

QI 十 G2 十 … 十 Gm >z+1 
m 2 

解答 ”这 不 是 一 道 简单 的 题目 ， 问 题 的 一 部 分 难点 是 搞 清 问 题 的 叙述 ! 我 们 称 具 
有 题 中 所 描述 性 质 的 数列 为 “好 的 ”数列 。 换 名 话说 ， 一 个 好 的 数列 是 这 样 的 
4 4 …，4am ,它们 是 集合 {1, 2,…，n} 中 互 不 相同 的 数 ,使 得 只 要 存在 i,j, 1<i&j<m 
满足 a,+aj<n ， 则 存在 k，1< < m 使 a,+a, =a,。 我 们 从 为 m,n 贼 简单 的 值 入 手 ， 
比如 令 m=4，n = 100， 我 们 得 到 了 一 个 由 1 到 100 间 ( 含 两 端 的 不 相同 的 正 整数 
组 成 的 数列 a，a,，a3，a4 。 一 个 可 能 的 数列 是 5，93，14，99， 这 是 个 好 的 数列 吗 ? 
我 们 注意 到 a +a, = 98<100 ,所 以 我 们 需要 的 是 一 个 能 使 a:= 98 的 上， 但 可 惜 这 样 的 
上 是 不 存在 的 。 我 们 尝试 改进 这 个 数列 ， 改 为 5，93，98，99。 现 在 试 着 在 该 数列 中 
找到 两 个 数 ， 这 两 个 数 的 和 等 于 或 小 于 100。 那 么 能 找 出 的 两 个 数 只 能 是 (5，93)， 
可 以 确定 ， 它 们 的 和 就 是 这 个 数列 中 的 一 项 ， 所 以 这 个 数列 是 一 个 好 的 数列 。 下 面 计 
算出 它 的 平均 数 ， 事 实 上 ， 我 们 得 到 
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5+93+98+99 >100+1 
4 2 六 

但 是 为 什么 这 个 不 等 式 能 够 成 立 昵 ?我 们 来 试 着 构造 m = 6，n = 100 时 的 另 一 个 
好 的 数列 。 已 知 数列 的 前 两 项 是 11 和 78， 有 11 + 78 = 89<100, 那么 该 数列 中 一 定 包 
含 89 这 一 项 ， 则 数列 的 前 三 项 为 11，78，89。 注 意 到 89 + 11<100， 所 以 100 一 定 也 
是 该 数列 中 的 项 ， 那 么 这 个 数列 就 是 11，78，89，100。 如 果 想 在 数列 中 添加 另 一 个 更 
小 的 项 时 就 需要 小 心 了 。 例 如 ,如果 添加 的 数字 是 5， 这 就 需要 在 数列 中 添加 11 +5 = 
16 和 78+5= 83 以 及 89 + 5= 94 这 几 项 ， 但 是 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 我 们 要 求 的 数列 
只 有 6 项 。 从 另 一 方面 说 , 添加 两 个 大 一 点 的 数字 时 不 存在 困难 。 一 个 可 能 的 数列 是 

11，78，89，100，99，90。 那 么 又 得 到 ， 
11+78+89+100+99+90 

6 

我 们 仍 需 指出 为 什么 存在 这 种 情况 。 等 式 两 边 同 乘 6， 可 以 得 到 ， 


11 +78+89+100+99+90> bx =3x101, 


>101. 
学 


它 强烈 暗示 我 们 尝试 将 数列 中 6 个 项 分 为 三 组 ， 并 将 每 组 两 个 数 相 加 得 到 三 个 和 ， 它 
们 都 比 101 大 。 实 际 上 这 是 很 容易 做 到 的 ， 
11+78+89+100+99+90= (11+100)+(78+89)+(99+90) 。 


在 一 般 情 况 下 也 能 这 样 做 吗 ? 我 们 希望 也 能 这 样 做 ， 但 实际 上 需要 证 明 一 个 稍 强 的 结 
论 。 毕 竟 ， 数 列 中 的 项 并 不 总 是 恰好 成 对 的 ， 正 如 上 述 情形 ， 尽 管 如 此 序列 中 所 有 项 
的 和 总 是 很 大 的 。 然 而 ， 尝 试 证 明 一 个 更 强 的 命题 不 会 对 我 们 的 证 明 造 成 什么 妨碍 。 
有 时 候 更 强 的 结论 证 明 起 来 反倒 更 容易 。 


我 们 试 着 提出 一 种 适用 于 m= 6，n = 100 情形 下 所 有 序列 的 论证 方法 。 首 先是 单 
调 化 ! 这 能 起 到 简化 问题 的 重要 作用 。 不 失 一 般 性 地 假设 ,我 们 得 到 的 数列 是 一 个 好 
的 数列 ， 并且 

<a<a<a<a < a. 
由 于 好 数列 中 的 每 一 项 都 是 不 相同 的 ， 所 以 上 式 是 严格 不 等 式 , 这 正 是 好 数列 的 特征 
之 一 。 

我 们 想 知道 是 否 能 将 这 些 项 配 成 对 , 从 而 使 得 每 一 对 的 和 大 于 或 等 于 n+ 1。 让 我 
们 先 暂停 并 思考 一 下 策略 。 已 经 假设 了 这 个 数列 是 个 好 的 数列 〈 并 且 是 单调 的 ) ， 我 
们 希望 得 到 的 结论 是 三 个 不 等 式 。 要 想 直 接 证 明 三 个 不 同 的 不 等 式 是 不 容易 的 〈 如 果 
是 个 更 大 的 数值 ， 那么 证 明 就 会 更 难 )。 反 证 法 则 是 一 种 更 有 希望 的 方法 ,因为 在 应 
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用 反 证 法 时 我 们 只 需要 假设 其 中 一 个 不 等 式 不 成 立 , 如 果 这 与 已 知 条 件 了 矛盾， 那么 我 
们 就 证 明了 想 要 的 命题 。 不 仅仅 是 这 样 ,如 果 假 设 两 数 相 加 的 结果 小 于 n+ 1， 也 就 是 
说 两 数 之 和 <n， 这 恰好 符合 定义 中 的 好 数列 的 要 求 ， 因 此 这 样 的 方法 看 起 来 确实 很 
有 项 望 成 功 ! 所 以 ， 利 用 单调 数列 的 对 称 性 ， 假 设 下 列 和 式 
+a，a+a，q 二 GaQ4 

中 至 少 有 一 个 小 于 或 等 于 xn。 选 出 a+as 这 一 项 ， 如 果 这 个 和 小 于 或 等 于 n， 该 数列 
的 “好 的 ”这 一 性 质 就 意味 着 在 at 中 存在 一 项 的 值 是 a+as， 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 
数列 是 正 数 且 是 单调 的 ， 这 样 就 出 现 矛 盾 了 ! 


现在 试 着 假设 a,+as <n， 它们 的 和 是 ak， 其 中 大 是 某 个 1 到 6 之 间 的 整数 。 上 述 
和 是 严格 大 于 as 的 ， 所 以 一 定 有 wmw + = a6 。 到 目前 为 止 还 没有 出 现 矛 盾 。 但 我 
们 尚未 充分 利用 数列 是 “好 的 ”这 一 假设 条 件 。a + a; 的 和 是 严格 小 于 略 + 必 的 和 (由 
单调 性 可 知 )， 因 此 am +a = q%， 其 中 /是 某 个 1 到 6 之 间 的 整数 。 由 于 要 求 w> as， 
那么 % 只 能 满足 % = ak。 但 是 这 是 不 可 能 的 , 因为 gl + as 的 和 是 严格 小 于 aa +a = a6 
的 ， 因 为 所 有 的 项 都 是 不 相同 的 。 这 便 得 到 了 另 一 个 矛盾 。 

同样 地 ， 如 果 假设 有 a, + as <n, 数列 是 “好 的 ”这 一 性 质 就 意味 着 a,+ a 的 和 等 
于 as 或 者 a6。 但 是 a+as 和 a,+a4 的 和 也 同样 <n, 并 且 都 比 a4 大 且 互 不 相同 ,这 就 
又 出 现 了 一 个 矛盾 , 即 我 们 有 三 个 不 同 的 加 和 (a,+a, ，a, +a, 和 a+as), 但 却 只 有 
两 个 可 能 的 值 (as 和 ac)。 

最 终 ， 我 们 可 以 构造 一 个 一 般 性 的 论证 。 在 你 看 这 个 论证 之 前 ， 先 试 着 自己 写 出 
来 。 以 下 的 论述 中 假设 ”是 偶数 。 当 “是 奇数 时 ， 你 只 需 对 已 有 论证 稍 加 改变 即 可 。 

已 知 数列 a，a,,…，a, 是 一 个 “好 的 ”数列 ， 并 不 失 一 般 性 地 假设 

ad<qa< …… <a,。 
我 们 将 要 通过 证 明 “a+a,，@2+am Gan， Ga 中 每 一 组 数 都 是 大 于 或 等 于 + 1 
2 2 

的 ”这 个 更 强 的 结论 , 来 证 明 a +a, 十 … Ha 。 假 设 后 者 不 成 立 , 对 某 个 /<< 
n/12 ,一 定 有 a)+a,_j<n 。 数 列 是 “好 的 ”这 个 性 质 蕴含 着 存在 £t，1 < k< m， 使 得 
aj+aq,j = 。 而 实际 上 kt>m 一 j， 因 为 每 一 项 都 是 正 数 且 数 列 是 单调 增加 数列 。 同 
样 地 ， 下 列 j 个 和 式 


G+an-，Ga+an 01 Go-/ 


中 的 每 一 项 都 小 于 或 等 于 m， 且 互 不 相同 ， 并 且 每 一 个 和 都 大 于 w_，。 数 列 是 “好 的 ” 


全 多 怎 杆 解 题 ， 数学 竞赛 攻关 宝典 


这 个 性 质 暗 示 上 述 的 每 一 个 和 都 等 于 a,， 其 中 /是 满足 [>n 一 / 的 正 整 数 。 对 正 整 数 / 
而 言 ， 只 有 7- 1 种 不 同 的 选择 ,但 是 共有 j 个 不 同 的 和 。 这 样 我 们 便 找 到 了 想 要 的 矛 
盾 。 轿 


问题 与 练习 


题 3.2.7 想象 一 下 ， 在 一 个 无 限 大 的 棋盘 上 的 每 个 格子 内 都 有 一 个 正 整数 ， 如 果 每 个 格 
子 内 的 值 等 于 与 它 相 邻 的 东 、 南 、 西 、 北 方向 四 个 格子 中 数字 的 平均 值 ， 请 证 明 ， 所 有 格子 内 
的 值 都 是 相等 的 。 


题 3.2.8 已 知 贺 周 上 有 2000 个 点 , 且 每 个 点 上 都 有 一 个 数字 ， 每 个 数字 都 等 于 与 这 个 数 
字 最 相 邻 的 两 个 数 的 平均 值 ， 请 证 明 ， 所 有 的 数 都 是 相等 的 。 


题 3.2.9 (BAMO 2004) 瓷砖 平 面 的 一 种 多 边 形 平 铺 是 将 各 个 多 边 形 放置 在 平面 内 并 使 得 
多 边 形 内 部 互 不 重要 ,而 每 个 多 边 形 的 顶点 都 与 另 一 个 多 边 形 的 顶点 重合 ， 并 且 平 面 上 没有 未 
被 覆盖 的 点 。 单 位 多 边 形 是 指 所 有 边 长 都 是 1 的 多 边 形 。 


用 无 穷 多 个 单位 正方 形 铺 满 平面 是 很 容易 做 到 的 ， 同 样 地 ， 用 无 穷 多 个 单位 等 边 三 角形 铺 
满 平面 也 是 很 容易 做 到 的 。 

(a) 证 明 用 无 穷 多 个 单位 正方 形 和 无 穷 多 个 单位 等 边 三 角形 瓷砖 也 能 铺 满 台 个 平面 。 

(b) 证 明 用 无 穷 多 个 单位 正方 形 和 有 限 多 个 (至少 是 一 个 ) 单位 等 边 三 角形 之 砖 是 不 能 铺 
满 平面 的 。 


题 3.2.10 假设 你 有 有 限 枚 硬币 且 位 于 同一 个 平面 ， 但 直径 各 不 相同 。 证 明 一 枚 硬币 最 多 
只 能 与 其 他 五 枚 硬币 相 切 。 


题 3.2.11 修正 例 2.3.5 中 的 证 明 。 证 明 甚 至 在 一 个 四 多 边 形 中 ， 我 们 也 能 找到 -一 个 锐角 ， 
并 利用 这 个 锐角 来 “分 割 ” 得 到 一 个 三 角形 ， 为 什么 在 此 我 们 需要 使 用 极端 原理 呢 ? 


题 3.2.12 〈 加 拿 大 1987) n(n>1) 个 人 同时 站 在 一 个 宽广 平坦 的 运动 场 上 ， 对 每 个 人 
而 言 , 他 到 其 他 人 的 距离 是 各 不 相同 的 。 每 个 人 都 拿 着 水 枪 射击 离 他 最 近 的 人 。 当 ?是 奇数 时 ， 
至 少 有 一 个 人 没 被 水 射 到 。 当 ”为 偶数 时 此 结论 仍 成 立 吗 ? 


题 3.2.13 我 们 在 处 理 GCD-LCM 问题 时 (参见 例 3.2.4) 省 略 了 数列 最 终 会 形成 一 种 链 式 
关系 的 证 明 ， 链 式 关系 指 的 是 每 一 个 元 素 都 可 以 整除 下 一 个 元 素 〈 当 数列 中 的 数 按照 递增 的 顺 
序 排列 时 )。 请 为 原 证 明 补充 上 这 段 证 明 (如 果 你 理解 了 原来 的 论述 ， 那么 只 需 稍 作 努力 就 应 
该 能 完成 这 个 证 明 )。 


题 3.2.14 (俄罗斯 1996) 回 文 指 的 是 无 论 是 顺 读 还 是 便 读 都 是 一 样 的 数字 或 是 单词 。 比 
如 说 ,“176671” 和 “civic” 就 都 是 回 文 。 那 么 按 粘 序 写 下 从 1 到 n(n 是 大 于 1 的 ) 所 得 到 的 
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数字 会 是 回 文 吗 ? 


题 3.2.15 把 整数 1，2，3，…, 大 按 任意 顺序 (不 重复 地 ) 填 在 一 个 有 nxn 个 格子 的 棋盘 
里 , 每 个 格子 只 能 填 一 个 整数 。 证 明 存在 两 个 相 邻 的 格子 ,它们 中 填 和 信 的 数字 相差 至 少 为 n+ 1 
( 相 邻 指 水 平 的 、 垂 直 的 或 是 对 角 的 相 邻 ,) 


题 3.2.16 在 读 完 题 2.1.26 后 ， 你 可 能 得 到 了 这 样 一 个 结论 : 可 能 一 笔画 出 的 图 形 只 能 是 
那些 交点 阶 数 〈 即 从 交点 处 发 散 出 的 线段 数 ) 都 是 偶数 的 图 形 ， 或 者 是 恰 有 两 个 阶 数 为 奇数 的 
交点 的 图 形 ， 并 且 在 后 一 种 情形 中 ， 路 径 必须 是 以 某 个 奇数 阶 的 交点 为 起 点 ， 并 以 另 一 个 奇数 
阶 的 交点 为 终点 。 现 在 请 运用 极端 原理 证 明 如 下 推测 : 考虑 最 长 的 “合法 ”路 径 并 证 明 (可 通 
过 反 证 法 ) 这 条 路 径 包含 了 你 所 要 画 的 图 形 中 所 有 的 线段 。 


题 3.2.17 数论 中 的 极端 原理 。 在 例 3.2.4 中 ， 我 们 知道 了 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 这 两 
个 概念 。 现 在 我 们 将 要 介绍 另 一 个 简单 的 数论 思想 一 “ 带 余 除法 法 则 。 


设 0,， 是 两 个 正 整 数 ， 旦 存在 D>a， 那 么 存在 整数 9，r 满足 g>1，0<r<a， 则 有 : 


b=gatr。 
换 名 话说 ,a 除 以 5 后 所 得 的 商 是 正 整数 g， 余 数 是 ,7 至 少 是 零 ( 当 o 人 时， 等 于 0) 但 小 于 
4。 带 余 除 法 法 则 是 个 很 “显而易见 ”的 概念 ， 你 在 小 学 时 就 已 经 看 到 过 这 个 法 则 了 ， 它 实际 
上 是 良 序 原 理 的 一 个 推论 。 


(a) 作为 准备 工作 ， 通 过 考虑 当 x 取 所 有 可 能 的 正 整数 时 ,使 5 一 az 为 最 小 非 负 值 ， 从 而 严 
格 证 明 带 余 除 法 法 则 。 

(b) 另 一 准备 工作 : 证 明 (本 题 可 能 会 花费 一 些 时 间 !1) 车 db 且 dc， 则 对 于 任意 整数 和 
( 正 整 数 或 负 整数 ) al(bx + cy) 都 成 立 。 

(c) 证 明 若 ajm ， 且 站 m ， 那 么 有 LCM(a,D)|m 。 

(d) 最 后 证 明 : 对 任意 整数 a,b ，a,5b 的 最 大 公约 数 等 于 ax+by 的 最 小 值 ， 此 处 x,y 可 
以 是 所 有 整数 ( 正 或 负 )。 例 如: 若 a=7, 5=11, 可 得 GCD(7,11) = 1 (因为 7 和 11 都 是 素数 ， 
除了 1 之 外 无 其 他 公约 数 )， 但 是 我 们 有 1 = (-3)x7 + 2x11。 

题 3.2.18 设 多 项 式 P(x)=a,x" +a,x"!+…+ao 的 系数 都 为 整数 ， 设 g 是 个 素数 。 如 果 
4 是 每 一 系数 4,， ，4,.。，…，q1，ao 的 约 数 , 但 g 不 是 系数 4, 的 约 数 , 9 不 是 系数 ao 的 约 数 ， 
那么 PCx) 在 有 理 数 范围 内 是 不 可 约 的 ， 也 就 是 说 ，P(x) 不 能 被 分 解 成 两 个 系数 是 有 理 数 的 非常 
值 多 项 式 。 
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3.3 抽 居 原理 


初级 抽 民 原理 


抽 展 原理 ”可 以 最 简单 地 陈述 为 : 


如 果 你 拥有 的 鸟 于 比 久 物 要 多 ， 当 你 打算 把 这 些 鸟 子 放 进 这 些 鸟 筷 里 时 ， 至 少 有 
一 个 鸟 物 要 装 最 少 两 只 鸟 子 。 


令 人 惊讶 的 是 ， 这 个 看 上 去 并 不 重要 的 观点 被 很 多 数学 家 所 重视 ， 它 被 认为 与 高 
斯 的 配对 技巧 一 样 重要 。 举 个 例子 ， 抽 展 原 理 在 处 理 1994 年 Putnam 竞赛 的 至 少 三 个 
问题 时 都 起 到 了 至 关 重 要 的 作用 。 下 面 的 儿 个 例子 将 会 使 你 相信 其 不 同 凡响 的 作用 。 


例 3.3.1 已 知 平面 内 的 所 有 点 分 别 被 涂 成 了 红色 或 蓝 色 。 证 明 无 论 怎样 去 涂 色 ， 
一 定 存在 两 个 相距 一 英里 的 点 ， 其 所 涂 的 颜色 相同 。 


解答 ”要 想 快速 地 得 到 解决 方案 仅仅 是 浪费 时 间 。 任 选 一 个 点 ， 不 失 -一般 性 地 ， 
我 们 选择 一 个 红色 的 点 。 画 出 以 这 个 点 为 图 心 ,半径 是 1 英里 的 一 个 圆 。 如 果 这 个 加 
的 圆周 上 的 某 一 个 点 是 红色 的 ， 那 么 我 们 就 完成 了 证 明 。 如 果 这 个 圆 的 国 周 上 的 所 有 
的 点 都 是 蓝 色 的 ， 那 么 我 们 也 已 证 明了 结论 。 因 为 我 们 可 以 在 圆周 上 找到 两 个 相距 1 
英里 的 蓝 色 点 (为 什么 ?)。 


证 明 这 个 并 不 困难 ， 但 抽 屠 原理 并 未 用 上 。 请 思考 ; 想象 一 下 一 个 边 长 是 1 英里 
的 等 边 三 角形 的 某 个 顶点 ， 若 三 角形 的 三 个 顶点 上 只 涂 两 种 颜色 ， 抽 县 原 理 告诉 我 们 
其 中 两 个 顶点 上 所 涂 的 颜色 一 定 相同 ! 重 


下 面 是 另 一 个 简单 的 例子 。 
例 3.3.2 已 知 有 一 个 单位 正方 形 ， 如 果 有 五 个 点 在 这 个 正方 形 的 内 部 或 是 边 上 ， 
那么 这 五 人 点 中 有 两 个 点 的 距离 最 多 是 个 单位 长 度 。 


解答 将 单位 正方 形 分 制 为 四 个 了 x 的 小 正方 形 。 运 用 抽 民 原理 ， 某 个 小 的 正 


方形 一定 包 合 到 少 两 人 点， 因为 每 个 小 正方 形 的 对 角 线 长 是 \2 ， 那 么 这 个 距离 就 是 


四 为 纪念 19 世纪 著名 数学 家 Peter Dirichlet， 抽 层 原理 有 时 也 被 称 为 Dirichlet 原理 ， 或 者 “的 筹 原 
理 "。 
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能 够 快速 得 到 完美 的 解决 方案 是 抽 居 原理 典型 的 特点 。 以 上 的 例子 非常 简单 。 大 
多 数 分 类 问题 的 解决 过 程 常常 需要 以 下 三 个 步 又 ， 

(1) 先 确 定 这 个 问题 可 能 需要 运用 抽 层 原理 来 解决 ， 

(2) 确定 什么 代表 鲍 子 ， 什 么 代表 的 笼 。 这 常常 是 解决 问题 的 突破 口 ， 

(3) 在 应 用 了 抽 层 原理 以 后 ， 常 常 还 有 更 多 的 工作 要 去 做 。 有 了 时候 抽 居 原理 只 
能 得 到 “ 侧 数 第 二 步 "， 有 时候 得 到 的 仅仅 是 个 中 间 结 果 。 熟 练 运用 技巧 的 解 题 者 会 
想 出 一 个 战略 方法 来 处 理 这 个 问题 。 


这 里 我 们 举 个 简单 的 例子 来 说 明 运用 抽 层 原理 可 以 得 到 倒数 第 二 步 。 在 以 后 的 解 
题 过 程 中 遇 到 很 多 其 他 问题 时 ， 你 可 以 把 这 个 问题 作为 一 种 解 题 基础 。 


例 3.3.3 在 任意 n+ 1 个 正 整数 中 ,一 定 存在 两 个 数 ， 它 们 的 差 是 n 的 整数 倍 。 


解答 很 显然 , 倒数 第 二 步 便 是 要 意识 到 两 个 想 要 的 数 被 » 除 后 必须 有 相同 的 余 
数 。 因 为 这 n+1 个 数 仅仅 可 能 有 nn 个 余数 。 这 就 证 明 完了 。 由 


下 一 个 例子 会 有 一 点 复杂 , 我 们 同样 要 注意 在 解答 问题 时 自信 是 一 个 非常 重要 的 
策略 。 对 勇 逆 和 脆 强 斗志 的 人 来 说 ， 这 并 不 是 一 个 非常 困难 的 题目 。 


例 3.3.4 (IMO 1972) 证 明 : 在 10 个 互 不 相同 的 两 位 数 (是 十 进 制 ) 组 成 的 集 
合 中 ， 存 在 两 个 没有 公共 元 素 的 子 集 ， 这 两 个 子 集中 元 素 的 和 是 相等 的 。 


解答 “我们 想 要 得 到 的 是 元 素 和 相同 的 两 个 子 集 ,所 以 将 子 集 作为 仿 子 来 看 是 很 
合理 的 ， 所 得 的 和 就 视 为 笼子 了 。 我 们 该 如 何 正确 地 将 仙子 放置 在 秒 子 里 昵 ? 首先 
我 们 先 看 看 那些 加 和 。 出 现 的 最 小 的 和 可 能 是 10， 出 现 的 最 大 的 和 可 能 是 99 + 98+ 
97 + … + 90。( 处 理 这 个 问题 时 ) 运用 高 斯 配对 原理 ， 就 有 189x5 = 945。 最 终 有 
945 一 10 + 1 = 936 种 不 同 的 和 。 


现在 我 们 要 来 数 数 的 子 的 个 数 了 。 子 集 (参见 6.1 节 ) 的 个 数 正好 是 2 = 1 024， 
由 于 1 024>936， 即 伍 子 数 要 比 笼子 数 多 ， 所 以 我 们 就 证 明 出 来 : 在 所 有 子 集中 , 一 
定 存在 两 个 子 集 的 元 素 的 和 是 相同 的 。 


我 们 真 的 已 经 证 明 完了 吗 ? 还 没有 。 问 题 中 明确 要 求 的 是 两 个 不 含 相同 元 素 的 子 
集 ! 不 要 紧张 。 当 然 ， 放 弃 现 在 已 经 证 明 出 的 部 分 是 个 很 精 糕 的 解 题 方法 ， 因 为 我 们 
至 少 已 经 证 明了 一 部 分 , 即 存在 两 个 不 同 的 子 集 (可 能 是 有 交集 的 ) 的 加 和 是 相等 的 。 
那么 我 们 是 否 能 够 用 这 个 条 件 去 找到 两 个 没有 交集 的 子 集 ， 并 且 这 两 个 子 集中 元 素 的 
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加 和 是 相同 的 呢 ? 这 是 可 以 找到 的 。 设 4、8 是 两 个 集合 ， 则 会 出 现 两 种 情况 ， 
*。 4 和 8 是 没有 交集 的 ， 符 合 题 意 ! 
。 4 和 B 是 有 交集 的 。 将 两 个 集合 中 相同 的 元 素 去 掉 后 就 得 到 两 个 没有 交集 的 
集合 了 ， 那 么 此 时 的 加 和 仍然 是 相等 的 (为 什么 ”)， 这 就 证 明 完了 。 
你 可 能 会 产生 疑问 ， 如果 去 掉 相 同 的 元 素 后 ， 其 中 一 个 集合 会 不 会 没有 任何 元 素 
了 呢 ? 这 是 绝对 不 可 能 的 。 为 什么 呢 ? 


中 级 抽 履 原理 


下 面 是 抽 民 原理 更 详细 的 描述 ， 它 在 实际 使 用 中 比 上 述 描述 的 基本 抽 居 原理 的 出 
现 频率 要 高 得 多 。[ 符 号 [x] (x 的 上 取 整 ) 的 含义 是 指 大 于 或 等 于 x 的 最 小 整数 。 举 
个 例子 来 说 吧 ，[「 天 |] =4。 更 多 的 信息 请 参见 5.1 第 。] 


如 果 有 六 只 的 子 和 万 个 钨 和 环 么 至少 有 一 个 的 间 半 有 至 少 |] 只 的 于 。 


注意 到 基本 抽 层 原理 是 如 下 情况 的 一 个 推论 :已 知 p>h， 那 么 [4 的 结果 至 少 为 
2。 你 可 以 通过 下 面 几 个 例子 来 验证 自己 是 否 真 的 理解 了 “中 级 抽 居 原理 ”中 的 这 句 
话 。 确 保 让 自己 真正 理解 为 什么 上 述 陈述 是 正确 的 。 

如 果 幸 运 的 话 ， 只 需要 将 这 一 战术 简单 漂亮 地 应 用 一次 就 能 解决 问题 。 但 是 通 党 
情况 下 ， 我 们 并 不 总 是 那么 幸运 ， 一 些 问题 的 求解 需要 多 次 运用 抽 尾 原理 ， 这 并 不 奇 
怪 。 每 次 使 用 抽 层 原理 时 ， 都 能 得 到 一 些 信息 。 下 面 将 举 个 多 次 使 用 广义 抽 居 原理 的 
例子 。 

例 3.3.5 (A.Soifer, S.Slobodnik) 41 个 棋子 被 放 在 一 个 10x10 的 棋盘 上 ， 证 明 
一 定 存在 5 个 棋子 互 不 相 碰 (棋子 相 碰 指 的 是 两 个 棋子 在 同一 行 或 同一 列 上 )。 

解答 ” 当 你 看 到 数字 41 与 10 同时 出 现时 ， 你 就 会 想到 抽 层 原理 可 能 会 被 用 上 
因为 所 仅 比 4x10 大 1。 一 上 直到 轴 居 原理 ， 我 们 不 得 不 注意 到 | 名 | =5， 这 时 全 人 
很 受 鼓舞 ， 因 为 这 就 是 我 们 要 找 的 棋子 数 。 当 然 至 此 问题 还 没有 解 完 ， 但 这 确实 提醒 
我 们 要 使 用 抽 层 原理 来 解 题 。 


让 我 们 来 这 样 做 吧 。 我 们 需要 找到 5 个 互 不 相 碰 的 棋子 。 如 果 把 两 个 棋子 放 在 不 
同 的 行 和 不 同 的 列 时， 它们 是 不 会 相 磁 的 ， 所 以 我 们 需要 找 的 是 5 个 在 不 同行 和 不 同 
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列 的 棋子 。 这 时 候 我 们 就 会 有 一 个 初步 的 设想 : 找到 5 个 不 同 的 行 , 每 一 行 上 都 有 “很 
多 ”模子 ,然后 可 以 从 其 中 的 一 行 中 任 选 一 个 棋子 ,找到 位 于 其 他 行 但 不 同 列 的 另 一 


个 村 ,已 知 有 1 行 和 人 4 个 地 抽 展 原理 告诉 我 们 半 -- 行 上 一 定 包 全 了 至 少 | 色 ] 


= 5 个 棋子 。 这 只 是 刚刚 开始 解决 问题 ， 我 们 可 以 再 次 运用 抽 居 原理 以 得 到 更 多 的 信 
息 吗 ? 当然 可 以 了 | 其 他 行 上 将 是 什么 样 的 情形 呢 ? 我 们 想 找到 含有 很 多 棋子 的 其 他 
行 。 我 们 已 经 找到 了 至 少 包 含 了 5 个 棋子 的 那 行 ， 在 下 面 的 解 题 中 就 不 再 考虑 这 一 行 
了 ! 我 们 最 多 会 去 掉 10 个 棋子 。 此 时 在 剩 下 的 9 行 中 包含 了 31 个 棋子 。 抽 层 原理 告 


诉 我 们 这 9 行 中 的 某 一 行 上 一 定 包 合 了 至 少 | 型 | =4 个 模子. 


现在 存在 一 种 递 推 的 关系 。 不 考虑 这 一 行 ， 再 次 运用 “ 抽 展 原理 ”， 我 们 可 以 知 
这 一定 有 基 一 行 上 至 少 包含 | 3 | = 3 个 横 巴 。 就 像 上 沁 过 程 那样 匆 绪 做 下 去 (检验 


一 下 !)， 可 以 发 现 另 一 行 上 至 少 包含 了 两 个 棋子 ,还 要 最 后 -- 行 一 定 至 少 包含 一 个 横 
子 。 


所 以 我 们 得 到 棋盘 上 有 五 个 特定 的 行 ， 每 一 行 上 分 别 至 少 包含 了 5，4，3，2，1 
个 棋子 。 现 在 我 们 可 以 构建 一 个 “和 平 共处 的 五 胞 胎 "， 首 先 选 出 至 少 包含 一 个 棋子 
的 一 行 。 其 次 是 找 出 至 少 含有 两 个 棋子 的 一 行 ， 这 一 行 上 至 少 有 一 个 棋子 不 会 与 第 一 
行 的 已 选 的 那 枚 特定 棋子 在 同一 列 ， 此 时 就 把 该 行 这 个 不 同 列 的 棋子 作为 第 二 个 横 
子 。 再 次 是 找到 至 少 包含 三 个 棋子 的 第 三 行 。 这 三 个 棋子 中 的 某 一 个 棋子 既 不 与 第 一 
个 棋子 在 同一 列 也 不 与 第 二 个 棋子 在 同一 列 ， 则 选择 这 个 棋子 作为 第 三 个 棋子 。 这样 
继续 下 去 ， 我 们 就 可 以 证 明 出 想 要 的 结果 了 1! 图 


这 个 经 过 详细 阐述 的 问题 完美 地 展示 了 抽 居 原理 的 战术 方法 和 异想天开 的 战略 
思想 的 使 用 ， 那 就 是 不 要 放弃 。 当 你 认为 某 个 问题 也 许 用 抽 慑 厌 理 可 以 解答 时 ， 那 就 
尝试 着 认真 地 去 做 吧 。 如 果 能 找到 题 中 的 伪 子 和 鸽 笼 的 话 ， 就 能 很 快 地 解决 问题 了 。 
如 果 用 抽 层 原理 解决 不 了 问题 请 不 要 放弃 ! 如 果 使 用 抽 层 原理 后 得 到 的 是 一 个 能 为 
下 一 步 提供 信息 的 结论 的 话 ， 那 么 就 再 用 一 次 抽 层 原理 吧 。 记 住 一 定 要 保留 已 经 得 到 
的 信息 ! 


高 级 抽 履 原理 


下 面 的 问题 都 是 有 一 定 难度 的 。 有 些 问题 很 难 是 因为 解 题 时 需要 将 抽 民 原理 与 其 
他 特定 的 数学 思想 相 结合 。 有 的 问题 仅仅 需要 运用 初级 抽 导 原理， 但 是 题 中 的 鲍 子 和 
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(或 ) 镶 笼 并 不 明显 。 


下 面 要 做 的 数论 问题 用 到 的 仅仅 是 初级 抽 层 原理， 但 是 对 鸽子 的 选择 上 却 是 很 巧 
妙 的 。 
例 3.3.6 《〈 科 罗拉 多 州 春季 数学 奥林匹克 竞赛 1986) 设 n 是 个 正 整 数 。 证 明 如 


果 有 nw 个 整数 ,那么 这 些 整 数 中 或 者 存在 某 一 个 整数 是 的 倍数 ,或 者 存在 某 几 个 整 
数 之 和 是 n 的 倍数 。 


解答 我们 需要 找到 某 些 数 是 n 的 倍数 。 那么 如 何 应 用 抽 展 原理 来 解 题 昵 ?参见 
例 3.3.3, 就 可 以 知道 答案 : 设 镶 笼 是 被 4 除 后 n 种 不 同 的 余数 , 如 果 有 两 个 数 在 同一 
个 馈 笼 里 ， 那 么 它们 的 差 将 会 是 及 的 倍数 。( 为 什么 ?) 


但 在 例 3.3.3 中 ,我们 是 将 n+ 1 只 钢 子 放 在 n 个 笼子 里 。 而 在 本 题 中 ， 只 给 了 n 
个 数字 。 那 么 我 们 如 何 去 创 造 n + 1 只 或 是 更 多 的 例子 呢 ? 同样 地 ， 我 们 该 如 何 选择 
住 子 以 便 我 们 能 够 得 到 的 倍数 是 原来 n 个 数 中 的 某 一 个 或 是 若干 个 数 之 和 呢 ? 


如 果 我 们 能 回答 上 述 两 个 问题 ， 我 们 就 算 证明 完 了 。 第 一 个 问题 是 非常 神秘 的 ， 
因为 题 中 所 给 的 信息 实在 太 少 了 。 但 第 二 个 问题 有 一 个 直观 的 可 能 的 答案 ， 即 设 鲍 子 
是 这 些 整数 的 和 , 如 果 选 择 了 恰当 的 鸽子 , 那么 鸽子 之 间 的 差 将 仍然 是 原来 数字 的 和 。 
那 我 们 该 怎么 做 呢 ? 设 将 这 些 数字 视 为 一 个 数列 a，a,,…，a, 。 考 虑 下 列 数列 ， 


D=as 
P=ata,s 


一 外 十 力士 Go 。 
我 们 用 字母 p 表示 鲁 子 ， 也 就 是 说 ，pi 表 示 的 是 第 上 只 鲁 子 。 注 意 到 对 任何 两 个 不 同 
的 下 标 i, j， 若 i<j， 那 么 p, ~ Pp, 的 差 就 等 于 a +a,s+…+a) 的 和 。 所 以 说 这 样 定 
义 铝 子 是 恰当 的 ,但 是 很 不 幸 的 是 这 样 的 人 鸟 子 只 有 只 。 不 过 这 并 不 像 我 们 所 见 的 那 
样 粳 糕 。 有 时 候 (如 例 3.3.4) 可 以 通过 分 割 问题 来 减少 的 笼 的 个 数 。 
我 们 现在 有 nn 只 鲍 子 P,P,,…, pr ， 那 么 有 下 面 两 种 情况 ; 
。 某 一 只 鲍 子 被 x 整除 后 的 余数 是 0， 证 明 完成 ! (为 什么 ? ) 
。 没有 任何 一 只 镶 子 除 以 n 后 的 余数 是 0， 那 么 现在 只 能 考虑 有 n-1 个 鸽 乱 了 。 
对 于 ”个 鸽子 而 言 ， 它 们 中 的 两 只 一 定 有 相同 的 余数 ， 所 以 它们 的 差 是 原来 
某 几 个 数 的 和 ， 而 且 是 的 倍数 ， 证 明 完成 。 国 
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下 一 个 例子 是 个 非常 著名 的 问题 ， 由 著名 数学 家 Paul Erd6s? 提 出 ,这 个 问题 之 所 
以 显得 不 平常 ， 是 因为 解 题 的 难点 在 于 伍 笼 的 选择 而 不 是 铜 子 的 选择 。 


例 3.3.7 设 ” 是 个 正 整数 , 从 集合 {1, 2, …, 2n} 中 选择 任意 (n+1) 个 元 素 组 成 子 
集 。 请 证 明 该 子 集中 一 定 含有 两 个 整数 ， 这 两 个 整数 中 的 一 个 可 以 整除 另 一 个 。 


分 析 ”该 题 中 的 语言 让 我 们 想到 党 试 去 使 用 抽 层 原理， 把 选 定 的 子 集中 的 m+ 1 
个 数字 设 为 久子 。 我 们 需要 创造 至 多 ”个 侗 笼 ， 因 为 有 m” + 1 只 鸽子。 我 们 想 让 选择 
出 来 的 鲍 笼 使 得 若 有 两 个 数字 放 在 同一 个 鸽 乱 里 时 ， 这 两 个 数字 能 满足 一 个 数字 能 被 
另 一 个 数字 整除 的 关系 。 那 么 每 一 个 伍 敌 则 是 具有 下 列 特征 的 整数 集合 : 如 果 a 和 b 
是 这 个 集合 中 的 两 个 元 素 ， 那 么 是 了 的 整数 倍 或 者 8 是 a 的 整数 倍 。 


我 们 试 着 构建 这 样 的 集合 ， 如 果 该 集合 中 含有 7 这 个 元 素 ， 那 么 所 有 其 他 的 数字 
则 或 是 7 的 约 数 或 是 7 的 倍数 。 设 该 集合 中 的 另 一 个 数 是 21, 那么 其 他 的 数字 一 定 或 
是 21 的 倍数 或 是 7 的 约 数 ， 等 等 。 所 以 ， 如 果 7 是 这 个 集合 中 最 小 的 元 素 ， 那 么 访 
集合 中 的 元 素 一 定 是 以 下 列 形式 出 现 的 一 列 数 : 7，7a，7ab，7abc，7abcd，…， 这 
里 的 a，b，c，qd… 都 是 正 整 数 。 

下 一 步 的 任务 就 是 要 将 集合 {1,2,…, 2n} 分 割 为 最 多 n 个 具有 上 述 特征 的 无 交集 
的 子 集 ， 这 并 不 是 件 容易 的 事 。 这 时 最 好 就 是 给 # 赋 上 一 些 比 较 小 的 值 做 下 试验 。 例 
如 ， 设 n=5。 试 着 将 集合 {2,3,4,5,6,7,8,9,10} 分 割 为 五 个 具有 上 述 特征 的 没有 交 
集 的 子 集 ， 每 个 集合 中 都 有 最 小 的 元 素 ， 我 们 需要 选 出 五 个 这 样 的 “种 子 "。 在 寻求 
一 般 性 方法 (适用 于 任意 的 方法 ) 的 过 程 中 , 唯一 “自然 ”的 五 个 种 子 的 选择 是 1， 
3，5，7，9。(2，4，6，8，10 这 列 数 中 不 包含 1， 而 1 是 任 一 个 集合 中 的 最 小 元 素 ， 
所 以 这 组 数列 不 是 我 们 要 找到 种 子 的 “自然 的 ”候选 者 。) 


注意 到 每 个 种 子 都 是 奇数 ， 只 需 将 每 个 种 子 乘 以 2， 就 可 以 得 到 剩 下 的 数字 了 。 
但 是 这 并 不 是 很 有 效果 , 因为 我 们 并 不 能 得 到 所 有 的 数字 。 但 如 果 就 这 样 一 直 做 乘法 ， 
我 们 便 得 到 了 分 割 
{1,2,4,8} , {3,6} , {5,10} , {7}, {9}。 
填 述 镶 笼 选取 得 非常 巧妙 。 如 果 从 {1，2，… ，10} 中 任 选 6 个 数 ， 那 么 必 有 两 个 元 素 
属于 上 述 分 割 后 的 五 个 集合 中 的 某 一 个 ， 由 于 某 些 集合 〈 在 本 例 中 只 有 2 个 ) 只 含有 
一 个 元 素 ， 所 以 在 同一 个 集合 中 的 这 两 个 数 不 可 能 属于 那些 只 有 一 个 元 素 的 集合 中 ， 


@ Erd6s，1996 年 逝世 ， 享 年 83 岁 ， 是 现代 最 多 产 的 数学 家 ， 一 生 共 写 作 或 参与 写作 了 1 000 多 篇 
论文 。 


人 生 杆 解 题 ， 获 省 充 赛 攻关 宝典 


因此 这 两 个 数 一 定 属于 集合 {1, 2, 4, 8} ，{3, 6} 或 {5, 10} 中 的 某 一 个 。 那 么 这 两 个 数 中 
的 其 中 一 个 必定 是 另 一 个 的 倍数 。 

一 般 情形 下 的 解 可 由 此 简单 推出 。 

正式 解 集合 11，2，3，… ，2n} 中 的 每 一 个 元 素 都 能 够 写成 唯一 的 23 的 形式 ， 
其 中 4 是 奇数 ,r 是 非 负 整数 ,每 一 个 不 同 的 奇数 4 定义 一 个 伪 笼 , 即 集合 {1, 2, 3，…， 
2n} 中 对 任意 的 整数 "具有 的 形式 2'q 的 所 有 整数 组 成 的 子 集 。( 例 如 ， 如 果 n= 100， 
当 4 = 11 时 ， 该 钢 笼 定义 为 集合 {11, 22, 44, 88, 176}) 因为 从 1 到 2n 有 nn 个 奇数 ， 
就 可 以 定义 二 个 互 不 相交 的 子 集 (这 些 集合 一 定 不 相交 ， 否 则 他 们 就 不 能 是 “ 伍 笼 ” 
了 )， 现 在 我 们 已 经 把 铀 笼 构建 完成 ， 根 据 抽 导 原理， 这 ”+ 1 个 数 中 必 有 2 个 同时 属 
于 这 个 锣 笼 中 的 某 一 个 ， 因 此 这 两 个 数 中 必 有 某 一 个 是 另 一 个 的 整数 倍 。 国 

接 下 来 的 问题 是 1994 年 的 Putnam 竞赛 试题 ,其 中 涉及 一 些 线性 代数 的 知识 ,这 


使 得 问题 本 身 就 很 困难 ， 但 最 有 趣 的 部 分 是 两 个 关键 步 又 ， 即 定义 函数 和 使 用 抽 懂 原 
理解 多 项 式 的 根 。 这 两 种 战术 都 有 着 很 广泛 的 应 用 。 


例 3.3.8 设 4 和 了 是 每 个 元 素 都 是 整数 的 2x2 的 矩阵 ，4, 4 +B,A+2B,4+3B, 
4+48 都 是 可 逆 的 矩阵 ， 且 它们 的 逆 矩 阵 中 的 每 个 元 素 也 都 是 整数 。 证 明和 矩阵 4+ 5B 
也 是 可 逆 矩 阵 且 它 的 逆 和 矩阵 中 的 元 素 也 都 是 整数 。 

解答 ”如 果 尤 是 元 素 都 是 整数 的 可 逆 和 矩阵， 且 它 的 逆 和 矩阵 的 元 素 也 都 是 整数 ,， 那 
么 det = 十 1。 这 是 因为 det 六 和 det(X") 都 是 整数 , 且 满 足 条 件 det(X”) = ldet 开 。 
相反 , 如 果 一 个 矩阵 的 行列 式 等 于 二 1, 那么 该 矩 阵 的 逆 中 的 元 素 都 是 整数 。( 为 什么 ? ) 

现在 定义 函数 f(t) 一 det(4+ 码 ) ,因为 4 和 如 3 都 是 元 素 为 整数 的 2x2 矩阵 , 则 /GD) 
是 关于 t 的 整 系数 二 次 多 项 式 (请 检验 1)。 因为 4, 4+B, 4+28, 4+38 以 及 4+48 
都 是 可 逆 矩 阵 ， 且 其 逆 矩 阵 的 元 素 为 整数 ， 我 们 可 知 下 列 五 个 数 

f(0), f(D, C2), 7(3),7(4) 
仅仅 取 值 为 1 或 -1。 运 用 抽 展 原 理 ， 可 得 其 中 至 少 有 三 个 函数 有 相同 的 取 值 。 不 失 一 
般 性 地 , 我 们 假设 该 值 为 1, 那么 当 t 取 三 个 不 同 的 数 时 二 次 多 项 式 (1) 都 等 于 1, 这 
意味 着 (1) 一 定 是 常数 多 项 式 , 即 f(t) =1。 因此, det(4+5B)=f(5)=1, 所 以 4+5B 
是 可 逆 和 矩阵 且 逆 矩阵 中 每 个 元 素 都 是 整数 。 图 

上 面 的 例子 从 数学 角度 来 说 是 非常 复杂 的 ,这 并 不 仅仅 是 因为 含有 线性 代数 的 缘 
故 。 在 这 一 题 我 们 使 用 了 两 个 新 的 战术 思想 : 
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。 当 取 三 个 不 同 的 值 时 ， 二 次 多 项 式 P(x) 不 可 能 等 于 相同 的 值 。 这 是 代数 学 

基本 理论 ( 见 第 5 章 ) 的 一 个 应 用 。 

” 定义 函数 工具 ， 它 是 在 尝试 解决 问题 之 前 将 问题 的 范畴 推广 的 策略 中 的 一 

部 分 。 

我 们 以 下 面 这 个 例子 结束 本 节 ， 除 了 其 他 精巧 的 观点 外 ， 它 还 包含 了 一 个 巧妙 的 
思想 ， 即 将 抽 导 原理 应 用 到 无 限 集合 上 。 请 你 在 看 问题 的 解答 之 前 一 定 要 先 花 时 间 自 
己 思考 下 问题 。 

例 3.3.9 已 知 8 是 平面 上 的 某 个 区 域 ( 没 必要 是 凸 的 形状 ) ， 其 面积 大 于 正 整数 
m。 请 证 明 能 够 通过 平移 9，( 也 就 是 说 ，8 是 在 同一 平面 上 的 移动 而 不 是 旋转 或 扭转 ) 
使 得 它 所 覆盖 的 部 分 至 少 有 n+ 1 个 格 点 。 

解答 先 举 个 具体 的 例子 。 如 图 ， 区域 5 的 面积 是 1.36 个 单位 面积 。 最初，5 只 
覆盖 了 一 个 格 点 ， 但 我 们 可 以 通过 将 它 向 下 或 是 向 后 平移 使 其 覆盖 两 个 格 点 。 


如 何 将 结论 扩展 到 一 般 的 情况 呢 ? 先 定义 一 个 运算 法 则 ， 这 个 运算 法 则 将 对 例子 
中 的 区 域 8 起 作用 ， 它 也 将 作用 于 任何 区 域 。 这 个 运算 法 则 包含 了 如 下 三 个 步 又 。 


1 2 


(1) 首先 , 将 5 分 割 为 有 限 个 小 的 区 域 ， 每 个 小 区 域 都 是 在 自己 的 正方 形 的 格 
子 内 ， 在 刚才 举 的 例子 中 ，3 被 分 为 a、b、c、d、e 五 个 区 域 。 
(2) 接 下 来 ， 在 各 自 所 属 的 格子 方 框 内 把 每 个 小 区 域 “ 提 起 来 "， 我 们 把 每 个 小 
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区 域 看 成 是 每 一 个 画 在 一 个 单位 格子 里 的 图 画 。 如 图 ， 再 将 每 个 方 格 整齐 地 堆 双 在 一 
起 , 现在 想象 我 们 用 大 头 钉 将 这 些 方 格子 固定 ， 那 么 钉子 将 从 每 个 格子 的 同一 个 地 方 
穿 过 ， 因 为 5 的 面积 大 于 1， 那 么 一 定 可 以 在 格子 上 找到 一 点 ， 使 得 钉子 从 该 点 穿 过 
并 刺 穿 了 两 个 图 画 。 在 该 例 中 ， 钉 子 刺 穿 的 图 画 是 a 点 和 < 点 ， 那 么 8 的 总 面积 是 小 
于 等 于 单个 方 格 面积 的 。 另 一 个 思考 的 角度 是 ; 想象 一 下 用 剪刀 将 每 个 小 区 域 从 方 格 
中 剪 下 ， 并 试 着 无 僚 加 地 把 它们 放 在 同一 个 小 格子 里 ， 这 是 不 可 能 做 到 的 ， 因 为 它们 
的 面积 之 和 是 大 于 ! 的 。( 相 同 的 理由 , 如 果 它 们 的 面积 之 和 大 于 整数 xn, 就 有 可 能 找 
到 一 点 ， 使 得 大 头 钉 在 方 格 的 同一 点 刺 穿 至 少 n+ 1 个 小 区 域 。) 

(3) 最 后 ， 标 下 被 刺 穿 图 形 中 被 刺 穿 的 那 一 点 并 重建 5, 被 刺 穿 那 一 点 用 黑 点 表 
示 。 因 为 黑 点 位 于 各 自 方 格 的 同一 点 ， 再 将 5 平移 (如 箭头 所 示 )， 使 得 其 中 一 个 时 
点 平移 到 格 点 处 ， 则 另 一 个 黑 点 也 将 平移 到 格 点 上 。 证 毕 ! 鲁 


问题 与 练习 
题 3.3.10 ”利用 反 证 法 证 明 中 级 抽 层 原理 。 


题 3.3.11 请 证 明 : 在 任何 一 个 由 有 限 个 人 组 成 的 会 议 上 ， 至少 有 两 个 人 认识 的 与 会 人 员 
数量 相同 (假设 “认识 ” 指 的 是 一 种 相互 的 关系 )。 

题 3.3.12 请 用 反 证 法 证 明 下 面 这 个 很 有 用 的 抽 层 原 理 的 变形 : 已 知 a，a,, … ，a, 是 正 整 
数 。 如 果 有 

(ataa+…tan) —n+1 

只 锣 子 被 放 在 n 个 镶 笼 中 ， 则 对 某 个 数 i,“ 第 i 个 鲍 笼 中 至 少 含有 am 只 例子 ”这 一 表述 一 定 是 
正确 的 。 

题 3.3.13 注意 到 例 3.3.2 中 的 关于 抽 层 原理 的 讨论 非常 简单 ， 请 指出 下 面 的 “ 解 题 方案 ” 
有 什么 错误 ? 

将 四 个 点 放 在 正方 形 的 四 个 顶点 上 ;， 这 时 该 四 个 点 之 间 的 相互 距离 最 大 。 那 么 第 五 个 点 一 
安 与 基 他 加 个 点 中 的 羔 一 个 点 的 下 在 内 ， 这 是 因为 当 第 五 个 点 位 于 正方 形 的 中 心 时 ， 该 


点 离 四 个 项 点 的 距离 最 远 ， 了 该 且 论 好手 于 。 


题 3.3.14 证 明 若 将 有 理 数 写成 无 限 小 数 的 形式 ， 则 必 为 无 限 循环 小 数 。 


题 3.3.15 ”已 知 有 七 个 点 置 于 边 长 为 1 个 单位 的 正六 边 形 的 内 部 。 证 明 至 少 存在 两 个 点 最 
多 相距 1 个 单位 长 度 。 
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题 3.3.16 已 知 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 里 有 101 个 点 。 证 明 其 中 的 某 三 个 点 形成 的 三 角形 
的 面积 不 会 超过 0.01 个 单位 面积 。 


题 3.3.17 证 明 在 任意 n+2 个 整数 中 存在 两 个 整数 ， 两 者 的 差 能 整除 2n， 或 两 者 之 和 能 
被 2n 整除 。 

题 3.3.18 从 集合 f 2 … 2n} 中 任 取 (n+ 个 元 素 作 为 子 集 。 证 明 这 个 子 集中 一 定 含有 
两 个 互 为 素数 的 整数 。 

题 3.3.19 已 知客 人 围 坐 在 饭店 里 的 一 个 回 形 桌 旁 。 食 物 被 放置 于 桌子 中 心 处 的 贺 形 平台 
上 ， 并 且 这 个 图 形 平台 是 可 旋转 的 〈 这 在 中 国 的 饭店 里 是 很 常见 的 ， 尤 其 是 在 宴会 上 )。 每 个 


人 都 点 一 道 不 同 的 菜 ， 并 且 将 每 个 人 所 点 的 菜 都 不 放 在 他 面前 。 证 明 : 通过 旋转 这 个 平台 至 少 
可 以 使 得 有 两 个 人 的 面前 是 他 们 所 点 的 菜 。 


题 3.3.20 考虑 由 NN 个 正 整数 组 成 的 数列 包括 = 个 不 同 的 整数 。 如 果 N>2" ， 证 明 存 在 一 
串 连 续 的 整数 ， 它 们 的 乘积 是 一 个 完全 平方 数 。 这 个 不 等 式 存在 改进 的 空间 吗 ? 
题 3.3.21 (韩国 1995) 对 任意 正 整 数 m， 证 明 存在 整数 a,5 满足 : 


Jem em 0<a+by3e 寺 由 


题 3.3.22 证 明 对 任意 正 整数 n， 存 在 一 个 正 数 只 包含 数字 7 和 0 并 且 是 ”的 倍数 。 


题 3.3.23 ”为 了 更 好 地 理解 例 3.3.7， 请 明确 构造 当 "= 25 时 的 伍 笼 。 证 明 在 这 个 情况 下 结 
论 也 成 立 。 


题 3.3.24 有 一 个 棋 手 准备 参加 锦标 赛 ,她 要 在 8 周 时 间 内 参加 一 些 练习 比赛 来 为 锦标 赛 
做 准备 。 她 每 天 至 少 进行 一 场 比赛 ， 但 是 一 周 最 多 进行 11 场 。 试 证 必 存 在 连续 的 几 天 ， 在 这 
几 天 中 她 正好 进行 了 23 场 比赛 。 

题 3.3.25 (Putnam 1994) 证 明 ; 给 直角 边 长 为 1 的 直角 三 角形 各 顶点 染色 ， 假 如 任意 两 
个 距离 至 少 为 2- V2 的 点 不 能 染 成 同 种 颜色 ， 则 不 可 能 用 4 种 颜色 将 其 染色 。 

题 3.3.26 (BAMO 1995) 设 >12 是 一 个 整数 ， 如 ,只 …, 已 ,2 是 平面 上 不 同 的 点 ， 证 明 ， 


存在 i, 使 得 RP,PP,…,P_P,PuP,… “这 些 距离 中 至 少 有 所 -1 个 比 PC 小 。 


题 3.3.27 在 例 3.3.5 用 了 几 次 抽 有 层 原理 来 解决 问题 。 这 里 存在 一 个 形式 上 很 有 趣 的 简单 
结果 ， 只 需 用 一 次 (中级) 抽 导 原理 就 能 得 出 。 你 能 找到 吗 ? 


题 3.3.28 下 面 的 问题 是 从 非常 简单 的 例 3.3.1 演变 过 来 的 。 但 是 ， 不 是 下 面 所 有 的 变形 
都 很 简单 。 祝 你 解 题 愉快 ! 

(a) 用 三 种 颜色 将 平面 染色 。 证 明 存 在 两 个 颜色 相同 的 点 刚好 相隔 一 个 单位 长 度 。 

(b) 用 两 种 颜色 将 平面 染色 。 证 明 其 中 必 有 一 种 颜色 包含 了 在 各 个 相互 距离 上 的 点 对 。 
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(c) 用 两 种 额 色 将 平面 染色 。 证 明 总 是 存在 一 个 顶点 颜色 一 样 的 等 边 三 角形 。 
(d) 试 证 存在 这 样 一 种 染色 方法 使 得 平面 上 不 存在 边 长 为 1 的 且 顶 点 同 颜色 的 等 边 三 角形 。 
(e) 用 两 种 颜色 将 平面 染色 。 证 明 存在 一 个 顶点 颜色 都 相同 的 矩形 。 


3.4 不 变量 


我 们 对 极端 原理 的 讨论 强调 了 从 问题 最 初 显现 的 混沌 状态 中 提取 关键 信息 的 重 
要 性 。 策略 就 是 通过 一 定 办 法 “减弱 ”问题 从 而 将 注意 力 集中 在 本 质 的 几 点 上 。 在 3.2 
节 中 ,我们 提 到 的 实现 这 些 策略 的 方法 就 是 将 注意 力 集中 在 极端 值 上 。 在 同样 的 战略 
指导 下 ， 我 们 还 可 以 采用 其 他 几 种 不 同 的 战术 。 这 里 我 们 就 介绍 一 下 不 变量 这 个 充满 
内 涵 的 主题 。 


顾名思义 ， 一 个 不 变量 仅仅 是 问题 的 一 部 分 ， 并 且 通 常 是 一 个 不 随 其 他 量变 化 而 
改变 的 数值 。 这 里 有 一 些 例子 。 

例 3.4.1 汽车 旅馆 房间 悖 论 。 回 顾 例 2.1.8， 我 们 提 到 这 样 一 个 问题 ， 三 个 女人 
要 入 住 一 家 汽车 旅馆 ， 设 g, p, 4 分 别 表示 蜂 客 所 有 花费 的 总 量 , 收 银 员 收取 的 费用 以 
及 旅馆 行李 工 的 收入 。 于 是 

g-p-d 

是 一 个 不 变量 ， 总 是 等 于 0。 

例 3.4.2 贺 壬 定理 。 给 定 一 个 固定 点 P 了 和 一 个 固定 的 贺 ， 通 过 P 作 直 线 交 圆 于 
点 革 和 点 Y。 点 了 关于 这 个 圆 的 敌 被 定义 为 数值 PXXPY 。 


圆 圭 定理 〈 或 者 叫做 POP) 表明 这 个 数值 是 一 个 不 变量 。 也 就 是 说 ， 它 不 随 所 作 
直线 的 改变 而 改变 。 举 个 例子 ， 看 下 图 ， 
PXKxPY= PX’xPY’ 


龙 


Yr 


相信 你 们 已 经 在 初等 几何 中 学 过 这 个 定理 ， 至 少 学 过 当 P 点 在 圆 内 时 的 这 一 定 
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理 。 详 细 证 明 可 以 参看 例 8.3.11。 


例 3.4.3 欧 拉 公式 。 最 初 遇 到 这 个 问题 是 在 例 2.2.12, 要 求 推断 任意 多 面体 的 点 、 
边 、 面 的 数量 之 间 的 关系 。 结 论 是 这 样 的 ， 假 设 we, 分 别 表示 一 个 无 孔 的 多 面体 的 
点 、 边 、 面 的 数量 ， 于 是 有 


v-e+f/=2 


成 立 ， 也 就 是 说 ,数值 v-e+f 是 一 个 不 变量 。 这 个 就 是 所 谓 的 欧 拉 公 式 。 至 于 如 何 
证 明 它 可 以 参看 问题 3.3.40 中 的 一 些 提示 。 


例 3.4.4， 对 称 性 。 虽 然 在 本 章 第 一 节 中 我 们 花 了 一 节 的 篇 幅 来 讲 对 称 性 ， 但 是 
这 个 主题 从 逻辑 上 来 讲 应 该 归 和 不 变量 的 概念 这 个 范畴 。 如 果 一 个 特殊 物体 (几何 的 
或 非 几何 的 ) 有 对 称 性 ， 则 在 一 些 变换 或 一 系列 变换 的 复合 的 意义 下 它 自己 就 等 同 于 
一 个 不 变量 。 举 个 例子 ， 一 个 正方 形 绕 其 中 心 旋转 0, 90, 180 和 270 度 时 就 是 一 个 不 
变量 。 

更 深入 地 讨论 ,通过 变量 代 换 w:=x+x!, 例 3.1.10 中 的 方程 x*+xY+x*+x+1=0 
得 以 解决 ， 这 是 因为 这 里 的 4 在 根 的 置换 意义 下 是 一 个 不 变量 。” 

例 3.4.5 被 9 整除 。 设 s(n) 表示 正 整 数 n 的 各 位 数 之 和 。 则 一 sm) 永远 可 以 被 9 
整除 。 例 如 n=136， 则 : 

n—s(n)=136—(1+3+6)= 126 =9x14。 

这 是 一 个 非 数 值 不 变量 的 例子 ， 尽 管 我 们 可 以 换 一 个 说 法 使 之 成 为 数值 不 变 的 ， 
比如 nn 一 s(m) 除 以 9 的 余数 始终 是 0。 

这 里 有 关于 整除 不 变量 的 另外 一 个 例子 。 


例 3.4.6 假设 一 开始 房间 是 空 的 ， 之 后 每 分 钟 要 么 进去 一 个 人 ， 要 么 出 来 两 个 
人 。 请 问 ，3' ”分 钟 之 后 ， 房 间 里 的 人 数 有 可 能 是 3 ”+2 个 吗 ? 

解答 ”如 果 现 在 房间 里 有 个人， 那么 一 分 钟 之 后 ， 房 间 里 的 人 数 变 为 n+ 1 或 
m-~2。 两 种 可 能 的 结果 出 现 的 差 为 3。 继续 下 去 ， 我 们 得 出 以 下 结论 ; 

在 任意 固定 的 时 刻 tf， 房间 中 人 数 的 所 有 可 能 值 之 间 的 差异 都 是 3 的 倍数 。 

3! 9 分 钟 之 后 ， 有 一 种 可 能 就 是 房间 里 正好 有 3: ”个 人 (假设 每 分 钟 都 进去 一 


@ 这 个 结论 来 自 于 Galois 理论 一 一 19 世纪 数学 界 最 伟大 的 成 果 之 一 。 它 主要 是 在 其 他 方面 发 展 了 一 
个 系统 的 方法 用 来 判断 多 项 式 是 否 可 和 解 。 详 细 的 信息 可 以 参看 Herstein 的 名 著 [20]。 
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个 人 )。 这 是 3 的 倍数 ， 于 是 所 有 可 能 的 人 数 都 是 3 的 倍数 。 因 此 ， 最 后 房间 里 的 人 
数 不 可 能 是 3100+2。 国 


最 简单 的 整除 不 变量 就 是 奇偶 性 ， 这 在 例 2.2.3 和 例 2.2.4 中 都 有 用 到 。 接 下 来 让 
我 们 探究 这 个 定义 的 更 多 细节 。 


奇偶 性 


整数 可 以 被 分 为 两 类 : 奇数 和 偶数 。 偶 数 能 被 2 整除 ， 奇 数 则 不 行 。 约 定 0 是 偶 
数 。 虽 然 下 面 的 事实 可 以 很 轻松 地 证 明 ( 试 试看 ! ), 不 过 你 应 该 从 小 就 熟知 这 两 点 的 。 

。 当 且 仅 当 一 些 整数 中 奇数 的 个 数 是 奇数 这 些 整数 的 和 是 奇数 。 

。 当 且 仅 当 一 些 整数 中 没有 偶数 这 些 整数 的 积 是 奇数 。 


你 也 许 会 认为 奇偶 性 是 一 个 很 粗糙 的 东西 ， 毕 竞 整数 有 无 数 个 ， 奇 偶 却 只 有 两 种 
可 能 ， 但 是 关于 奇偶 性 的 知识 有 时 候 正 是 我 们 所 需要 的 ， 特 别 是 问题 陈述 已 经 涉及 奇 
偶 性 的 时 候 。 这 里 举 一 个 最 基本 的 例子 ， 这 是 个 有 很 多 种 表现 形式 的 问题 。 这 个 版 本 
出 现在 1986 年 的 科罗拉多 春季 数学 奥林匹克 竞赛 上 。 


例 3.4.7 假设 有 127 人 参加 网 球 单打 锦标 赛 ， 证 明 锦标 赛 结束 时 ， 参 加 过 奇数 
场 比赛 的 人 数 是 偶数 。 


解答 ”很 多 人 解 不 出 这 个 问题 是 因为 假设 了 这 个 锦标 赛 有 一 个 特殊 的 制度 ， 比 如 
淘汰 制 或 循环 制 ， 等 等 ， 但 是 这 个 问题 并 没有 指定 赛制 。 其 内 在 的 含义 就 是 说 不 管 在 
哪 种 赛制 下 参加 过 奇数 场 比 赛 的 人 数 始终 是 偶数 。 举 个 例子 ， 可 能 有 一 场 锦标 赛 就 是 
谁 都 没有 参加 比赛 ， 这 样 参加 过 奇数 场 比赛 的 人 数 就 是 0 个 ， 是 偶数 ， 符 合 要 求 。 


看 上 去 约束 条 件 似 乎 很 少 。 但 有 没有 呢 ? 有 ， 每 场 比赛 只 能 有 两 个 人 参加 。 换 句 
话说 , 假如 4 和 8B 比赛 , 这 场 比赛 就 会 被 计算 两 次 , 一 次 算 在 4 的 比赛 场 数 内 ,一 次 
算 在 8 的 比赛 场 数 内 。 更 精确 地 讲 ,假设 g; 表 示 选 手 i 在 锦标 赛 结 束 时 参加 的 比赛 场 
数 ， 则 它们 的 总 和 

+g2+ g++ Bn 
一 定 是 偶数 ， 因 为 这 个 总 和 里 面 每 场 比赛 都 被 计算 了 两 次 ! 注意 到 这 个 总 和 总 是 偶数 
的 ， 不 仅 在 锦标 赛 结 束 时 是 ， 在 任何 时 候 都 是 。 

现在 得 出 结论 : 上 述 总 和 是 一 个 偶数 ， 并 且 它 是 奇数 个 (127 个 ) 数 的 和 。 如 果 

其 中 包含 的 奇数 是 奇数 个 ， 那 么 它们 的 和 不 可 能 是 偶数 ， 所 以 & 中 有 偶数 个 奇数 。 国 
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下 面 这 个 问题 出 自 1906 年 的 匈牙利 数学 奥林匹克 竞赛 。 我 们 要 引进 两 个 结论 ， 
一 个 就 是 奇偶 性 的 直接 应 用 ， 另 一 个 首先 要 巧妙 地 构造 新 的 不 变量 。 


例 3.4.8 设 a, a,,…, a, 是 1 2,…,n 的 任意 排列 。 证 明 : 如 果 n 是 奇数 ， 则 
(a -D(a, 一 2)(as -3)…(c 一 站 
是 一 个 偶数 。 


解法 一 了 解 一 下 具体 的 例子 当然 是 有 帮助 的 ， 例 如 ”= 11， 用 倒 推 的 方法 ， 我 
们 自问 , 什么 导致 了 乘积 (a -1)(a, -2Xa -3)…(o, -由 是 一 个 偶数 ? 明显 ,只 要 能 说 
明 a -1 a, 一 2, 4 一 3…, au 一 11 这 些 数 中 有 一 个 是 偶数 就 足够 了 。 如 何 证 明 这 点 呢 ? 
一 个 好 办 法 就 是 用 反 证 法 ， 因 为 我 们 需要 说 明 其 中 有 一 个 是 偶数 ， 但 不 知道 哪个 是 。 
但 是 如 果 我 们 假设 所 有 数 都 是 奇数 ， 那 就 需要 非常 详细 而 精确 的 信息 来 推导 了 。 所 以 
我 们 假设 a 一 1, 4, -2 a -3…, qu -11 中 每 一 个 都 是 奇数 。 现 在 我 们 就 能 得 出 每 个 a 
的 奇偶 性 。 我 们 发 现 其 中 6 个; 


ts ts 05 07, Ws hs 
是 偶数 ， 剩 下 的 5 个 : 


Q, 4, G6» Qs, Aio 
是 奇数 。 了 矛盾 ! 因为 a 是 1, 2,…, 11 的 一 个 排列 , 而 这 些 数 中 包含 5 个 偶数 和 6 个 奇 
数 。 明 显 这 样 的 论证 对 一 般 情 况 也 适用 ， 我 们 唯一 用 到 的 事实 就 是 11 也 是 一 个 奇数 。 
解法 二 ”关键 步 允 是 考虑 序列 的 和 。 我 们 有 : 
(qa -D+(as 一 2) 十 …+(o —n) 

=(a +ay+*+a,)—(l+2+."*+n) 

=(l1+2+:…+n)—(1+2+:…+n) 

=0， 
由 此 可 见 ， 这 个 和 是 一 个 不 变量 ， 不 管 怎么 排列 它 始 终 等 于 0。 奇 数 个 整数 的 和 等 于 
0 (一 个 偶数 ) ， 则 这 些 数 中 必定 包含 至 少 一 个 偶数 。 EE 


两 种 解法 都 很 漂亮 , 但 是 第 二 种 更 加 巧妙 些 。 请 尝试 将 这 里 学 到 的 新 的 方法 应 用 
到 将 来 磁 到 的 问题 中 去 。 

注意 寻找 “简单 ”的 不 变量 。 看 看 是 否 能 通过 重新 安排 问题 从 而 得 到 像 0 或 1 这 
样 简单 的 数字 。 

例 3.4.9 设 呈 , 忆 ,…,R wj 是 平面 上 不 同 的 点 , 用 线段 BB,BR,BR,…,P seP 1， 
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rR 连接 这 些 点 。 能 不 能 夯 出 一 条 直线 使 其 穿 过 所 有 这 些 线段 的 内 部 ? 
解答 这 里 奇偶 性 的 作用 体现 得 并 不 明显 ， 但 是 你 必须 把 奇偶 性 牢记 在 心 。 


只 要 问题 涉及 整数 ， 问 问 自己 它 有 没有 关于 奇偶 性 的 约束 。 必 要 的 话 尝试 与 已 各 
条 件 不 同 的 值 。 


这 个 问题 涉及 1997 个 点 。 尝 试 一 下 比 这 个 数量 少 一些 的 点 数 ( 试 试看 !) ， 你 会 
发 现 当 且 仅 当 点 的 个 数 是 偶数 时 才能 画 出 这 样 的 直线 。 由 此 可 见 奇 偶 性 的 重要 性 。 我 
们 来 对 7 个 点 这 种 特殊 情况 进行 严格 的 论证 。 同 样 ， 我 们 再 用 反 证 法 ， 因 为 “能 画 出 
这 样 的 直线 ”的 假设 给 了 我 们 很 多 能 利用 的 精确 信息 。 所 以 ， 假 设 存在 直线 L， 它 穿 
过 了 所 有 线段 的 内 部 。 这 条 直线 把 平面 分 成 “ 左 ” 和 “ 右 ” 两 部 分 。 不 失 一 般 性 地 ， 
不 妨 设 Pl 在 L 的 左边 ， 这 就 导致 P, 在 L 右边 ， 以 此 类 推 ， 只 在 工 的 左边 ，P4 在 L 
的 右边 …… 重 要 的 是 最 后 得 出 Py 也 在 的 左边 ， 与 己 在 同一 边 。 因 此 ，L 不 可 能 穿 
过 线段 己 P? 的 内 部 ， 了 矛盾 。 


这 个 论证 很 有 普遍 性 。 只 要 n 是 一 个 奇数 ，P1 和 P, 就 会 在 L 的 同一 边 。 国 
下 面 是 一 个 很 复杂 的 问题 ,要求 将 奇偶 性 分 析 与 抽 展 原理 的 深化 与 重复 应 用 相 结 


合 。 


例 3.4.10 (IMO 1985) 考虑 一 个 由 1 985 个 正 整数 组 成 的 集合 ， 集 合 中 元 素 可 
以 重复 出 现 ， 并 且 其 中 没有 一 个 数 的 最 大 质 因 数 超过 23。 证 明 这 个 集合 中 一 定 存在 4 
个 整数 ， 它 们 的 乘积 是 某 个 整数 的 4 次 赛 。 


解答 ”我们 将 用 比较 粗略 而 简单 的 方式 来 表达 解答 过 程 。 具 体 细节 留 给 你 们 自己 
补充 。 


集合 中 的 每 个 数字 都 可 以 写成 如 下 形式 ， 
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2434367A11613A176194236 ， 
其 中 指数 帮 ,万 …, 态 是 非 负 整数 。 两 个 具有 如 此 形式 的 数字 ，24 …234 和 25 .…23m ， 
它们 的 乘积 是 一 个 完全 平方 数 〈 某 个 整数 的 平方 ) 当 且 仅 当 对 应 的 指数 有 相同 的 奇偶 
性 〈 奇 数 或 偶数 )。 换 句 话说 ， 
(24 …234).(25 .,.235 ) 

是 一 个 完全 平方 数 当 且 仅 当 三 和 g1 有 相同 的 奇偶 性 , 有 和 8 有 相同 的 奇偶 性 ……, 万 
和 8 有 相同 的 奇偶 性 。( 已 知 0 是 偶数 。) 集合 中 的 每 一 个 数字 都 对 应 一 个 由 它 的 指数 
的 奇偶 性 组 成 的 9 元 组 。 例 如 ,数字 23517'23m 有 9 元 组 ( 偶 ， 奇 ， 偶 ， 偶 ， 偶 ， 偶 ， 
奇 , 偶 ， 奇 )。 


一 共有 512 种 不 同 的 9 元 组 的 可 能 性 。 通 过 反复 应 用 抽 导 原理， 我 们 推出 集合 中 

的 1 472 个 整数 可 以 归 为 736 对 ， 即 ; 
有 a, by; **°; ane, bre 。 
每 对 包含 的 两 个 数 的 指数 奇偶 性 9 元 组 完全 相同 。 因 此 ， 每 对 中 两 个 数字 的 乘积 是 一 
个 完全 平方 数 。 换 句 话 说， 如 果 我 们 假设 c = az ， 则 数列 
Cl Ca，…，CT36 

中 的 每 一 个 数 都 是 完全 平方 数 ， 因 此 数列 
中 的 每 一 个 都 是 最 大 质 因数 不 超过 23 的 整数 。 再 次 应 用 抽 导 原理， 我 们 推出 上 述 数 
列 中 至 少 有 两 个 数字 具有 相同 的 指数 奇偶 性 9 元 组 。 不 失 一 般 性 地 , 记 为 Vee 和 cj 。 
Vcr Vc) 是 一 个 完全 平方 数 。 也 就 是 说 ， 存 在 某 个 整数 n， 使 得 VcevVe' = 至， 因此 
cc) = 下。 但 是 cc = aojb ， 所 以 我 们 就 从 由 1985 个 整数 组 成 的 原 集合 中 找到 了 
乘积 是 某 个 整数 4 次 赛 的 4 个 数 。 加 


我 们 将 通过 一 个 著名 问题 来 结束 对 奇偶 性 的 讨论 , 这 个 问题 源 自 de Bruijn[7]。 它 
至 少 已 经 有 了 14 种 解法 , 其 中 有 几 种 是 不 变量 的 不 同方 式 的 应 用 (参见 [46] 中 这 些 解 
法 的 简单 易 懂 的 介绍 ) 。 我 们 介绍 的 应 用 奇偶 性 的 解法 ， 可 能 是 最 简单 的 一 种 了 ， 这 
个 方法 是 由 Andrei Gnepp 提出 的 。 这 是 一 个 漂亮 的 解法 ， 我 们 建议 你 在 看 这 个 解法 之 
前 先 对 问题 本 身 进行 思考 ， 这 样 你 将 能 够 深刻 体会 到 这 个 问题 的 困难 程度 以 及 Gnepp 
的 解法 的 巧妙 之 处 了 。 


例 3.4.11 ”一 个 矩形 被 一 些小 矩形 所 覆盖 ， 每 个 小 矩形 至 少 有 一 条 边 长 是 整数 。 
证 明 被 覆盖 的 矩形 至 少 也 有 一 条 边 长 是 整数 。 


解答 下 面 是 一 个 例子 。 大 和 矩形 被 放 在 以 单位 长 度 标记 的 网 格 的 平面 上 ， 并 使 它 
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的 左下 顶点 与 一 个 格 点 重合 。 观 察 发 现 ， 每 个 小 矩形 都 至 少 有 一 条 整数 边 ，4x2.5 的 
大 拢 形 也 有 这 样 的 性 质 。( 图 中 的 贺 转 在 我 们 下 面 的 论证 中 有 用 ， 我 们 将 在 下 面 解释 。) 


第 一 步 就 是 要 发 现 一 个 比较 合理 的 倒数 第 二 步 。 把 至 少 具有 一 条 整数 边 的 性 质 称 . 
为 “好 的 "。 如 何 说 明 大 矩形 是 “好 的 ” 昵 ? 把 它 如 此 定位 ， 使 它 的 左下 顶点 是 一 个 
格 点 ， 这 是 关键 : 


如 果 大 矩形 不 是 “好 的 "， 那 么 它 将 只 会 有 一 个 格 点 项 点。 但 是 如 果 矩 形 是 “好 
的 "， 那 么 它 不 是 有 两 个 格 点 顶点 (一 条 边 长 是 整数 )， 就 是 有 四 个 格 点 顶点 (长 和 宽 
都 是 整数 )。 


换 名 话说， 奇偶 性 扮演 了 这 样 一 个 角色 : 一 个 左下 顶点 是 格 点 的 矩形 是 “好 的 ” 
当 且 仅 当 它 的 格 点 顶点 数 是 偶数 ! 我 们 来 计算 格 点 顶点 数 ， 并 希望 可 以 说 明 大 和 矩形 的 
格 点 顶点 数 是 偶数 。 


当然 我 们 必须 用 到 “每 个 小 矩形 都 是 好 的 ”这 个 假设 。 考 虑 小 矩形 的 项 点， 它 可 
能 没有 一 个 格 点 顶点 ， 或 者 它 可 能 有 两 个 或 者 四 个 格 点 项 点， 但 是 由 于 它 是 好 的 ， 就 
绝 不 可 能 有 一 个 或 者 三 个 格 点 顶点 。 因 此 ， 如 果 我 们 计算 每 个 小 矩形 的 格 点 顶点 数 ， 
然后 把 它们 都 加 起 来 ， 并 将 这 个 和 记 为 5， 则 5 将 是 一 个 偶数 。 


但 是 我 们 重复 计算 了 一 些 格 点 顶点 。 例 如 在 上 面 的 图 中 ,所 有 的 格 点 顶点 都 用 图 


图 作 了 标记 。 一 共有 10 个 具有 格 点 顶点 的 矩形 ， 并 且 每 个 都 恰好 有 两 个 格 点 顶点 ， 
所 以 S=20。 


白色 的 圆圈 只 被 计算 了 一 次 ， 灰 色 的 被 计算 了 两 次 ,而 黑色 的 被 计算 了 四 次 , 所 
以 5 的 另外 一 种 算法 就 是 : 
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人 S=1x(# 白 色 圆圈)+2x(# 灰 色 圆 轿 )+4x 人 # 黑 色 加 图 ) 
=1x2+2x7+4xl=20 
一 般 情况 下 ， 在 计算 3 时， 肯定 会 重复 计算 一 些 顶点 。 下 面 是 两 个 很 容易 验证 的 
简单 结果 。 
。 我 们 只 会 计算 每 个 顶点 一 次 ， 两 次 或 者 四 次 一 一 但 不 可 能 是 三 次 。 
。 只 被 计算 一 次 的 顶点 只 可 能 是 大 矩形 的 顶点 。 


像 例子 中 一 样 给 格 点 染色 , 我 们 将 会 发 现 , 如 果 用 w，g, 5 分 别 代 表白 色 , 灰色 ， 
黑色 圆圈 的 数量 ， 那 么 ， 
S=mw+28+475 
因此 w=5~2g 45 就 是 大 矩形 的 格 点 顶点 数 。 因 为 8 是 偶数 ， 所 以 5- 28 一 4 也 是 
偶数 ， 即 大 矩形 是 “好 的 ”! 图 


这 个 解法 很 有 启发 性 。 一 个 有 经 验 的 解 题 者 可 能 将 其 中 的 要 点 理解 为 “将 大 矩形 
如 此 定位 ， 使 它 的 一 个 顶点 是 格 点 ， 然 后 考虑 格 点 顶点 个 数 的 奇偶 性 "。 这 个 聪明 的 
解法 有 两 个 关键 步骤 第 一 个 是 把 左下 项 点 定位 在 一 个 格 点 上 (构造 “自由 ”信息 ) ， 
第 二 个 就 是 推出 “好 的 ”这 种 性 质 的 奇偶 性 规律 。 剩 下 的 就 是 些 基本 的 论证 了 (就 像 
你 将 会 在 第 6 章 中 看 到 的 那样 ， 用 两 种 或 者 两 种 以 上 的 方法 计算 某 个 数 这 种 技巧 是 很 
普遍 的 )。 


模 运 算 和 染色 


奇偶 性 起 到 的 作用 是 惊人 的 好 ， 但 是 同时 它 也 是 比较 粗糙 的 。 毕 竞 ， 我 们 将 无 限 
的 整数 空间 缩减 为 只 包含 “奇数 ”和 “偶数 ”这 两 个 实体 的 微小 世界 。 有 时 候 我 们 需 
要 开拓 出 一 片 更 广阔 的 天 地 。 例 3.4.5 和 例 3.4.6 分 别 用 到 了 有 9 个 和 3 个 可 能 值 的 不 
变量 。 它 们 都 是 模 运算 的 例子 ， 即 : 根据 我 们 的 意愿 巧妙 地 选择 m， 模 mm 后 我 们 就 将 
整数 的 无 限 集 缩 减 为 只 有 有 限 个 可 能 值 的 有 限 集 。 


作为 练习 ， 下 面 是 例 3.4.5 中 提 到 的 断言 的 快速 证 明 。 你 或 许 想 要 回顾 下 2.3 节 讲 
述 的 同 余 关系 的 基本 性 质 。 不 失 一 般 性 地 ， 设 n 是 一 个 4 位 数 ， 用 10 进 制 将 其 表示 
为 abcd。 于 是 
n=10’a+10’b+1l0c+d 
因为 10=1(mod9) ， 对 任意 的 非 负 整 数 k， 我 们 有 10* =1 =1(mod9) 。 因 此 ， 
n=10’a+10°b+1l0c+td=1xa+1lxb+1lxc+d(mod9) 


并 不 需要 使 用 统一 的 符号 来 标记 ,但 是 这 是 一 种 方便 的 速记 ， 它 可 能 有 助 于 你 理 
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清 思路 。 更 重要 的 是 要 注意 如 下 可 能 性 , 即 不 变量 可 能 等 于 一 个 量 模 掉 一 个 恰当 的 mm。 


例 3.4.12 ”一 个 气泡 室 里 包含 了 三 种 类 型 的 粒子 : 10 颗 无 粒子 ，11 颗 > 粒子 和 
111 颗 Z 粒子 。 当 一 颗 志 粒子 和 一 颗 了 粒子 相 碰 时 ， 它 们 都 会 变 成 Z 粒 子 。 同 样 ，7 
粒子 和 Z 粒 子 相 碰 会 变 成 X 粒 子 , 了 粒子 和 Z 和 粒子 相 碰 会 变 成 了 粒子 。 气泡 宝 里 的 粒 
子 经 过 充分 磁 擅 后 最 后 会 只 剩 下 一 种 粒子 吗 ? 

解答 将 任意 时 刻 的 各 粒子 数量 记 为 一 个 有 序 三 元 组 (x, y, z) 。 让 我 们 做 些 试验 。 
开始 时 各 粒子 数量 为 (10, 11, 111) 。 如 果 一 颗 不 粒子 和 一 颗 了 粒子 相 碰 ， 新 的 数量 将 
变 为 (9, 10, 113) 。 这 里 有 什么 不 变量 吗 ? 我 们 发 现 , 了 粒子 的 数量 仍然 比 交 粒子 多 一 
颖 。 然 而 ， 相 比 一 开始 时 Z 粒子 的 数量 比 了 粒子 多 了 100 颗 ,， 现在 多 了 103 颗 。 这 个 
结果 看 上 去 还 没什么 规律 可 循 ， 但 是 我 们 要 保持 镇 定 ， 并 进行 更 多 的 试验 。 再 进行 一 
次 苦 了 碰撞 后 得 到 (8, 9, 115) , XX 和 了 粒子 之 间 数量 差 还 是 1， 但 是 7 和 了 Z 粒子 之 间 
的 数量 差 增长 到 了 106。 现 在 我 们 让 XZ 相 磁 ， 新 的 数量 变 为 (7, 11, 114) 。X-Y 数 量 
差 从 1 增长 到 4,， 六 Z 数 量 差 回落 到 103。 

如 果 你 对 模 运 算 的 可 能 性 不 熟悉 ， 那 么 数量 差 从 1 到 4 或 者 从 100 到 103 到 106 
再 到 103 这 些 变化 就 显得 杂乱 无 章 了 。 但 是 现在 就 可 以 猜想 

数量 差 是 模 3 的 不 变量 。 
为 了 正式 证 明 它 ， 假 设 (x, y, z) 是 某 个 确定 时 刻 各 粒子 的 数量 。 不 失 一 般 性 地 ， 考 虑 
和 所 2 相 磁 ， 新 的 数量 将 变 为 (x-l y+2, z 一 1) ， 能 很 容易 地 证 明 , XX 粒子 和 Z 粒子 之 
间 的 数量 差 没 有 变化 ， 而 工 粒 子 和 了 粒子 之 间 的 数量 差 变化 了 3 (了 粒子 与 Z 粒 子 的 
数量 差 也 一 样 ) 。 

我 们 以 最 初 的 数量 为 (10, 11 111) 为 出 发 点 推出 结果 。 区 了 数量 差 是 1， 因 此 它 模 
3 后 总 是 等 同 于 1 的 ， 从 而 励 粒子 的 数量 与 了 粒子 的 数量 不 能 一 样 ， 所 以 这 两 种 粒子 
的 数量 不 可 能 同时 都 为 0 个 。 同 理 可 得 : 其 他 两 对 粒子 的 数量 也 不 可 能 都 是 0。 国 

除非 我 们 并 不 关心 整数 的 代数 性 质 ， 不 然 染 色 的 应 用 跟 奇 偶 性 和 模 运算 相关 。 一 
个 有 关 染 色 的 例子 就 是 多 米 诺 问题 (参见 例 2.4.2) ， 这 个 问题 本 来 可 以 也 表述 为 一 个 
奇偶 性 问题 。 下 面 是 另外 一 个 例子 ， 用 到 了 12 种 颜色 。 

例 3.4.13 ”是否 可 以 用 多 个 12x1 的 小 矩形 覆盖 一 个 66x62 的 大 矩形 ? 


解答 显然 ， 一 个 能 够 被 12x1 的 矩形 覆盖 的 大 矩形 的 面积 一 定 能 够 被 12 整除 。 
实际 上 ，66x62 =12x341 。 所 以 不 可 能 性 还 没有 被 排除 。 不 过 ， 通过 对 性 质 相同 但 尺 
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十 更 小 的 矩形 〈 即 mxn 的 矩形 ，m 或 n 其 中 之 一 是 12 的 倍数 ，mn 也 是 12 的 税 数 ) 
的 试验 使 我 们 猜测 66x62 的 矩形 不 能 被 12x1 的 矩形 种 盖 。 


所 以 我 们 先 假设 存在 这 样 一 个 覆盖 ， 然 后 去 寻找 巴 盾 。 用 12 种 颜色 将 66x62 的 
矩形 染 成 如 下 所 示 的 循环 “对 角 ” 花 纹 (我 们 假设 高 是 66， 宽 是 62) 


2 
和 
3 
5 4 
6 5 4 … 6 5 
这 样 染色 有 很 好 的 性 质 , 即 每 个 覆盖 上 去 的 12x1 的 矩形 一 定 包含 了 12 种 不 同 颜 
色 的 方 格 。 如 果 大 和 矩形 能 够 被 禾 盖 , 它 就 能 够 被 66x62/12 = 341 个 12x 的 矩形 禾 盖 ， 


因此 这 个 大 矩形 必须 包含 每 种 烽 色 的 方 格 341 块 。 重 要 的 并 不 是 数字 341， 而 是 每 种 
颜色 的 方 格 数量 相同 这 个 事实 。 我 们 把 这 种 染色 叫做 “ 齐 次 的 ”。 


让 我 们 更 进一步 地 观察 经 过 染色 的 66x62 的 大 矩形 。 把 它 分 割 成 4 个 子 矩 形 ， 


60x60 | 60x2 


很 容易 验证 60x60，60x2 以 及 6x60 这 三 个 子 矩形 都 是 齐 次 的 ， 因 为 其 中 这 三 个 
子 矩 形 都 有 一 条 边 是 12 的 倍数 。 但 是 6x2 的 子 矩 形 被 染 成 如 下 样子 


多 和 村 解 息 ， 教 节 况 赛 次 关 宝 肉 


存在 的 。 ， 日 
单调 变量 

单调 变量 是 这 样 一 个 变量 ， 它 在 问题 的 各 个 阶段 可 能 变化 或 者 保持 不 变 ， 但 是 当 
它 变化 时 ， 变 化 方向 是 单调 的 〈 只 朝 一 个 方向 变动 ) 。 单 调 变量 又 叫 半 不 变量 。 它 常 
常 被 用 作 分 析 变 化 系统 , 来 说 明 某 个 确定 的 最 终 状态 必定 会 出 现 , 并 且 / 或 者 判断 系统 


的 持续 时 间 。 许 多 单调 变量 的 论证 也 会 用 到 极端 原理 (至少 是 良 序 原理 )。 下 面 是 一 
个 非常 简单 的 例子 。 


例 3.4.14 在 一 个 有 两 人 参加 比赛 的 淘汰 制 锦标 赛 (如 象棋 或 柔道 ) 中 ， 一 旦 你 
输 了 ， 你 就 被 淘汰 出 局 ， 而 锦标 赛 一 直 持续 到 只 剩 下 最 后 一 个 人 。 找 到 有 个 人 参赛 
的 淘汰 制 锦标 赛 所 需 进 行 的 所 有 比赛 场 数 的 公式 。 


解答 ” 随 着 时 间 的 推移 ， 留 在 锦标 赛 中 的 人 数 显 然 是 一 个 单调 变量 。 每 结束 一 场 
比赛 ， 这 个 数字 就 减少 1。 因 此 ， 如 果 开始 时 有 nn 个 人 参赛 ， 那 么 锦标 赛 结束 时 正好 
进行 了 二 1 场 比赛 ! 国 


这 里 有 一 个 更 精妙 的 问题 ， 它 展现 了 单调 变量 与 极端 原理 相 结 合 的 重要 性 。 


例 3.4.15 将 n 张 卡片 (其 中 是 任意 的 正 整 数 ) 用 12,…, 标 记 。 开 始 时 卡片 
按 任意 次 序 摆 放 ， 重 复 如 下 操作 ， 假如 第 一 张 卡 片 标记 的 是 k， 则 颐 倒 前 上 张 卡片 的 
顺序 。 证 明 最 终 第 一 张 卡片 将 会 是 1 (于 是 不 会 再 有 新 的 变化 发 生 了 )。 


分 析 举 个 例子 ， 如 果 ”=6， 并 且 开 始 的 顺序 是 362154， 则 卡片 按照 如 下 顺序 
变化 : 
362154 — 263154 -623154 -》451326 一 315426 
一 513426 — 243156 -423156 -132456 
如 果 第 一 张 卡片 上 的 数字 单调 减少 的 话 将 非常 好 ,但 是 情况 并 非 如 此 〈 这 个 序列 
是 3，2，6，4，3，5，2，4，1)。 不 过 ， 这 个 序列 还 是 值得 思考 的 。 我 们 将 应 用 一 个 
非常 简单 然而 很 重要 很 普遍 的 原理 : 


如 果 当 某 物 发 生变 化 时 只 会 出 现 有 限 种 状态 ， 那 么 或 者 某 个 状态 会 重复 出 现 ,或 
者 变化 将 终止 。 


在 我 们 的 问题 中 ,或 者 第 一 张 卡片 上 的 数字 组 成 的 序列 重复 出 现 (因为 只 有 有 限 
多 个 数字 ) , 或 者 最 终 第 一 张 牌 上 的 数字 是 1 (然后 变化 终止 )。 我 们 希望 证 明 是 后 者 。 
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那么 我 们 如 何 排除 重复 的 可 能 性 呢 ? 毕 竞 ， 在 这 个 例子 中 ， 还 是 有 很 多 重复 的 ! 


极端 原理 再 一 次 扭转 了 局 势 。 因 为 数列 在 变化 过 程 中 只 有 有 限 种 可 能 ， 所 以 肯定 
存在 一 个 第 一 张 卡片 标记 数 的 最 大 值 ， 我 们 记 为 (在 上 面 的 例子 中 工 =6 )。 所 以 ， 
在 序列 变化 过 程 中 的 某 个 时 刻 , 第 一 张 卡片 的 数字 是 L1， 从 那 以 后 , 第 一 张 卡片 上 的 
数 不 会 再 超过 Li。ZLi 出 现在 第 一 张 卡片 上 之 后 随即 会 发 生 什么 呢 ? 我 们 调换 前 Li 张 
卡片 的 顺序 ， 所 以 石 将 出 现在 第 妨 张 卡片 上 。 我 们 知道 第 一 张 卡片 上 的 数字 不 会 超 
过 工 , 但 是 否 可 能 再 次 等 于 工 昵 ? 回答 是 不 可 能 。 只 要 第 一 张 卡片 上 的 数值 小 于 五 ， 
调换 就 不 会 再 涉及 第 石 张 卡片 。 我 们 也 不 可 能 调换 超过 五 张 卡片 (因为 世 的 最 大 性 )， 
所 以 移动 标记 是 到 的 卡片 的 唯一 途径 就 是 正好 调换 五 张 卡片 。 但 是 这 就 意味 着 第 一 张 
和 第 石 张 卡片 上 的 数字 都 是 L1， 而 这 是 不 可 能 的 。 


这 就 是 关键 所 在 。 现 在 我 们 来 观察 在 志 出 现在 第 一 个 位 置 上 之 后 , 这 个 位 置 上 卡 
片 的 数值 。 这 些 数值 肯定 严格 小 于 L1。 记 这 些 数值 的 最 大 值 为 [.。 当 出 现在 第 一 
个 位 置 上 之 后 , 通过 与 前 面相 同 的 讨论 得 知 ,第 一 个 位 置 上 卡片 的 数值 构成 的 子 序列 
的 所 有 值 都 严格 小 于 L。 


因此 我 们 可 以 定义 一 个 由 第 一 个 位 置 最 大 值 构成 的 严格 递减 序列 。 最 终 ， 这 个 序 
列 的 第 一 个 值 将 是 1， 得 证 ! 
上 面 的 证 明 有 点 略 。 给 出 一 个 更 正式 的 证 明 是 很 有 指导 性 的 ， 特 别 是 对 于 符号 和 
下 标的 熟练 运用 。 
正式 解 设 甩 表示 第 i 步 之 后 第 一 张 卡片 上 的 数值 ，i=1, 2, … 。 我 们 希望 能 够 
说 明 对 某 个 m 有 /=1 (因此 ,对 所 有 n>m ,都 有 所 =1)。 因 为 1Sfi<n ， 数字 
L =max{f :六 1} 
存在 。 同 时 也 定义 
t=minlt:f=L}, 
即 太 就 是 第 一 张 卡片 上 的 数字 首次 到 达 工 的 步 附 数 。 在 上 面 的 例子 中 , =6 ,4 =3。 
我 们 断言 如 果 +>4, 则 有 < 五 。 为 了 证 明 它 , 由 荆 的 定义 知 ， 不 可 能 大 于 工 。 
现 通 过 反 证 法 来 说 明 /不 可 能 等 于 。 假 设 1 是 之 后 首次 到 达 f; = 工 的 步 又 数 。 在 
九 步 之 时 ， 前 六 张 卡片 的 次 序 被 颠倒 了 ， 数 值 是 妃 的 卡片 被 放 在 了 第 五 个 位 置 上 。 对 
{与 之 间 的 所 有 步骤 s, 我 们 有 f; < 工 ,这 就 意味 着 位 于 第 荆 个 位 置 上 数值 为 荆 的 卡 
片 没有 被 移动 过 。 因此 在 步骤 + 时 ，/; = 工 是 不 可 能 的 , 因为 这 就 意味 着 第 一 张 和 第 工 
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张 卡片 的 数值 相同 (除非 =1 ， 而 这 种 情况 下 命题 已 经 得 证 ) 。 这 个 矛盾 就 使 刚才 的 
断言 成 立 。 
现在 定义 两 个 序列 。 对 r =2,3,…，, 令 
L, =max{fi:i>t} 以 及 t, =min{t>1,:f =L,}。 


(在 例子 中 ， 世 =5, t=6， 世 =4, 与 =8。) 同上 ， 我们 断言 只 要 L >1， 如 果 1>1,， 
则 有 大 < 到 (对 每 个 r>1)。 


因此 , 序列 世 , ,… 严格 递 碱 ， 于 是 其 中 某 个 工会 等 于 1， 所 以 最 终 对 某 个 由 有 
fn =1。 


我 们 将 以 John Conway 著名 的 “棋子 问题 ”来 结束 本 章 ， 此 问题 非常 巧妙 地 运用 
了 单调 变量 。 


例 3.4.16 在 y 轴 小 于 或 等 于 0 的 平面 的 每 个 格 点 (坐标 是 整数 的 点 ) 上 放 一 颗 
棋子 。 唯 一 允许 的 移动 就 是 水 平 或 者 牌 直 的 “ 叔 跃 ”"。 具 体 就 是 说 一 颗 棋 子 能 越过 另 
一 颗 相 邻 的 棋子 ， 到 达 离 原来 位 置 上 ， 下 ， 右 或 左 两 个 单位 长 度 的 地 方 ,假设 目标 位 
置 上 没有 其 他 棋子 。 一 次 跳跃 结束 以 后 ， 把 被 越过 的 棋子 的 从 平面 上 移 去 。 这 里 有 一 


‘OOO 全国 

全 八国 全 -00:8 
AAA AAA 
-O00 O00 


有 没有 可 能 通过 有 限 次 允许 的 移动 使 得 一 颗 棋 子 到 达 y =5 这 条 线 上 ? 


解答 ”通过 试 验 ,很 容易 将 一 颗 棋 子 移 到 y=2 这 条 线 上 ， 再 多 尝试 一 些 可 以 到 
达 y=3 上 。 但 是 这 些 例子 不 能 说 明 什 么 是 可 能 的 什么 是 不 可 能 的 。 


关键 的 想法 如 下 : 通过 一 个 能 够 反映 棋子 的 各 种 特性 的 数字 来 定义 一 个 单调 变 
量 ， 按 照 我 们 的 目标 使 之 只 朝 一 个 方向 变动 。 
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不 失 一 般 性 地 ， 假 设 目标 点 是 C=(0,5) 。 对 平面 上 的 每 个 点 (x, y) ， 计 算 它 到 C 
的 “计程车 距离 ”( 沿 网 格 线 的 最 短路 径 的 长 度 )。 举 个 例子 ， 点 (3, 4) 到 点 (0, 5) 的 距 
离 为 3+1= 4 。 给 每 个 到 点 C 的 距离 为 4 的 点 赋予 值 #" ， 其 中 


_-l+V5 
Ca 


关于 有 三 个 重要 点 。 第 一 点 ， 它 满足 
+6 -1=0。 (2) 
第 二 点 ， 它 是 正 的 。 最 后 ， 上 <1 。 


对 任意 无限) 布局 的 棋子 ， 将 平面 上 每 个 棋子 赋予 的 值 加 起 来 。 我 们 记 这 个 和 
为 “Conway 和 ”。 我 们 断言 ， 这 就 是 要 找 的 单调 变量 。 我 们 需要 验证 一 连 串 事情 。 


首先 ， 这 个 和 存在 吗 ? 是 的 ， 我 们 要 考虑 无 限 多 个 无 穷 几何 级 数 "， 但 是 幸运 的 
是 ， 它 们 是 收敛 的 。 让 我 们 来 计算 开始 状态 下 的 Conway 和 。 在 》 轴 上 (在 点 C 正 下 
方 ) 的 棋子 具有 值 人 ,6*,… 。 更 一 般 地 , 在 直线 x = 十 r 上 的 棋子 具有 值 人 ”65 ，… 
因此 整个 “ 半 平 面 ”的 Conway 和 为 


5 ,2 
"(| 
志和 党 共 

1-¢ 
-二 (和 
1-¢\ 1-¢ J 

由 (2), 我 们 发 现 1-6=6? 。 因 此 上 面 的 表达 式 化 简 为 : 


因此 ， 开 始 状态 的 Conway 和 为 1， 而 所 有 其 他 状态 的 Conway 和 都 可 以 计算 。 


其 次 ， 必 须 说 明 Conway 和 是 一 个 单调 变量 。 考 虑 一 个 水 平移 动 ， 将 一 颗 棋子 移 
开 目 的 地 点 C。 举 个 例子 ,假设 我 们 能 将 一 颗 棋 子 从 (9，3) (其 值 为 6'' ) 跳 跃 到 (LL 3) 。 
Conway 和 将 会 如 何 ? 我 们 移 去 点 (9, 3) 和 点 (10, 3) 上 的 棋子 ， 并 且 放 一 颖 模子 在 点 
(11, 3) 上 。Conway 和 的 变化 量 为 


Q@ 关于 无 穷 几何 级 数 的 更 多 信息 请 参阅 第 5 章 。 
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-C1 = +0° =0"(-1-C+6°) 
但 是 根据 (2)，-1- 和 + 如 =-26 。 因 此 ， 这 个 变化 量 是 负 的 ， 整 个 和 减少 。 显 然 
这 是 
一 般 情 况 《 如 果 你 不 确定 可 以 验证 其 他 情况 ): 无 论 何 时 只 要 一 颗 棋 子 移 离 C， 
Conway 和 就 减少 。 


另 一 方面 ， 如 果 一 颗 棋子 移 近 C， 情 况 就 不 一 样 了 。 举 个 例子 ， 假 如 我 们 将 棋子 
从 (9,3) 移 到 (7,3) , 我们 就 要 移 去 (9,3) 和 (8,3) 上 的 棋子 ,在 点 (7,3) 上 增加 一 颗 棋子 ， 
和 的 变化 为 

-6 -6 +0 =0 0-66)=0。 

实际 上 ， 这 就 是 一 开始 的 由 来 ! 当 棋子 远离 目标 移动 时 和 就 变 小 ， 当 棋子 靠近 目标 
移动 时 和 不 变 ， 这 就 是 它 的 巧妙 设计 之 处 。 

还 有 一 种 情况 就 是 离 C 的 距离 保持 不 变 的 移动 ， 例 如 ， 从 (1, 入 到 (-1,4) 的 跳跃 。 
很 容易 验证 〈 试 试看 !) 这 样 的 移动 会 使 Conway 和 减少 。 


因此 Conway 和 是 一 个 初始 值 为 1 且 绝 不 递增 的 单调 变量 。 然 而 ， 如 果 一 个 棋子 
到 达 了 C,， 它 的 值 将 为 =1, 所 以 Conway 和 将 严格 大 于 1 (因为 必 有 其 他 棋子 还 在 
平面 上 ， 且 乡 > 0 )。 我 们 推出 到 达 点 C 是 不 可 能 的 。 图 


问题 与 练习 


题 3.4.17 (BAMO 2006) 教室 里 的 所 有 棒子 被 放置 成 一 个 nxn 的 方 阵 ( 换 句 话说， 及 
行 和 wn 列 )， 每 个 椅子 上 坐 一 个 学 生 。 老 师 决定 按照 以 下 两 条 规则 来 重新 安排 学 生 的 座位 ; 
。 每 个 学 生 必 须 换 到 新 的 座位 。 
。 每 个 学 生 只 能 移 到 同行 或 者 同 列 的 相 邻 椅子 上 。 换 名 话说， 每 个 学 生 只 能 水 平 或 者 垂 
直 移动 一 个 椅子 的 距离 。 


( 注 : 这 样 的 规则 允许 两 名 相 邻 的 学 生 互 换 位 置 。) 证 明 : 如 果 n 是 偶数 ， 则 这 个 过 程 能 实 
现 ， 如 果 nn 是 奇数 ， 则 不 能 。 


题 3.4.18 一 个 那 恶 的 巫师 四 禁 了 64 个 数学 怪 客 。 环 师 说 ,，“ 明 天 我 要 你 们 排 成 一 列 ， 给 
每 人 头 上 放 一 顶 帆 子 。 这 些 帽子 被 染 成 白色 或 者 黑色 。 你 们 能 够 看 见 你 们 前 面 的 人 的 帽子 ,但 
是 看 不 见 你 们 自己 的 或 者 是 你 们 后 面 的 人 的 帽子 。 (你 们 禁止 转 头 。) 我 一 开始 将 让 队 尾 的 人 狂 
自己 头 上 幅 子 的 颜色 。 如 果 猜 对 了 ， 他 将 得 到 一 块 甜 饼 。 如 果 猜 错 了 ， 我 就 杀 了 他 。 然 后 我 就 
接着 问 队 里 的 下 一 个 人 ， 依 次 下 去 。 你 们 只 有 在 轮 到 回答 时 才能 说 “ 黑 ' 或 “ 白 ” 这 两 个 词 ， 
而 在 其 他 时 候 是 禁止 相互 交流 的 。 虽 然 你 们 不 能 看 到 排 在 你 们 后 面 的 人 头 上 的 帆 子 ， 但 是 可 以 
昕 到 他 们 的 回答 正确 与 否 。” 
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这 些 数学 怪 客 可 以 在 严酷 的 考验 开始 之 前 制定 一 个 策略 。 请 问 最 多 能 够 保证 几 个 数学 怪 客 
存活 下 来 ? 


题 3.4.19 将 三 只 青蛙 放 在 一 个 正方 形 的 三 个 顶点 上 。 每 一 分 钟 都 有 一 只 青蛙 以 如 下 方式 
越过 另 一 只 青蛙 ， 使 得 “被 跨越 者 ”正好 位 于 “跳跃 者 ”行走 线段 (线段 的 两 端正 好 是 胱 跃 着 
的 起 跳 点 和 着 陆 点 ) 的 中 点 。 能 否 有 一 只 青蛙 到 达 这 个 正方 形 在 初始 状态 时 没有 青蛙 的 那个 项 
点 ? 


题 3.4.20 证 明 如 果 将 一 串 连 续 整数 的 倒数 求 和 ， 则 和 (最 简 形式 ) 的 分 子 总 是 奇数 。 例 

1 .1 1_191 
如 7+8+5 -504。 

题 3.4.21 (BAMO 1999) 一 把 锁 有 16 把 钥匙 ， 排 成 4x4 行列 。 每 把 钥匙 定位 为 竖 直 或 者 
水 平方 向 。 为 了 打开 锁 ， 每 把 钥匙 必须 都 是 又 直方 向 。 如 果 转 变 一 把 钥匙 的 方向 ， 那 么 与 它 处 
在 同一 行 和 同一 列 的 所 有 钥匙 都 要 自动 转换 方向 〈 参 见 下 图 ) 。 证 明 ; 不 管 开 始 时 各 把 钥匙 的 


方向 如 何 ， 总 可 以 打开 这 把 锁 。( 每 次 只 能 转换 一 把 钥 是 ) 。 
| 1 -| [ 


转变 钥匙 方向 之 前 转变 钥匙 方 向 之 后 
题 3.4.22 受 例 3.4.5 被 9 整除 这 个 例子 启发 ， 发 现 并 证 明 被 11 整除 的 类 似 人 性质 。 


题 3.4.23 开始 有 一 个 格 点 。 每 秒 钟 我 们 可 以 执行 以 下 操作 中 的 一 步 : 

(1) 点 (2 吃 产 生 点 (xz+Ly+D， 

(2) 如 果 和 ?都 是 偶数 ， 则 点 (x, y) 产生 点 (x/2, ?12)， 

(3) 点 (zx 切 和 点 (y z) 产 生 点 (x, z) 。 

举 个 例子 ， 如 果 开 始 时 为 点 (9, 1) ， 操 作 并 1 产生 新 的 点 (10, 2) ， 然 后 操作 并 2 产生 点 
(5, D ， 再 连续 9 次 执行 操作 #1 就 得 到 (14, 10)， 最 后 操作 间 3 使 得 点 (14, 10) 和 点 (10, 2) 产 生 
点 (14, 2) 。 

如 果 开 始 时 点 为 (7, 29)， 请 问 最 终 能 否 产生 点 (3, 1 999)? 


题 3.4.24 给 定 序列 1, 2…, 100， 每 分 钟 ， 除 去 任意 两 个 数 4 和 v， 并 且 用 uv+u+v 的 什 
来 代替 。 显 然 ，99 分 钟 之 后 将 只 剩 下 一 个 数 。 请 问 这 个 数 依赖 于 我 们 的 选择 吗 ? 


题 3.4.25 证 明 无 法 找到 三 个 不 同 的 整数 a,b 和 c 使 得 
(a~b)l(b-c),(b-o)l(c -a)(c-a)!(a-b) 


鳃 8 筷 寺 解 题 : 基 手 况 客 次 关 宝 典 


题 3.4.26 《Tom Rike) 给 定 集合 {3,4,12} ， 可 以 用 0.64 一 0.85b 和 0.6a+0.85 代替 集合 中 的 
任意 两 个 数 a 和 5b。 请 问 能 否 将 集合 转变 成 {4,6,12} ? 


题 3.4.27 ”两 个 人 轮流 切割 一 块 6x8 大 小 的 长 方形 巧克力 块 。 每 次 切割 必须 沿 着 小 方 格 的 
边界 并 且 只 能 是 直线 。 举 个 例子 ， 你 可 以 把 原始 的 巧克力 块 切 割 成 6x6 和 6x2 两 块 ， 而 6x6 这 
块 又 可 以 切 成 ix6 和 5x6 两 块 。 最 后 那个 能 够 分 割 巧 克 力 的 人 获胜 (可 以 吃 这 块 巧克力 ) 。 对 
先 切 割 或 者 后 切割 的 人 来 说 是 否 存在 一 个 获胜 的 策略 ? 一 般 情况 又 怎么 样 呢 (开始 时 的 巧克力 
块 是 mxm 的 ) ? 


题 3.4.28 考虑 一 行 2 个 方块 ， 它 们 被 交替 染 成 黑色 和 和 白色。 一 步 合 法 的 操作 包含 了 选 
择 任意 个 连续 的 方块 (一 个 或 者 更 多 个 方块 ， 但 是 若 选择 多 于 一 个 则 各 方块 必须 相 邻 ， 也 就 是 
说 不 允许 有 “间隙 ")， 以 及 转换 它们 的 颜色 。 使 整 行 方块 都 变 为 同 种 颜色 的 最 少 操作 步 又 数 是 
多 少 ? 显然 ,n 步 操作 可 以 做 到 ( 举 个 例子 ,类 倒 第 一 块 ， 然 后 第 三 块 ， 依 次 下 去 ) ,但 是 你 能 
做 得 比 这 更 好 吗 ? 


题 3.4.29 车 开始 时 为 一 个 2nx2n 的 “棋盘 "， 合 法 的 操作 包含 选择 任意 一 个 子 矩 形 ， 以 
及 转换 其 颜色 ， 请 回答 上 题 的 问题 。 


题 3.4.30 证 明 : 如 果 房子 里 每 个 房间 都 有 偶数 遍 门 , 那么 房子 的 外 部 入口 也 有 偶数 扇 门 。 


题 3.4.31 体重 都 是 整数 的 23 个 人 决定 要 踢 足 球 ， 分 成 每 队 11 人 的 两 队 ， 再 加 上 一 个 裁 
判 。 为 了 保证 公平 ， 分 好 的 两 个 队 的 总 体重 必须 一 致 。 已 知 无 论 选择 哪个 人 当 裁 判 ， 这 一 点 总 
可 以 做 到 。 证 明 这 23 个 人 的 体重 一 定 相同 。 


题 3.4.32 (Russia 1999) 旋转 木马 有 "个 座位 。 一 个 男孩 骑 了 n 次 木马 。 每 次 骑 之 前 , 他 
都 顺 时 针 方 向 移动 某 个 数量 的 位 置 来 换 驴 新 的 木马 ， 且 每 次 移动 位 置 的 数量 都 不 相同 。 求 所 有 
这 样 的 =， 使 得 男孩 能 够 骑 遍 每 个 木马 。 


题 3.4.33 考虑 三 维 空间 里 的 9 个 格 点 。 证 明 一 定 存在 一 个 点 位 于 其 他 某 两 个 点 连 线段 的 
内 部 。 


题 3.4.34 某 一 数列 的 前 6 项 分 别 是 0, 1, 2, 3, 4, 5。 后 面 的 每 一 项 都 是 之 前 6 项 总 和 的 个 
位 数 。 换 句 话说 ， 第 7 项 就 是 5 (因为 0+1+2+3+4+5=15 ) ， 第 8 项 是 0 (因为 
1+2+3+4+5+5=20 )， 依 次 类 推 。 求 子 序列 13579 有 没有 可 能 出 现在 数列 中 的 某 个 位 置 ? 


题 3.4.35 棋子 问题 ( 例 3.4.16) 的 解法 着 实 巧妙 ， 甚 至 有 点 令 人 难以 置信 。 为 什么 不 能 
将 点 C 黑子 其 他 值 呢 ， 比 如 10'%? 而 这 将 会 导致 你 无 法 完成 解 题 。 出 了 什么 问题 ? 


题 3.4.36 确保 真 的 理解 了 例 3.4.10 的 做 法 。 例 如 ， 问 题 中 确切 用 到 了 多 少 次 抽 民 原理 ? 
阅读 完 解答 之 后 ， 看 看 你 能 不 能 很 好 地 向 别人 一些 能 问 聪 明 问 题 的 人 ) 讲解 。 如 果 你 解答 得 
不 能 令 人 满意 ， 那 么 回 过 头 去 重新 阅读 解答 过 程 ， 摘 下 重要 步骤 ， 发 现 并 解决 相关 问题 等 。 扎 
实地 理解 这 个 例题 将 对 你 解决 下 个 问题 有 帮助 。 
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题 3.4.37 (IMO 1978) 一 个 国际 组 织 包 含 了 来 自 6 个 不 同 国家 的 成 员 。 成 员 名 单 上 有 
1978 个 名 字 ， 编 成 12…,1 978 。 证 明 ， 至 少 有 一 个 成 员 他 的 编号 正好 是 与 他 来 自 同一 个 国家 
的 另外 两 个 成 员 编号 的 和 ， 或 者 是 某 个 与 他 来 自 同一 个 国家 的 成 员 编号 的 两 倍 。 


题 34.38 (IMO 1997) 一 个 nxn 的 矩阵 ( 方 阵 排列 ) ， 它 的 元 素来 自 于 集合 
5={12…,2n 一 1} 。 如 果 对 任意 i=1,2,…,n， 第 i 行 和 第 i 列 加 在 一 起 正好 包含 了 5 的 所 有 元 
素 ， 那 么 这 个 矩阵 就 叫做 银 和 矩阵 。 证 明 当 n=1 997 时 不 可 能 有 银 矩 阵 。 


题 3.4.39 (台湾 1995) 考虑 一 个 操作 ， 它 将 一 个 8 项 的 数列 xz 六 转变 成 一 个 新 的 
8 项 的 数列 
人 一双 ,后 一 双 -| 才 一 驹 | 。 
找到 所 有 具有 如 下 性 质 的 8 项 整数 序列 ， 即 经 过 有 限 步 操作 ， 数 列 中 只 留 下 一 个 数 ， 即 所 有 的 
项 都 相等 。 


题 3.4.40 欧 拉 公式 。 考 虑 一 个 多 面体 P。 我 们 希望 证 明 v-e+/=2 ， 其 中 v，e， /分 别 
代表 PP 的 点 ,， 边 , 面 的 数量 。 想 象 P 由 白色 橡胶 制 成 ， 边 画 成 黑色 ， 点 画 成 红色 。 小 心切 去 一 
个 面 (但 不 移 去 任何 点 和 边 )， 然 后 将 新 形成 的 物体 展开 成 一 个 平面 。 举 个 例子 ， 下 面 就 是 一 
个 立方 体 经 过 这 样 的 “手术 ”后 的 样子 : 


现在 我 们 证 明 对 新 的 图 形 v 一 e+ f =1。 为 此 ， 我 们 开始 一 次 移 去 一 条 边 或 者 一 个 点 。 这 
对 vy 一 e+ 的 值 有 什么 影响 呢 ? 最 终 会 怎么 样 呢 ? 


题 3.4.41 如 果 你 没有 做 出 问题 2.4.24， 那 么 现在 是 换个 方式 思考 它 的 时 候 了 。 


题 3.4.42 (BAMO 2000) Alice 在 20x20 棋盘 上 玩 一 个 单 人 游戏 。 开 始 时 在 棋盘 上 放 100 
个 1 分 硬币 ，100 个 5 分 硬币 ，100 个 1 角 硬 币 和 100 个 5 角 硬币 ， 这 样 棋盘 上 的 每 个 格子 里 
刚好 有 一 个 硬币 。 然 后 她 选择 其 中 的 59 个 硬币 并 将 它们 从 棋盘 上 移 去 。 之 后 ， 她 按照 下 面 的 
规则 一 次 移 去 一 个 硬币 。 
。 如 果 与 它 相 邻 的 四 个 方 格 (上 ， 下 , 左 ， 右 ) 都 是 空 的 (上面 没 有 放 硬币 )， 则 1 分 硬 
币 可 以 被 移 去 。“ 棋 盘 外 的 ” 方 格 不 计 和 这 四 个 里 面 。 举 个 例子 ， 在 棋盘 边 上 的 非 角落 
方 格 有 三 个 相 邻 的 方 格 ， 所 以 在 这 个 规则 下 即使 这 三 个 相 邻 的 方 格 都 是 空 的 ，!1 分 硬 
币 也 不 能 被 移 去 。 
。 只 有 当 与 它 相 邻 的 方 格 中 至 少 有 三 个 是 空 的 时 ，5 分 硬币 才 可 以 被 移 去 。 (同样 ,“ 棋 
盘 外 ”的 方 格 不 计 。) 
。 只 有 当 与 它 相 邻 的 方 格 中 至 少 有 两 个 是 空 的 时 ，1 角 硬 币 才 可 以 被 移 去 。( “棋盘 外 ” 
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的 方 格 不 计 。) 


。 只 有 当 与 它 相 邻 的 方 格 中 至 少 有 一 个 是 空 的 时 ，5 角 硬币 才 可 以 被 移 去 。( 同 样 ，“ 棋 
盘 外 ”的 方 格 不 计 。》 


如 果 Alice 最 终 能 够 移动 所 有 硬币 ， 那 么 她 就 获胜 。 证 明 她 不 可 能 获胜 。 


三 个 重要 前 交叉 战术 


交叉 就 是 用 巧妙 的 方式 联系 两 个 或 更 多 个 不 同 数学 分 支 的 方法 。 在 这 一 章 中 , 我 
们 将 介绍 三 种 最 常用 的 交叉 : 图 论 、 复 数 以 及 生成 函数 。 


这 三 个 课题 的 内 容 都 非常 丰富 ， 在 这 里 我 们 只 讨论 其 中 最 浅显 的 内 容 。 我 们 的 令 
述 将 结合 阐述 与 问题 ， 以 供 读者 思考 。 也 许 你 会 发 现 ， 先 阅读 第 5~7 章 ， 或 者 将 这 3 
章 与 本 章 一 起 阅读 ， 会 更 加 有 趣 ， 因 为 下 面 的 一 些 例子 中 隐 含 了 相对 错综复杂 的 数学 
问题 。 


4.1 图 论 


图 的 定义 非常 简单 : 仅仅 是 点 和 边 组 成 的 有 限 集合 。 点 通常 用 小 图 点 来 表达 ， 而 
边 就 是 连接 一 些 点 对 或 所 有 点 对 的 直线 段 。 如 果 两 个 点 由 一 条 边 连 楼 ， 则 称 它们 是 相 
邻 点 。 并 且 约 定 ， 一 个 图 中 不 包含 多 重 边 ( 即 两 条 或 者 更 多 条 边 连接 相同 的 两 个 点 ) 
和 环 (连接 一 个 点 到 它 自身 的 边 )。 假 如 一 个 图 中 出 现 了 多 重 边 或 者 环 ， 那 么 我 们 称 
之 为 多 重 图 。 在 下 图 中 ， 左 侧 的 是 一 个 图 ， 右 侧 的 则 是 一 个 多 重 图 。 


NN DD 


大 家 已 经 见 过 很 多 图 的 例子 。 积 极 行为 问题 ( 例 2.1.9) 可 以 被 重新 叙述 成 如 下 有 
关于 图 的 问题 。 


任意 给 定 一 个 图 ， 证明 一 定 可 以 通过 如 下 方式 将 其 顶点 染 成 黑色 和 和 白色 : 每 个 白 
色 点 的 黑色 相 邻 点 个 数 不 少 于 它 的 白色 相 邻 点 的 个 数 ， 反 之 亦 然 。 


同样 ， 提 手 问题 (1.1.4) 以 及 展览 厅 问 题 (2.4.3) 的 解答 都 可 以 重新 表示 为 图 的 
问题 ， 而 不 仅仅 只 是 人 与 撮 手 或 者 管道 网 络 的 问题 。 


由 此 发 现 图 论 在 解 题 中 有 着 令 人 称奇 的 作用 。 只 要 是 隐 含 了 “物体 ”之 间 “ 关 系 ” 


全 对 筷 村 解 征 ， 效 这 况 宕 次 关 宝典 


的 情形 都 可 以 转化 为 图 ， 图 中 的 点 就 是 “物体 "， 如 果 对 应 的 物体 是 “相关 的 "， 我 们 
就 用 边 把 它们 连接 起 来 。 


如 果 你 还 不 相信 ， 请 看 下 面 的 问题 ， 请 不 要 立即 阅读 分 析 过 程 。 


例 4.1.1 (USAMO 1986) 在 某 次 报告 会 上 ， 有 五 位 数学 家 每 人 都 恰好 睡 着 了 两 
次 。 对 任意 两 位 数学 家 ， 总 有 某 一 时 刻 他 们 都 在 睡觉 。 证 明 ， 存在 某 个 时 刻 ， 他 们 中 
有 三 个 人 都 在 睡觉 。 


部 分 解 ”我们 将 五 位 数学 家 分 别 记 为 4,，B，C，D，E， 设 他们 睡觉 的 时 间 区 间 
分 别 为 4, 和 4, 及 ,BB 等 等 。 现在 我 们 定义 一 个 图 , 它 的 10 个 点 分 别 代表 这 些 时 间 区 间 ， 


如 果 两 个 时 间 区 间 有 交集 就 用 边 把 它们 连接 。 数学 家 两 两 配对 的 情况 共有 @ =10 
种 "， 所 以 这 个 图 一 定 至 少 有 10 条 边 。 这 里 是 其 中 一 个 例子 ， 具体 情况 为 数学 家 4 的 
第 一 次 睡觉 区 间 与 C 的 第 一 次 睡觉 区 间 以 及 的 第 二 次 睡觉 区 间 相 交 …… 注意 , 由 于 
每 个 数学 家 都 睡 了 两 次 觉 ， 所 以 41 和 4 不 能 用 边 连接 ，B1 和 B 也 不 能 …… 


和 


Di = 
这 个 特殊 的 图 包含 了 一 个 环 路 Ci41E2BC1。 也 就 是 说 这 是 一 个 沿 荐 边 “ 旅 行 ” 的 
封闭 路 径 。 环 路 是 有 用 的 ， 因 为 它 限 制 了 睡觉 的 相交 区 间 ， 通 过 “ 堆 垒 ”这些 区 间 可 
以 很 容易 发 现 这 一 点 。 下 图 所 示 的 是 一 种 可 能 性 。 时 间 由 水 平 线 来 度量 。 我 们 发 现 每 
个 睡觉 区 间 都 要 与 紧 直 方向 上 的 相 邻 点 部 分 重 登 。 


a 
B, 


4 
CI 
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我 们 将 说 明 必 有 三 个 不 同 的 区 间 会 部 分 重 又 。 因 为 C 和 Bs 部 分 重 全 ，C1 和 41 
也 部 分 重 登 ， 如 果 B。 和 41 也 部 分 重生 则 得 证 。 如 果 它 们 不 重 痉 (就 像 上 面 的 例子 )， 
在 和 41 的 开头 和 B, 的 末尾 之 间 就 会 存在 一 段 空隙 。 尽 管 如 此 ，E 必须 跨越 这 段 空 阶 ， 
因为 它 与 8 和 41 都 部 分 重要 。 因 此 ，Ci，B， 和 到 部 分 重 又 ( 同 理 ，C1， 羽 和 41 部 
分 重 稚 ) 。 


这 个 论述 包含 了 一 个 4 阶 环 路 〈 环 路 中 有 4 个 点 )， 但 是 更 进一步 的 思考 (请 拿 
出 纸 做 些 试验 ) 就 会 发 现 这 对 任意 有 限 长 度 的 环 路 都 适用 。 因 此 该 问题 能 简化 为 一 个 
“ 纯 ” 图 论 问题 : 


如 果 一 个 图 包含 10 个 点 和 10 条 边 ， 它 是 否 一 定 存在 环 路 ? 


连通 性 和 环 路 


既然 已 经 看 到 图 论 是 如 何 完全 转化 问题 的 ， 我 们 就 应 该 研究 有 关 图 的 一 些 简单 性 
质 ， 特 别 是 点 和 边 的 数量 与 环 路 存在 性 之 间 的 关系 。 由 特定 一 个 点 出 发 的 边 的 数量 叫 
做 这 个 点 的 度数 。 如 果 点 记 为 x， 通 常 它 的 度数 就 记 为 d(x)。 很 容易 证 明 以 下 重要 事 
实 ， 此 事实 通常 叫做 握手 引 理 (如 果 你 需要 一 些 提示 ， 请 重新 阅读 例 3.4.7) 。 


在 任何 图 中 ， 所 有 点 的 度数 的 总 和 等 于 边 数 的 两 售 。 


如 果 图 中 任意 两 点 之 间 都 有 一 条 路 径 ， 则 这 个 图 是 连通 的 。 如 果 一 个 图 不 是 连通 
的 ， 那 么 总 可 以 将 它 分 解 为 若干 个 连通 分 支 。 举 个 例子 ， 下 面 的 图 就 有 10 个 点 ，11 
条 边 ， 两 个 连通 分 支 。 观 察 发 现 握手 引 理 并 不 要 求 连通 性 ， 在 这 个 图 中 点 的 度数 分 别 
为 (从 左 到 右 ， 从 上 到 下 罗列 ) 1,2,1,1,3,3,2,4,3,2。 总 和 为 22 = 2x11。 


De 


一 个 不 含 环 路 的 连通 图 叫做 树 "。 举 个 例子 ， 下 面 的 8 点 图 就 是 一 棵 树 。 


轩 一 个 不 含 环 路 的 非 连通 图 叫做 森林 ， 它 的 每 个 连 遂 分 支 就 是 一 标 树 。 


全 8 怎 入 解 是 : 数 学 训 寄 攻关 宝典 


在 一 棵 树 上 ， 我 们 将 度数 是 1 的 点 称 为 叶子 。" 
当然 了 ， 每 棵 树 都 必须 有 叶子 看 上 去 才 合理 。 事 实 上 ， 
包含 两 个 或 者 两 个 以 上 点 的 树 至 少 有 两 片 叶 子 。 


不 严格 地 说 ， 这 是 非常 显而易见 的 。 这 是 因为 树 没有 环 路 ， 所 以 它 一 定 包含 了 起 点 和 
终点 不 同 的 路 径 。 这 两 个 点 度数 都 为 1。 但 是 这 样 说 有 点 含糊 。 下 面 是 一 个 用 极端 原 
理 和 反 证 法 论述 的 严格 证 明 ， 


给 定 一 棵 树 ， 任 意 取 一 个 点 。 现 在 考虑 通过 这 个 点 的 所 有 路 径 并 取 其 中 最 长 的 ， 
也 就 是 说 ， 这 条 路 径 包含 的 点 数 最 多 。 因 为 此 图 是 一 棵 树 ， 没 有 环 路 ， 所 以 这 里 不 存 
在 问题 一 一 没有 一 条 路 径 可 以 回 到 起 点 。 并 且 ， 树 是 连通 的 ， 可 以 确保 能 够 找到 这 样 
的 路 径 。 

设 了 i'w… 太 为 最 长 的 路 径 ， 其 中 尺 表 示 点 。 我 们 断言 和 忆 的 度数 都 是 1。 
假设 羡 的 度数 大 于 1。x 的 相 邻 点 中 包括 了 点 吉 和 yy。 显然, y 不 可 能 是 点 ,x,…,x。 
中 的 任何 一 个 ， 因 为 这 会 导 臻 环 路 出 现 ! 但 是 如 果 y 不 是 它们 中 的 一 个 ， 我们 就 能 构 
造 一 个 更 长 的 路 径 mw…x,， 这 与 最 长 的 假设 巴 盾 。 因 此 d(x) =1， 类似 地 可 以 证 
明 d(%)=1。 加 


一 个 连通 图 什么 时 候 是 一 棵 树 呢 ? 直观 上 看 ， 树 上 的 点 与 边 的 关系 是 很 弱 的 ， 但 
实际 上 ， 试 验 (尝试 看 看 !) 很 确 羡 地 表明 


对 树 而 言 ， 边 的 数量 正好 比 点 的 数量 少 一 。 


这 个 猜想 是 数学 归纳 的 自然 结论 。 对 边 的 数量 v 进行 归纳 , 由 v=2 开始 。 这 棵 只 
有 两 个 点 的 树 由 一 条 边 连接 两 个 点 组 成 ， 所 以 基础 情况 是 正确 的 。 现 在 假设 已 知 所 有 
含 v 个 点 的 树 正好 有 v1 条 边 ,考虑 一 桔 有 v+ 1 个 点 的 树 7, 我 们 将 证 明了 有 条 边 。 
取 一 片 叶 子 (我 们 知道 树 必定 有 叶子 ) ， 移 去 这 个 点 以 及 由 它 延伸 出 来 的 边 , 剩 下 的 
是 什么 ? 一 个 有 v 个 点 的 图 仍然 是 连通 的 (因为 树 是 连通 的 ， 除 去 一 片 叶 子 不 会 使 它 
不 连通 )， 并 且 也 没有 环 路 (因为 了 没有 环 路 ,除去 一 片 叶 子 也 无 法 创造 环 路 )。 因 此 
新 的 图 也 是 一 棵 树 。 由 归纳 假设 ， 它 一 定 有 "一 1 条 边 。 所 以 了 有 *-1+1=v 条 边 。 国 


例 4.1.2 推广 上 面 的 结论 ， 证 明 : 一 些 分 离 树 的 聚合 (当然 就 是 森林 ) 有 个 
连通 分 支 , e 条 边 ,v 个 点 ， 那 么 e=v~k。 


@ 这 个 术语 并 不 是 很 标准 。 习 惯 上 一 般 指定 度数 为 1 的 点 中 的 其 中 之 一 为“ 根 "， 这 种 “有 根 树 "就 形 
成 了 一 套 完整 的 理论 ， 这 在 计算 机 科学 上 很 重要 ， 但 是 这 里 就 不 作 讨论 了 。 详 细 请 多 看 文献 [43]。 


第 4 章 ”三 个 重要 的 交叉 成 木 鲍 


例 4.1.3 证 明 : 
如 果 一 个 图 有 e 条 边 ，v 个 点 ， 且 ezy ， 那 么 这 个 图 青 定 包含 一 个 环 路 。 
注 ; 这 与 图 是 否 连通 没有 关系 。 


现在 我 们 回头 再 思考 例 4.1.1， 即 关于 数学 家 睡觉 的 问题 。 这 个 问题 的 图 含有 10 
条 边 和 10 个 点 。 由 4.1.3 知 ， 它 肯定 包含 一 个 环 路 。 


欧 拉 路 径 和 哈密 顿 路 径 
题 2.1.26 有 一 个 简单 的 图 论 归 纳 ， 


找 出 一 个 连通 图 (或 者 多 重 图 ) 能 够 被 一 条 路 径 遍 历 且 每 条 边 恰好 被 遍历 一 次 的 
条 件 。9 


为 了 纪念 首次 正式 研究 图 论 的 18 世纪 瑞士 数学 家 欧 拉 ， 这 样 的 路 径 就 叫做 欧 拉 
路 径 。 下 面 是 两 个 出 现在 问题 2.1.26 中 的 例子 。 


Ss 


图 A (其 中 的 点 没有 用 小 圆 点 标记 ， 实 际 上 就 是 线段 连接 处 ) 有 一 条 欧 拉 路 径 ， 
但 是 图 B 没有 。 如 果 你 画 了 足够 多 的 图 (以 及 多 重 图 ) ， 一 定 会 不 可 避免 地 关注 奇数 
度数 的 点 。 设 "是 具有 欧 拉 路 径 的 图 中 度数 是 奇数 的 顶点 。 存 在 三 种 情况 : 

(1) 路 径 可 以 从 > 开始 。 

(2) 路 径 可 以 到 结束 。 

(3) 路 径 开始 和 结束 都 在 其 他 点 , 或 者 是 一 个 封闭 路 径 (没有 起 始点 和 结束 点 ) 。 
这 是 不 可 能 的 ， 因 为 无 论 什么 时 候 只 要 路 径 沿 着 一 条 边 达到 点 v， 它 就 一 定 要 沿 另外 
一 条 边 离开 v。 这 就 意味 着 dy) 是 偶数 。 


因此 如 果 一 个 图 有 一 条 欧 拉 路 径 , 它 一 定 没有 奇数 度数 的 点 或 者 有 两 个 奇数 朗 数 
的 点 。 事 实 上 ， 这 也 是 一 个 充分 必要 条 件 。 更 准确 地 来 讲 ， 


@ 有 关 “ 游 走 ” 有 更 精确 的 语言 表达 差别 ， 没 有 边 重复 的 “ 游 走 ”叫做 “ 迹 (TRAIL)”， 没 有 点 重 
复 的 “ 游 走 ” 叫做“ 轨 (PATH)"。 这 些 区 别 在 这 里 不 需要 ， 但 是 为 了 作 一 个 清楚 的 讨论 ， 可 以 参 
看 文献 [15] 的 第 9 章 。 


入 怎 术 解 是 ， 数 学 充 赛 攻关 宝典 


一 个 连通 图 (或 者 多 重 图 0) 拥有 一 条 欧 拉 路 径 当 且 仅 当 它 有 0 个 或 者 两 个 奇数 
度数 点 。 在 前 面 的 情况 下 ， 路径 是 圭 闻 的 。 在 后 面 的 情况 下 ， 路 径 一 定 开始 和 终止 于 
这 两 个 夺 数 度数 点 。 


可 以 用 归纳 法 证 明 这 个 结论 , 实际 上 ,下 面 的 讨论 可 以 很 容易 地 改写 成 用 归纳 法 证 
明 的 形式 。 但 是 介绍 一 种 新 的 证 明 方法 会 更 有 指导 性 个 算法 证 明 ， 在 这 个 算法 
证 明 中 我 们 给 出 分 析 欧 拉 路 径 的 一 般 方法 。 


首先 考虑 恰好 有 两 个 奇数 度数 点 的 图 , 将 这 两 个 点 分 别 记 为 和 上 尝试 从 s 开始 
单纯 地 画 一 条 欧 拉 路 径 。 随 机 进行 追 历 ， 假 设 我 们 不 会 迷路 如 果 到 达 了 -个 偶数 诬 
数 点 ， 那 么 我 们 一 定 可 以 离开 它 ， 然 后 与 这 个 点 相连 的 没有 被 遍历 的 边 不 是 0 就 是 还 
有 偶数 条 ， 而 在 后 者 情况 下 稍 后 还 是 可 以 将 其 遍历 。 


但 是 这 个 办 法 行 不 通 。 考 虑 下 面 的 图 (实际 上 这 是 一 个 多 重 图 ， 但 是 现在 我 
们 只 用 “图 ”这 个 名 称 应 该 也 并 不 会 引起 混淆 )。 边 用 大 写字 母 标 记 ， 点 用 小 写字 
母 标记 。 


如 果 从 点 s 开始 ， 按 照 顺序 4,8,C,D,E,F,G, 古 进行 饥 历 ， 会 怎么 样 呢 ? 我们 将 
会 被 困 在 点 /， 没 有 路 可 以 “撤退 ”去 遍历 其 他 的 边 。 在 这 种 情况 下 ， 让 我 们 临时 先 
移 去 已 经 遍历 过 的 边 。 这 样 就 剩 下 一 个 包含 边 JK, 工 的 子 图 。 这 个 子 图 有 4 个 点 ， 
每 个 点 都 是 偶数 度数 。 因 为 原来 的 图 是 连通 的 ， 所 以 子 图 与 移 去 的 一 些 边 “ 交 又 ”， 
举 个 例子 ， 在 点 u 就 是 这 样 。 现 在 从 点 uw 开始 ,将 “单纯 ”算法 应 用 在 子 图 上 ， 按 响 
序 儿 K,L 了 遍历 ,最 后 回 到 点 结束 ， 这 并 不 是 偶然 。 因 为 子 图 中 所 有 点 的 度数 都 是 
偶数 ， 所 以 除非 回 到 出 发 点 ， 要 不 然 我 们 无 法 停止 。 


所 以 现在 可 以 对 原来 的 路 径 进行 “ 重 造 手术 "， 从 而 得 到 整个 图 的 欧 拉 路 径 。 


@ 就 像 前 面 提 到 的 一 样 ， 我 们 假设 图 都 不 是 多 秆 图 。 当 研究 欧 拉 路 径 时 ， 可 能 涉及 多 重 图 ， 这 也 是 
本 书 中 唯一 涉及 多 重 图 的 地 方 。 
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(1) 跟前 面 一 样 ， 由 * 开始 ， 沿 着 边 4, B, C 遍历 直到 到 达 点 u。 
(2) 现在 沿 着 子 图 ( 边 儿 K,L,1) 遍历 ， 回 到 点 zx。 
(3) 沿 着 边 D, E, F, G, HH 完成 剩 下 的 遍历 ， 到 达 点 / 


这 个 方法 将 会 通用 。 可 能 要 重复 步骤 “ 移 去 已 遍历 的 边 和 遍历 子 图 ” 好 几 次 ( 因 
为 在 还 没有 遍历 完 子 图 的 所 有 边 时 我 们 可 能 已 经 被 困 在 出 发 点 了 )， 但 是 因为 图 是 有 
限 的 ， 所 以 最 终 可 以 完成 。 加 


例 4.1.4 如果 你 不 相信 上 面 的 论断 ， 在 下 面 的 多 重 图 上 尝试 算法 。 这 样 你 就 会 
了 解 这 个 算法 了 。 


例 4.1.5 有 向 图 (directed graph 又 叫 digraph) 是 给 定 每 条 边 一 个 方向 (通常 用 
箭头 表示 ) 的 图 (或 多 重 图 )。 换 句 话说， 有 向 图 就 像 单行 道 组 成 的 网 络 。 找 出 有 向 
图 或 有 向 多 重 图 具有 欧 拉 路 径 的 充分 必要 条 件 。 


欧 拉 路 径 的 “对 侦 ” 就 是 哈密 顿 路 径 (根据 19 世纪 爱尔兰 数学 家 命名 ) ， 即 每 个 
点 被 遍历 一 次 的 路 径 。 如 果 路 径 是 封 闲 的， 就 叫做 哈密 顿 环 。 虽 然 欧 拉 路 径 拥 有 一 套 
“完整 的 理论 "， 但 是 人 们 对 哈密 顿 路 径 却 知之 甚 少 。 有 目前 为 止 ， 哈 密 顿 路 径 的 充分 
必要 条 件 还 未 知 。 这 很 不 幸 ， 因 为 很 多 实用 问题 都 要 涉及 哈密 顿 路 径 。 举 个 例子 ， 给 
一 群 人 在 圆桌 旁 安排 座位 ， 使 得 没有 人 坐 在 他 不 喜欢 的 人 旁边 。 我 们 就 构造 一 个 图 ， 
人 们 就 是 图 上 的 点 ， 我 们 将 朋友 用 边 连接 。 如 果 存 在 一 条 哈密 顿 路 径 的 话 ， 就 给 了 我 
们 一 个 排 座位 计划 。 许 多 涉及 网 络 路 径 时 序 安排 和 最 优化 的 问题 都 可 以 转化 为 寻找 哈 
密 顿 路 径 的 问题 。 


下 面 给 出 了 一 个 非常 弱 的 陈述 ， 它 是 哈密 顿 路 径 的 一 个 充分 条 件 。 
例 4.1.6 设 G 是 一 个 有 v 个 点 的 图 (不 是 多 重 图 )。 如 果 每 个 点 的 度数 都 不 小 于 
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了 那么 G 有 一 个 哈密 顿 环 。 


这 个 结论 很 弱 ， 因 为 假设 条 件 太 强 了 。 举 个 例子 , 假如 G 有 50 个 点 ,然后 G 的 
每 个 点 的 度数 至 少 要 25 才能 保证 一 个 哈密 顿 环 存在 。 


我 建议 你 们 自己 证 明 例 4.1.6, 提示 : 你 要 做 的 前 几 件 事情 之 一 就 是 假设 G 是 连通 的 。 
两 个 西藏 人 


我 们 的 目的 并 不 是 使 读者 能 够 全 面 地 学 习 图 论 , 而 仅仅 是 介绍 一 下 这 个 课题 ,从 
而 给 你 们 提供 一 个 解决 问题 的 新 技巧 并 使 你 们 在 可 能 的 情况 下 能 够 敏锐 地 思考 如 何 
将 一 个 问题 转化 成 图 论 。 如 果 你 希望 更 多 了 解 这 一 主题 ， 有 很 多 文献 可 以 参阅 ， 
[18],[34],[43] 都 是 不 错 的 选择 (尤其 是 [18])。 


我 们 以 一 个 经 典 问题 来 结束 本 节 ， 这 个 问题 乍 看 上 去 与 图 论 并 没有 关系 。 


例 4.1.7 ”两 个 西藏 人 。 两 个 人 位 于 山脉 的 相反 的 两 端 ， 处 于 同一 海拔 高 度 。 如 
果 整 个 山脉 永远 不 会 降低 到 这 一 起 始 海拔 以 下 ， 有 没有 可 能 这 两 个 人 沿 着 山脉 走 最 后 
都 到 达 对 方 的 出 发 点 ， 并 且 他 们 一 直 处 于 相同 的 海拔 高 度 上 ? 


下 图 是 一 个 “山脉 ”的 例子 。 不 失 一 般 性 地 ， 可 以 认为 它 是 “分 段 线性 的 "， 也 
就 是 说 ， 由 若干 段 直线 段 组 成 的 。 两 个 人 的 初始 位 置 由 两 个 圆 点 表示 。 


首先 ， 这 看 起 来 并 不 难 。 只 要 允许 往 回 走 ， 那 么 保持 在 同一 海拔 高 度 上 对 这 两 个 
人 来 说 很 容易 。 让 我 们 用 字母 来 标记 那些 山脉 上 的 “有 趣 ” 位 置 (与 山峰 和 低谷 处 于 
同一 海拔 高 度 的 位 置 )。 
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然后 黑色 圆 点 从 < 走 到 c， 同 时 ,白色 圆 点 从 s 走 到 4。 接着， 黑色 圆 点 从 c 往 回 走 到 
2， 同 时 ， 白 色 圆 点 从 4 走 到 p……。 很 容易 就 可 以 写 出 向 前 走 和 向 后 走 的 步 数 的 精确 
序列 。 

但 是 为 什么 这 样 就 可 行 呢 ? 我 们 如 何 保证 这 样 做 总 是 行 的 通 ， 甚 至 对 很 复杂 的 山 
脉 也 可 行 〈《 只 要 山脉 没有 低 于 初始 海拔 高 度 的 低谷 ) 呢 ? 在 往 下 阅读 之 前 ， 请 花 点 时 
间 试 着 给 出 一 个 让 人 信服 的 证 明 。 这 并 不 容易 ! 这 样 你 就 会 更 加 喜欢 我 们 的 图 论 解答 
了 。 

解答 ”与 上 图 类 似 ， 标 记 出 所 有 “有 趣 ” 的 位 置 。 我 们 把 它 记 为 集合 [， 在 例子 
中 7={4,5,c,…,s} 。 随 着 贺 点 的 移动 ， 可 以 将 其 联合 位 置 用 形 如 (x,y) 的 有 序 对 表示 ， 
其 中 x 表示 黑色 圆 点 的 位 置 ，y 表示 白色 圆 点 的 位 置 。 使 用 如 下 标记 ， 两 个 圆 点 的 运 
动 过 程 就 可 以 简 记 为 

(a, s) 一 (c, 9) 6, poe, moa, Do os, a), 
其 中 最 后 的 坐标 (s, a) 表明 这 两 个 圆 点 最 终 交 换 了 位 置 。 


现在 定义 一 个 图 T， 它 的 点 都 是 有 序 对 (x, 力 ， 其 中 丸 ye 了 且 x 和? 在 同一 海拔 
高 度 上 。 换 名 话说 ，T 上 的 点 包含 所 有 这 两 个 加 图 可 以 到 达 的 情况 ， 虽 然 可 能 其 中 的 
一 部 分 从 出 发 位 置 是 不 可 能 到 达 的 。 我 们 将 只 用 “一 步 ”就 能 够 到 达 的 两 个 状态 用 边 
连接 起 来 。 换 句 话说 ， 点 (a,s) 不 能 眼 (c,9) 连接 ， 但 是 我 们 可 以 连接 (4,s) 和 (b,) 以 
及 (br) 和 (c,q) 。 这 里 是 一 个 T 的 不 完全 图 ， 使 用 了 毕 标 系 [所 以 初始 状态 (a,s) 在 左 
上 角 ]。 这 张 图 丢失 了 很 多 点 [比如 (a,q), (b,b), (c,c),…] 而 且 并 不 是 所 有 连接 点 的 边 
都 画 出 来 了 。 

如 果 能 说 明 存在 一 条 由 (a,9 到 (s,0) 的 路 径 , 命题 就 得 证 了 。 [实际 上 , 从 (a,s) 到 
.办 的 路 径 就 中 断 了 ， 因 为 这 个 图 是 对 称 的 。] 证 明 下 列 事实 。 


(1) 图 上 度数 为 1 的 点 只 有 (a,s) 和 (s,a) 。 
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(2) 如 果 一 个 点 是 形 如 〈 山 峰 ， 山 峰 )， 那 么 它 的 度数 是 4。 例 如 ， 点 (e,m) 的 度 
数 就 是 4。 

(3) 如 果 一 个 点 是 形 如 〈 山 峰 ， 斜 坡 )， 那 么 它 的 度数 是 2。 例 如 点 (e,i) 。 

(4) 如 果 一 个 点 是 形 如 (斜坡, 斜坡) ， 那 么 它 的 度数 也 是 2。 例 如 点 (4,n) 。 

(5) 如 果 一 个 点 是 形 如 (山峰 , 低谷 ) ,那么 它 是 孤立 的 (度数 为 0)。 例 如 点 (g,9) 。 


现在 考虑 工 中 包含 点 (as) 的 连通 分 支 。 它 是 工 的 子 图 [不 是 整个 ， 因 为 (8,9) 和 
(9,8) 是 孤立 的 ]。 由 提 手 引 理 得 ， 这 个 子 图 所 有 点 的 度数 之 和 肯定 是 偶数 。 因 为 度数 
是 奇数 的 点 仅 有 两 个 , 即 点 (a,s) 和 点 (s,a) ， 所 以 这 个 子 图 也 一 定 包含 点 (s,a) 。 因 此 
从 (a,s) 到 (s,a) 就 有 一 条 路 径 。 这 个 证 明 可 以 推广 到 任意 的 山脉 ， 所 以 命题 得 证 。 加 
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在 最 后 ， 我 们 通过 非常 简单 的 奇偶 性 分 析 就 解决 了 这 个 难题 。 当 然 ， 首 先 要 构造 
一 个 图 ， 并 且 关 键 是 要 很 巧妙 地 定义 它 的 点 和 边 。 这 个 例子 的 主旨 就 是 : 几乎 所 有 的 
东西 都 可 以 用 图 来 分 析 ! 
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问题 与 练习 


在 这 些 问题 中 ， 除 非 有 特殊 说 明 ， 图 都 不 是 多 重 图 (没有 环 和 多 重 边 )。 
题 4.1.8 证 明 每 个 图 都 含有 度数 相等 的 两 个 点 。 


题 4.1.9 证 明 : 在 6 个 人 中 , 要 么 其 中 有 三 个 人 相互 是 朋友 , 要 么 有 三 个 人 完全 陌生 。( 假 
设 “友谊 ”是 相互 的 ， 也 就 是 说 ， 如 果 你 是 我 的 朋友 ， 那 么 我 也 是 你 的 朋友 ) 。 


题 4.1.10 设 京 会 上 有 17 个 人 。 已 知 对 现场 的 每 对 宾客 来 说 ， 有 且 仅 有 以 下 一 种 情况 是 
对 的 :“ 他 们 素 未 谋面 "，“ 他 们 是 好 朋友 ”"， 或 者 “他 们 讨厌 对 方 "。 证 明 ， 一 定 存在 一 个 3 人 
组 ， 他 们 或 者 相互 都 不 认识 ， 或 者 相互 都 是 朋友 ， 或 者 相互 讨厌 对 方 。 


题 4.1.11 证 明 如 果 一 个 图 有 v 个 点 ， 每 个 点 的 度数 不 小 于 名 ， 那 么 这 个 图 是 连通 
的 。 
题 4.1.12 如 果 要 确保 一 个 有 个 点 的 图 是 连通 的 ， 那 么 这 个 图 至 少 需要 多 少 条 边 ? 


题 4.1.13 在 一 所 大 房子 里 ， 每 个 有 奇数 肩 门 的 房间 中 都 放 有 一 台电 视 机 。 房 子 只 有 一 个 
入 口 。 


证 明 ， 总 是 可 以 进入 房子 并 且 到 达 一 个 有 电视 机 的 房间 。 


题 4.1.14 双向 图 的 点 可 以 被 分 割 成 两 个 集合 U，V， 每 条 边 都 是 一 端 在 U 里 ， 一 端 在 三 
里 。 下 图 就 是 两 个 双向 图 。 右 边 的 是 一 个 完全 双向 图 ， 记 为 天 3 。 


证 明 一 个 图 是 双向 的 当 且 仅 当 它 没有 奇数 环 路 。 


题 4.1.15 车 干 个 人 参加 循环 制 象棋 锦标 赛 ， 即 每 个 人 都 要 与 其 他 所 有 人 进行 一 场 比赛 
(象棋 是 1 对 1 的 比赛 ， 不 是 团队 赛 )， 并 且 没有 和 局 。 

(a) 证 明 : 总 是 可 以 将 比赛 选手 进行 排列 , 使 得 第 一 个 队员 击败 第 二 个 , 第 二 个 击败 第 三 
个 等 等 ， 直 到 最 后 一 个 。 因 此 总 可 以 宜 布 不 仅 有 赢家 ， 而 且 这 是 一 个 对 所 有 选手 都 有 意义 的 排 
名 。 

(b) 给 出 上 面 问题 的 一 个 图 论证 明 。 

(c) 这 个 排名 一 定 是 唯一 的 吗 ? 


题 4.1.16 (USAMO 1981) 县 里 的 每 两 个 社区 都 恰好 用 一 种 交通 工具 直接 连接 : 公共 汽 
车 ， 火 车 或 者 汽车 。 但 是 没有 一 个 社区 同时 使 用 三 种 交通 工具 跟 其 他 社区 连接 ， 也 没有 三 个 社 
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区 同时 使 用 同 种 交通 工具 相互 连接 。 确 定 县 里 最 多 有 多 少 个 社区 。 
题 4.1.17 一 块 多 米 诺 骨 牌 包含 两 个 方 格 ， 每 个 方 格 都 标 有 0，1，2，3，4，5 或 6 个 贺 


点 。 这 里 有 一 个 例子 。 


证 明 一 共有 28 块 不 同 的 骨牌 。 有 没有 可 能 将 这 些 骨牌 排 成 一 图 ， 任 意 相连 的 两 块 多 米 诺 
骨牌 的 相 邻 的 一 半 方 格 有 相同 的 数字 ? 


题 4.1.18 是否 可 能 让 一 个 骑士 在 8 x 8 的 棋盘 上 进行 如 下 移动 ， 在 棋盘 上 能 够 进行 的 每 
种 可 能 的 单 步 移动 ， 都 恰好 进行 一 次 ， 且 开始 并 结束 于 同一 个 方 格 ? 我 们 认为 往 任意 方向 移动 
一 步 即 为 完成 一 步 单 步 移动 。 

题 4.1.19 城市 C,,C,,…,Cy 之 间 有 航线 4, 称 ,…,4, 。 任 意 两 个 城市 之 间 都 有 直达 服务 (至 
少 有 一 条 航线 ) ， 并 且 所 有 航线 都 提供 往返 服务 。 如 果 N>2" +1 ， 证 明 至 少 有 一 条 航线 可 以 提 
供 一 次 往返 旅行 ， 途 中 着 陆 奇数 次 。 


题 4.1.20 〈IMO 1991) 设 G 是 有 上 条 边 的 连通 图 ,证 明 这 些 边 能 以 某 种 方式 编号 为 1,…， 
， 使 得 对 于 每 个 度数 大 于 1 的 点 ， 与 它 连接 的 所 有 边 的 编号 的 最 大 公约 数 为 1。 


是 4.1.21 (USAMO 1989) 一 个 当地 网 球 俱乐部 的 20 名 会 员 安 排 了 14 场 1 对 1 比赛， 
每 名 会 员 至 少 参加 一 场 比赛 。 证 明 : 在 这 个 赛程 里 ， 肯 定 存在 6 场 比赛 ， 参 加 的 队员 是 12 个 
不 同 的 人 。 


题 4.1.22 一 个 方 体 ,是 一 个 维 的 立方 体 除 去 一 些 边 所 得 到 的 图 形 。 更 确切 地 说 ， 它 
是 一 个 图 ， 有 个 点 , 每 个 点 都 用 位 二 进 制 数 标记 ,并且 如 果 两 个 点 的 二 进 制 数 只 有 一 位 有 
区 别 ， 那 么 就 用 边 把 它们 连接 。 证 明 对 任意 n>1，n 方 体 都 有 一 个 哈密 顿 环 。 


题 4.1.23 考虑 一 个 由 27 个 中 空 的 小 立方 体 组 成 的 3x3 x 3 的 立方 体 。 每 两 个 小 立方 体 
之 间 都 由 它们 表面 的 门 连接 。( 每 个 小 立方 体 都 有 6 扁 门 ， 当 然 某 些小 立方 体 的 门 是 朝 “ 外 ” 开 
的 )。 是 否 可 能 从 中 心 立方 体 开始 ， 把 其 它 每 个 立方 体 都 访问 一 遍 ? 


题 4.1.24 如果 将 数字 0，1，1，0 顺 时 针 放 在 一 个 加 上 ， 从 某 一 个 数 开 始 沿 顺 时 针 方 向 
就 可 以 读 到 从 00 到 11 的 任意 两 位 的 二 进 制 数 。 一 般 情况 下 可 能 吗 ? 


题 4.1.25 一 组 9 个 人 ， 有 一 人 认识 其 他 两 人 ， 有 两 人 都 认识 其 他 四 人 ， 有 四 人 都 认识 其 
他 五 人 ， 剩 下 的 两 人 都 认识 其 他 六 人 。 证 明 有 三 个 人 都 认识 其 他 所 有 人 。 


题 4.1.26 构造 一 个 De Bmijn 的 矩形 问题 ( 例 3.4.11) 的 图 论 模型 。 
题 4.1.27 (BAMO 2005) 某国 有 1 000 个 城市 ， 其 中 一 些 城市 之 间 有 泥 路 连接 。 沿 着 这 
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些 泥 路 可 以 从 一 个 城市 到 达 任 意 一 个 其 他 城市 。 证 明 ， 这 个 国家 的 政府 可 以 如 此 销路， 使 得 每 
个 城市 都 有 奇数 条 路 与 外 界 连通 。 


4.2 复数 


我 们 已 经 学 习 了 如 何 使 用 复数 , 即 形 如 a+ 有 有 的 集合 ,其 中 a,b 是 实数 ,i=V-l 。 
我 们 可 能 不 知道 的 是 复数 是 “交叉 ”艺术 家 的 梦想 : 就 像 光 一 样 ， 波 和 粒子 是 共存 的 ， 
复数 同时 属于 代数 和 几何 。 除 非 你 热 悉 它 们 的 几何 物理 性 质 ， 否 则 不 可 能 认识 到 它们 
的 全 部 威力 。 复 数 将 帮助 我 们 将 各 种 各 样 的 问题 在 代数 和 几何 之 间 进 行 流畅 的 转换 。 


下 面 大 部 分 将 以 练习 和 问题 的 形式 介绍 复数 的 基本 性 质 。 这 一 节 很 简略 ， 旨 在 开 
拓 你 对 于 许多 有 趣事 物 的 眼界 。” 


基本 运算 

例 4.2.1 复数 的 基本 符号 与 表示 方法 。 一 个 很 有 用 的 描述 复数 的 方法 就 是 通过 
Gaussian 或 者 Argand 平面 。 取 一 般 的 笛 卡 儿 平 面 , 但 是 将 x 轴 和 yy 轴 相 应 地 用 实 轴 和 
虚 轴 代替 。 可 以 将 每 个 复数 z=a+bi 视 为 这 个 平面 上 坐标 为 (a,5) 的 一 个 点 。 称 a 为 z 
的 实 部 ， 记 为 a= Rez 。 类 似 地 ， 就 是 z 的 虚 部 Imz 。 也 可 以 把 Rez 和 Imz 看 成 从 
原点 出 发 到 (a, 5b) 的 向 量 的 实 和 虚 分 量 。 因 此 ， 复 数 z=a+ 太 有 双重 含义 ， 它 既是 从 
标 为 (a, 5) 的 点 同时 也 是 由 原点 出 发 到 点 (a, b) 的 向 量 。 特 别 要 注意 ， 一 个 向 量 可 以 
从 任意 点 开始 而 不 仅仅 只 是 原点 ， 向 量 是 由 它 的 长 度 和 方向 唯一 确定 的 。 复数 
z=a+bi 的 “大 小 ”为 

[z= Va +b’ 

当然 ,这 也 是 从 原点 到 (a, 5b) 的 向 量 的 长 度 。“ 大 小 ”的 其 他 叫 法 还 有 模 数 和 绝对 值 


通常 称 为 “长 度 "。 向 量 的 方向 习惯 上 定义 为 它 从 水 平 〈 实 ) 轴 出 发 逆 时 针 旋 转 所 成 
的 角度 。 称 为 z 的 辐 角 , 记 为 argz 。 非 正式 地 , 我 们 也 称 之 为 Z 的 角 。 如 果 @=argz ， 
| 了 | ， 则 有 


z=r(cosg+ising) 。 
@ 我 们 强烈 推荐 读者 去 阅读 本 节 的 主要 灵感 来 源 ，Tristan Needham 的 《 复 分 析 : 可 视 化 方法 》 文 献 


[29] (人民 邮 电 出 版 社 引进 )， 至 少 阅 读 它 的 前 几 章 ， 来 获取 更 多 的 信息 。 这 本 具有 开拓 性 的 书 很 
受 欢 迎 ， 读 起 来 也 很 有 意思 ， 病 述 精 豆 ， 并 且 还 包含 了 许多 别处 看 不 到 的 关于 几何 的 殉 解 。 


二 @ 怎样 解 题 :数字 竞赛 攻关 宝典 


这 个 叫做 z 的 极 坐 标 表示 。cosb+ising 可 以 缩写 为 Cis8 ， 因 此 可 以 写成 
2=rCisb 。 
例如 (所 有 角度 都 用 弧度 制 )， 


57 =57Cis0, -12=12Cis 焉 ， 1+i=Vacisz。 


例 4.2.2 共 二 。z=at+bi， 定义 z 的 共 思 为 
Z=a-bi, 
从 几何 上 看 ，z 恰好 与 z 关 于 实 轴 对 称 。 
例 4.2.3 加 法 与 减法 。 复数 “ 按 部 分 ” 相 加 ， 也 就 是 说 ， 
(at+bi)+(c+tdi)=(at+c)+(b+d)i 。 
几何 上 ,复数 的 相 加 遵 律 向 量 加 法 的 “平行 四 边 形 法 则 ”: 如果 将 z 和 w 看 成 向 
脐 ， 那么 它们 的 和 z+w 就 是 以 z 和 w 为 两 边 所 组 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 ， 并 且 它 
的 一 端 在 原点 。 类 似 地 ，z 一 w 是 一 个 向 量 ， 且 与 由 点 w 出 发 到 达 点 z 的 向 量具 有 相 
同 的 大 小 和 方向 。 因 此 ， 如 果 3, z,,…, 2 是 和 为 0 的 复数 ， 那 么 把 它们 看 成 向 量 ， 
并 且 首 尾 相 接 画 出 来 时 ， 它 们 就 组 成 一 个 封闭 的 多 边 形 。 
例 4.2.4 来 法 。 复数 的 所 有 代数 运算 都 遵循 常规 的 实数 法 则 ,再 加 一 条 六 = -1 。 
举 个 例子 ， 
(2+3i)(4+SiD=8+12i+10i+15i2 = -7+22i 。 
利用 复数 的 三 角形 式 可 以 直接 证 明 : 如 果 z=rCisw ，w=sCisB ， 那 么 
zw=(rCiso\(sCisfB) = rsCis(xc+D) , 


第 4 章 三 个 重要 的 文 叉 战 术 国 5 


也 就 是 说 ， 
zw 的 长 度 是 Z 和 Ww 的 长 度 的 来 积 ，ZW 的 角度 是 Zz 和 w 角度 的 和 。 


这 个 三 角 函 数 定义 是 一 个 不 错 的 练习 ,但 它 没有 真正 揭示 本 质 。 它 没有 真正 告诉 我 们 
为 什么 复数 的 乘积 恰好 满足 这 些 几 何 性 质 。 这 里 有 看 待 这 个 问题 的 一 种 不 同 的 方式 。 
来 看 一 个 特殊 情况 : 将 任意 一 个 复数 z 乘 以 3+ 币 的 几何 形式 。 在 极 坐 标 上 ， 
3+ 和 =SCisg ， 其 中 8=arctan(4/13) ， 近 似 等 于 0.93 弧度 。 


(1) 因为 (a+bi)=-b+ai ， 这 个 遵循 《请 画 个 图 !): 

“ 梯 以 ji” 相当 于 “ 北 时 针 旋 转 K/2”。 

(2) 类 似 地 ， 如 果 a 是 实数 ， 

“来 以 a” 相当 于 “ 伸 长 @ 倍 ?。 

举 个 例子 ， 将 一 个 复数 向 量 z 乘 以 3 得 到 的 新 向 量 与 z 的 方向 相同 ， 长 度 为 z 的 
3 倍 。 将 z 乘 以 15， 得 到 的 新 向 量 也 同 向 ， 但 是 为 原来 长 度 的 1/5 长 。 

(3) 将 z 乘 以 3+4i=SCisg 相当 于 z 被 转化 为 3+4i)z =3z+4iz 。 这 是 两 个 向 量 


3z 和 4iz 的 和 。 第 一 个 是 z 伸 长 3 倍 。 第 二 个 是 z 逆 时针 旋 转 90 度 之 后 再 伸 长 4 倍 。 
所 以 结果 就 是 〈 画 个 图 !11) 一 个 长 度 为 5|z| ， 角 度 为 8+argz 的 向 量 。 


显然 这 个 推导 可 以 推广 到 乘 以 任意 复数 。 
冬 以 复数 Cis8@ 就 是 递 时 针 旋 转 角度 ， 同 时 长 度 延 长 到 了 售 。 
所 以 我 们 有 第 三 种 考虑 复数 的 方法 。 每 个 复数 同时 都 是 一 个 点 ， 一 个 向 量 ， 和 一 


前 入 村 解 息 ， 才 字 交 案 交 关 宝 典 


个 如 上 所 说 的 叫 旋转 和 延伸 的 几何 变换 。 

例 4.2.5 除法 。 现 在 很 容易 定义 z/w 的 几何 意义 了 ， 其 中 z=1Cis@,w=sCisp 。 
设 v=z/w=1tCisy ， 则 ww=z 。 用 乘法 的 规则 有 

ts=r, yy+B=aw， 
因此 有 
t=r/s, y=a-p. 

因此 ， 

除 以 rCisg 的 几何 意义 就 是 顺 时 针 旋 转 日 角度 ( 北 时 针 旋 转 -日 角 度 ) ， 同 时 长 度 
缩小 到 原来 的 Ir。 

例 4.2.6 De Moivre 理论 。 对 三 角 定 义 的 乘除 运算 规则 的 一 个 简单 推导 可 得 : 

(cosO+isinO)" =cosnO+isinnO 。 

其 中 4 是 任意 整数 ， 正 的 或 负 的 ，6 是 任意 实数 。 

例 4.2.7 指数 形式 。 乘法 和 除法 的 代数 特性 应 该 会 让 你 想到 等 运算 。 确实， 欧 
拉 公 式 可 表达 为 

Cisg=ei ， 

其 中 e= 2.718 28… 是 大 家 熟悉 的 自然 对 数 底 数 ， 以 前 在 微 积分 中 已 经 遇 到 过 。 这 是 
个 很 有 用 的 符号 ， 比 Cis9 简单 ， 此 外 它 还 非常 意义 深远 。 大 部 分 微 积分 和 复 分 析 书 
籍 都 用 er,sinx 和 cosx 的 宕 级 数 来 证 明 欧 拉 公式 ， 但 是 这 样 并 没有 真正 给 出 它 成 立 的 
深层 原因 。 这 是 一 个 有 深度 并 且 有 趣 的 问题 ， 但 是 超出 了 本 书 的 范畴 。 参 考 文献 [29] 
做 一 个 全 面 的 了 解 ， 并 尝试 做 下 面 的 题 4.2.29。 


例 4.2.8 ti 用 上 面 的 知识 证 明 以 下 结论 。 
- 睛 . 


(b) Res=3 (e+), a 
(c) zz=| 填 可 


(d) 保证 你 能 够 想象 出 来 。 两 个 复数 >，w 连 线 的 中 点 是 一 -一 


9， 


Fi 
(e) Z+W=Z+Ww, Zw=Zw, 二 = 宇 。 
w w 
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( (+i)" =32i, -iV3) =16x(1+iV3)。 


(g) 通过 画图 证 明 z -a 满足 z? =i。 


(h) 如 果 ae C,re R ,那么 点 a+re* 的 集合 描述 的 就 是 一 个 以 a 为 独 心 , + 为 半 
径 的 贺 ， 其 中 0<t <2r 。 

(i) 设 a,be C ,证 明 (如 果 可 能 的 话 通 过 画图 证 明 ) 顶点 位 于 0，a, 4b 的 三 角 
形 的 面积 等 于 Im(ab) 绝对 信和 的 一 半 。 

例 4.2.9 梢 难 的 练习 。 下 面 的 问题 稍微 有 一 点 挑战 性 。 仔 细 画 图 ， 尽 量 不 要 被 
引诱 着 采用 代数 方法 (除了 验算 结果 )。 

(a) 在 分 子 和 分 母 同 时 乘 以 a-bi 很 容易 就 “化 简 ” 

1 a—hi 
atbi ar+b’” 

但 是 有 人 可 以 不 用 任何 计算 就 证 明 它 。 这 是 怎么 做 到 的 ? 

(b) |z+wl<|z|+|W ， 等 号 成 立 当 且 仅 当 z 和 w 同 向 或 者 反 向 ， 也 就 是 说 ， 它 们 
的 夹 角 为 0 或 。 

(c) 设 z 是 单位 贺 上 一 点 ， 即 ，|z|=1。 不 用 计算 证 明 


hd=2sin( 坚 2]. 
(d) 设 P(x) 是 一 个 实 系数 多 项 式 。 证 明 ， 如果 z 是 P(x) 的 一 个 零点 ,那么 z 也 


是 它 的 零点 ， 也 就 是 说 ， 实 系数 多 项 式 的 零点 在 复数 域 上 一 定 成 对 出 现 。 
(e) 不 用 太 多 计算 ,分 别 得 出 下 面 两 式 中 z 的 坐标 


Re )=0 和 nim (0 
z+1+i 2+1+i 


(f) 不 解 方程 ， 证 明 方程 (z-D" = 2 的 所 有 9 个 根 都 在 直线 Re(z) = 上 ， 


(g) 证 明 : 如 果 |z|=1， Win (TE 了 0。 


(h) 设 上 是 一 个 实数 常量 ，a， 是 确定 的 复数 。 描 述 满足 oa( 三 
轨迹 。 
例 4.2.10 格 点 到 国 以 及 国 到 格 点 。 下 面 的 问题 将 会 使 你 在 考虑 复杂 变换 的 同时 


熟悉 几何 、 代 数 以 及 解析 几何 之 间 的 联系 。 我 们 下 面 分 析 的 变换 是 一 个 M6bivs 变换 
的 例子 。 参 看 文献 [29] 可 知 细节 。 


引 - 大 的 z 的 


狗 筷 村 解 题 : 效 学 竞赛 攻关 宝典 


(a) 证 明 下 面 的 简单 几何 命题 (用 相似 三 角形 )。 
设 4 有 8 是 直径 为 上 的 园 的 直径 。 考 虑 一 个 直角 三 角形 4BC， 其 中 角 已 为 直角 。 设 
刀 是 4C 与 加 的 交点 〈 刀 关 4)。 则 
AD. AC =k’ 


(b) 考虑 变换 /(z) = 一- 。 这 是 一 个 复数 域 上 的 函数 。 这 里 是 7(z) 作用 在 定义 
域 (0<Re(z)<2,— al) 上 后 用 计算 机 输出 (用 数学 ) 的 效果 。 这 张 图 显示 了 
了 (z) 是 如 何 变换 矩形 网 格 线 的 。 注 意 / 将 高 斯 平面 上 的 矩形 第 卡 儿 网 格 变换 成 了 网 ， 


并 且 都 切 去 点 1[ 虽 然 点 1 不 属于 定义 域 ， 并 且 1 的 附近 邻 域 也 不 属于 定义 域 ， 因 为 z 
必须 很 大 才能 使 得 f(z) 接近 1]。 


不 用 计算 , 而 在 虚 轴 上 精确 地 证 明 这 个 现象 。 证 明 函 数 /(z) = 把 虚 轴 变换 成 以 点 
($0) me 长 为 半径 的 加 。 请 尝试 下 面 两 各 方式。 


(1) 代数 法 。 设 虚 轴 上 的 一 个 点 为 it， 其 中 ! 是 任意 实数 。 找 出 fit) 的 实 部 与 
虚 部 ， 即 ， 将 /in 写成 x+ 次 的 形式 。 然 后 证 明 (x~1/2) +y? =1/4。 
(2) 几何 法 。 首 先 ， 说 明 f(z) 是 按照 下 面 顺序 的 4 个 映射 的 复合 : 


革 
zh 一 2，2 上 > 2 十 ]， 和 


换 名 话说， 如果 开始 为 z， 然 后 取 倒数 ， 接 着 取 负 数 ， 机 各 动 个 单位 ， 最 后 再 取 倒 
数 ， 就 得 到 了 f(z) 。 
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其 次 , 使 用 这 些 f(z) 的 “分 解 ”以 及 一 些 前 面 你 已 经 证 明 的 几何 引 理 , 来 说 明 虚 
轴 上 的 每 个 点 z 都 被 映射 到 贺 心 在 1/2 ， 直 径 为 1 的 圆 上 。 请 画 出 图 形 ! 


(c) (b) 的 “反面 ”也 正确 f(z) 不 仅 把 管 卡 儿 网 格 变换 成 回 ， 它 也 把 确定 的 
圆 变换 成 笛 卡 儿 网 格 ! 在 单位 加 (圆心 在 原点 半径 为 1 的 圆 ) 上 精确 地 证 明 它 。 证 明 
了 f(z) 把 单位 圆 变 换 成 一 条 所 有 实 部 为 112 的 点 组 成 的 与 x 轴 垂 直 的 直线 。 这 实际 上 
就 是 证 明 

es Uh We 
fle -53icot7 5 

与 在 (b) 中 一 样 ， 用 儿 何 和 代数 两 种 不 同 的 方法 来 证 明 它 。 要 准确 说 明 单位 图 上 的 
点 是 如 何 被 映射 到 直线 上 的 。 举 个 例子 , 很 明显 ， 一 1 被 映射 到 1/2。 当 你 从 一 1 开始 ， 
逆 时 针 沿 着 单位 圆 转动 时 会 怎么 样 呢 ? 


单位 根 
方程 x" =1 的 零点 叫做 n 次 单位 根 。 这 些 数字 在 关联 代数 ， 几 何以 及 数论 方面 有 
许多 漂亮 的 性 质 。 单 位 根 在 数学 上 普遍 存在 的 一 个 原因 就 是 对 称 , 你 在 下 面 就 会 看 到 ， 


单位 根 在 某 种 意义 上 说 是 对 称 的 典范 。 (我 们 假设 了 一 些 关于 多 项 式 和 求 和 的 知识 ， 
如 果 你 有 疑问 ， 请 参考 第 5 章 .) 


et ~ cos60 + isin60° 


例 4.2.11 对 任意 正 整 数 x， 存 在 个 不 同 的 n 次 单位 根 ， 记 为 
LE ,bo™!, 


全 8 生计 解 是 : 区 字 充 客 次 关 宝典 


其 中 
$=CisE 
几何 上 ,nn 次 单位 根 是 有 一 个 点 为 1， 且 均匀 分 布 在 单位 加 (集合 {ze C:|z=1) 上 


的 n 个 点 。 


例 42.12 像 上 是 一样 设 台 = Cis 2 。 然 后 对 任意 正 整 数 ， 任 意 复数 x， 有 


全 #1=Dx-O-6) (一 人) 
(b) x Hx ttxtl= xO)(x-0) (Cr 一人) 
(0) 1+0+0°+.%+6"! =0。 


不 用 几何 级 数 的 求 和 公式 ， 你 能 看 出 c) 为 什么 成 立 吗 ? 


一 些 应 用 

在 本 节 结 束 部 分 ， 我 们 将 举 几 个 例题 说 明 复数 在 三 角 函 数 、 几 何以 及 数论 等 数学 
分 支 上 的 有 趣 的 应 用 。 

例 4.2.13 求 计算 tan(2a) 的 公式 。 


解答 ”这 当然 有 许多 做 法 ， 但 是 复数 的 方法 很 灵活 ， 而 且 对 许多 其 他 三 角 函 数 都 
有 效 。 关 键 想法 就 是 如 果 z=x+iy ， 那 么 tan(argz)=y/x。 设 1:=tana，z=1+it。 


现在 取 z 的 平方 , 我 们 有 


2 =(1+it)? =1—f? +2it 。 


但 是 
zt 
tan(arg2") = ， 
并 且 ， 显然 argz? =2a ， 所 以 得 到 
2tana 
tan(20) = 困 


例 4.2.14 (Putnam 1996) 设 C 和 C 是 圆心 相距 为 10， 半 径 分 别 为 1 和 3 的 两 
个 圆 。 找 出 并 证 明 所 有 M 点 的 轨迹 , 其 中 M 是 Cl 上 任意 点 与 C, 上 任意 点 7 的 连 线 
XY 的 中 点 。 


解答 ”我 们 的 解答 阐明 了 复数 作为 向 量 来 表示 平面 上 的 曲线 的 重要 应 用 。 考 虑 一 
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般 情况 ， 如 下 图 所 示 ， 两 图 都 处 于 复 平面 上 ， 其 中 圆心 分 别 为 a，b， 半 径 为 u，v。 
注意 a 和 4 是 复数 ,wu 和 ， 是 实数 。 如 原 问题 中 所 述 ， 假 设 * 远大 于 w。 


寻求 的 轨迹 就 是 线段 Y7 的 中 点 对 的 集合 ， 其 中 天 可 以 是 左边 阅 上 任意 一 点 ， 了 
可 以 是 右边 圆 上 任意 一 点 。 


因此 ， 针 =a+twe",Y=b+ve” ， 其 中 ! 和 * 是 0 和 2r 之 间 的 任意 值 。 有 


2 2 2 
从 几何 角度 来 理解 它 ,首先 试 着 理解 当 0<s, f<2x 时 ，xe' +ve* 看 上 去 像 什 么 。 如 果 
固定 s， 那 么 P=ve* 是 以 原点 为 贺 心 ，v 为 半径 的 图 上 的 一 点 。 现 在 ， 把 ze 加 到 P 
上 ,并 让 上 由 0 到 2r 变 化 ， 将 得 到 一 个 以 尸 为 图 心 ，* 为 半径 的 贺 ( 下 图 中 用 虚线 
所 示 )。 


现在 让 s 也 变化 。 虚 线 画 的 小 圆 将 沿 着 大 圆 的 融 周 运动 ， 产 生 一 个 环 面 或 者 充气 
“指环 "。 换 句 话说 ， 点 的 轨迹 


we” +ve’”, 0&s, tc2r 
是 圆心 在 原点 的 圆 环 


v—u<|z|<v+u 


信和 和 全 村 角 题 ， 牙 学 充 客 炊 关 宝典 


即 为 到 原点 的 距离 在 v-u 和 v+u 之 间 的 点 的 集合 。 
现在 就 能 很 容易 地 解决 这 个 问题 了 。 因 为 


sr i Ca 
Mtb te 


2 2 
轨迹 是 一 个 圆心 在 两 圆 连 线 中 点 的 贺 环 ， 也 就 是 说 ， 国 心 为 点 全 2， 记 这 个 点 为 c。 


即 所 求 的 轨迹 就 是 到 点 c 的 距离 在 和 之 间 的 点 的 集合 。( 一 般 情 况 下 , 这 样 
的 圆 环 不 会 与 右边 的 圆 相 切 ， 如 下 图 所 示 。) 


例 4.2.15 〈Putnam 2003) 设 4, B 和 C 是 以 O 为 圆心 、 以 单位 长 度 为 半径 的 贺 
的 圆周 上 的 三 个 距离 相等 的 点 , 设 忆 为 此 国内 部 任意 一 点 。 设 a, b,c 分 别 是 也 到 有 A， 
B,C 的 距离 。 证 明 存在 以 a, b,c 为 边 长 的 三 角形 ， 它 的 面积 只 由 P 到 0 的 距离 
决定 。 

解答 ”这 个 问题 有 一 个 使 用 复数 方法 的 既 漂亮 又 简单 的 解法 。 由 等 边 三 角形 使 我 
们 想到 尝试 单位 立方 根 。 这 里 只 讲 证 明 的 梗概 。 请 自己 补充 细节 。 

(1) 需要 证 明 以 a, b,c 为 边 长 的 三 角形 确实 存在 。 注 意 一 般 情况 下 这 不 一 定 
成 立 ， 例如 假设 a=b=1c=10。 给 定 三 个 长 度 为 a,， b,c 的 线段 ， 可 以 通过 将 它们 
进行 移动 使 之 首尾 相 接 来 看 能 否 能 组 成 一 个 三 角形 。 利 用 这 样 的 物理 直觉 (很 有 可 能 
是 图 形 ) 来 证 明 下 面 引 理 。 

设 2， za 如 是 三 个 复数 ,||=a,|zs|=b,|zs|=c。 假设 存在 实数 0,B，0<a, p<2n 
使 得 z+e"“z,+e8zs =0。 那 么 存在 以 a,b,c 为 边 长 的 三 角形 。 

(2) 设 w=e””。 不 失 一 般 性 地 , 设 0= O ( 即 , 设 这 个 圆 的 圆心 在 复 平面 原点 )， 
并 设 A4=1,B=w,C=aF ,还 有 P=z， 其 中 z 是 复 平面 上 满足 |z|<1 的 任意 一 点 。 

(3) 应 用 (1) 证 明 所 给 的 边 长 能 够 组 成 一 个 三 角形 。 你 需要 小 心地 取 ,的 值 ， 
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可 以 从 剧 作家 身 启 夫 的 名 言 中 寻找 灵感 :“ 如 果 一 把 枪 在 第 一 幕 中 出 现在 壁炉 架 上 ， 
那么 它 肯定 会 在 第 三 幕 中 开火 .” 

《4) 最 后 ,应 用 在 问题 4.2.9 中 已 经 导出 的 简单 公式 ， 计 算 三 角形 的 面积 ， 然 后 
证 明 这 个 面积 只 取决 于 |z| ， 即 P 到 O 的 距离 。 


例 4.2.16 设 m 和 nn 是 可 以 被 写成 两 个 整数 平方 和 的 整数 。 证 明 ，mn 也 具有 这 
个 性 质 。 举 个 例子 ，17 =42 +113=22+32 ， 而 
17x13=221=14?+5? 。 (1) 


解答 设 m=a +b?,n=c?+d?， 其 中 ,b,c,d 是 整数 。 现在 考 虚 乘积 
z=(a+bi)(c+di) 。 


二 =|atbille+d|=V(a’ +b)(c*+d?) 。 
因此 mn =|z| 。 但 是 |z| 是 整数 平方 的 和 ， 因 为 Rez 和 Jmz 都 是 整数 。 这 不 仅 证 明了 
我 们 想 要 的 ， 它 还 给 我 们 提供 了 一 种 计算 如 方程 (1) 右边 部 分 值 的 计算 法 则 。 ”图 


本 节 最 后 一 个 例子 是 一 个 令 人 惊奇 的 问题 ， 说 明了 如 何 用 单位 根 构造 不 变量 。 

例 4.2.17 (Jim Propp) 设 d,ne N,d <n,d|n。n 盘 灯 力 成 一 轿 ， 刚 开始 时 其 中 
恰好 有 一 她 是 亮 着 的 。 现 选 定 一 慢 灯 ， 如 果 其 后 每 隔 4 昼 灯 的 状态 相同 (这样 的 灯 共 
有 二 悍 且 d 比 nn 小), 那么 允许 改变 该 慢 灯 的 状态 ， 但 必须 同时 改变 其 他 的 二 -1 塌 灯 
的 状态 。 问 当 ”为 何 值 时 才 有 可 能 通过 一 系列 上 述 操作 使 所 有 灯 变 亮 ? 

解答 ”首先 这 里 必须 意识 到 这 不 是 个 关于 灯 的 问题 ， 而 是 关于 单位 根 

1 
其 中 5 = ostisin2 。 把 每 个 灯 放 在 单位 加 上 的 单位 根 位 置 。 不 失 一 般 性 地 ， 设 
在 点 1 上 的 灯 开 始 时 是 亮 着 的 。 现 在 ， 如 果 d <n 是 n 的 一 个 因子 ， 那 么 位 于 
[el ate 


上 的 灯 有 相同 的 状态 ， 则 我 们 就 可 以 改变 这 六 慢 灯 的 状态 。 这 些 的 和 为 


注意 


EL n 
四 本， 
+(2-Dd (CDd 


Ch 
上 式 右 边 括号 里 的 部 分 形成 一 个 几何 级 数 ， 很 容易 求 和 ， 于 是 等 式 右边 就 化 简 为 


他 怎样 解 总 ， 效 池 竞赛 攻 关 宝 典 


| 1-6 of 1-6" | ef 一 
Er) 
这 个 令 人 惊奇 的 事实 告诉 我 们 ， 如 果 将 所 有 亮 着 的 灯 所 对 应 的 单位 根 加 起 来 ， 这 个 和 


不 会 改变 ， 因 为 无 论 何 时 改变 一 申 灯 的 状态 时 ， 它 们 加 起 来 都 等 于 0。 但 是 一 开始 的 
和 为 1， 且 目标 是 使 所 有 的 灯 都 打开 。 这 个 和 将 是 


+ 人 十 全 十 二 人 = 人 lor, 


所 以 我 们 永远 不 可 能 将 所 有 灯 都 点 亮 ! 轩 


问题 与 练习 

题 4.2.18 ”利用 复数 导出 cosna 和 sinna 的 恒等式 ，n=3,4,5 。 

题 4.2.19 ”测试 你 对 例 4.2.16 的 理解 程度 。 已 知 17 =4? +1101=10: +1 ,请 心算 出 整数 v， 
» 的 值 使 得 17x101=w?+v 。 

题 4.2.20 证 明 (如 果 可 以 的 话 不 要 计算 !) 


t-s\ ue) 
Ete =200 (5S 3 二) 和 
题 4.2.21 证 明 : 如 果 x+ 上 =2cosa ， 那么 对 任意 整数 n， 


如 + 一 =2cosna 。 


及 
题 4.2.22 求 sina+sin2a+sin3g+…+sinna 和 cosa+cos2a+cos3a+…+cosna 的 相对 
的 简单 公式 。 
题 4.2.23 因 式 分 解 z+z+1。 
题 4.2.24 解 方程 z+z*+z? +z?+1=0 。 


题 4.2.25 设 n 是 一 个 正 整 数 。 隶 sinsin 下 gin 下 sin 外话 的 一 个 妆 形 的 表达 式 。 
题 4.2.26 考虑 半径 为 1 的 加 的 内 接 正 n 边 形 。 该 多 边 形 的 所 有 n(n 一 /2 条 对 角 线 (这 
里 包括 了 多 边 形 的 边 ) 长 诬 的 乘积 是 多 少 ? 
题 4.2.27 《USAMO 1976) 如 果 P(x),Q(x),R(x),S(x) 都 是 多 项 式 ， 且 满足 
P(E) + xO ) + RG) =(x + + +x+DS(x) ， 
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证 明 x-1 是 P(x) 的 因子 。 


题 4.2.28 设 满足 忆 一 3y>3x?y 一 六 和 x+y= 一 1 的 点 集 (x, 力 的 轨迹 是 一 条 线段 。 试 计 
算 读 线 段 的 长 度 。 


题 4.2.29 (TNeedham) 尝试 按 照 以 下 方式 推导 欧 拉 公 式 6@! =cost +isint : 

(a) 假设 函数 (71) =e" 可 以 按照 初等 函数 求 导 法 则 关于 ! 求 导 , 即 fp) =ie* 。( 注 意 这 不 是 
自动 成 立 的 ， 因 为 这 个 函数 的 定义 域 是 复数 ， 需 要 定义 并 验证 许多 东西 ， 但 是 这 里 我 们 就 赂 过 
了 一 一 这 是 一 种 直观 论证 !) 

@) 如 果 把 变量 ! 看 作 时 间 ， 函 数 /(7) 在 复 平面 上 画 了 一 条 曲线 ， 那 么 方程 fi) =ie' 就 陷 
含 了 变化 率 的 意义 。 回 顾 前 面 的 冬 以 i 就 相当 于 “ 逆 时 针 旋转 90 度 "。 证 明 这 蕴含 着 /(1) 是 一 
条 贺 形 路 径 。 

(c) 考虑 这 条 图 形 曲 线 !H? f(1) 被 描绘 出 来 的 速度 ， 然 后 推出 e* =cost +isint 。 


题 4.2.30 ” 设 R(0) 表示 平面 上 将 任意 图 形 绕 点 a 逆 时 针 旋 转 0 角度 的 变换 。 证 明 有 趣 的 
事实 : R,(0) 和 尺 (#) 的 复合 正好 是 另 一 个 旋转 及 (c) 。 根 据 a,5,6,p 找 到 c,a 。 这 跟 你 的 直觉 
符合 吗 ? 


题 4.2.31 证 明 平面 坐标 上 不 存在 顶点 都 是 格 点 (坐标 都 是 整数 的 点 ) 的 等 边 三 角形 。 
题 4.2.32 证 明 复 平面 上 顶点 分 别 是 a,b，c 的 三 角形 是 等 边 的 充分 必要 条 件 是 
+ 有 +cz=ap+pc+ac。 


题 4.2.33 求 方程 z+az+b=0 的 两 个 根 , 再 加 上 原点 , 组 成 一 个 等 边 三 角形 的 充分 必要 
条 件 。 


题 4.2.34 《T. Needham) 任意 画 一 个 四 边 形 , 再 以 每 条 边 向 外 男 一 个 正方 形 。 画 线 眉 连接 
相反 方向 正方 形 的 中 心 。 证 明 这 两 条 线段 相互 垂直 上 且 等 长 。 


题 4.2.35 (T. Needham) 设 4BC 是 一 个 三 角形 ， 点 PP，2，R 在 三 角形 的 外 部 ， 且 P4C， 
RCB 和 QBA 两 两 相似 。 则 4BC 和 PCR 的 重心 《中 线 的 交点 ) 重合 。 


题 4.2.36 〈T. Needham) 任意 画 一 个 三 角形 ， 再 以 每 条 边 向 外 画 一 个 等 边 三 角形 。 证 明 这 
三 个 等 边 三 角形 的 重心 的 连 线 刚好 组 成 一 个 新 的 等 边 三 角形 。( 重 心 是 三 角形 三 条 中 线 的 交点 ， 


同时 它 也 是 三 角形 的 质心 。,) 如 果 三 角形 的 顶点 用 复数 a，b，c 表示 ， 那 么 它 的 重心 正好 是 
(at+b+c)/3, 


题 4.2.37 (匈牙利 1941) 六 边 形 4BCDEF 内 接 于 一 个 园 。 边 48，CD 和 EF 的 长 度 都 等 
于 图 的 半径 。 证 明 另 外 三 条 边 的 中 点 正好 是 某 个 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 。 


题 4.2.38 (IMO 推荐 ) 设 n 是 一 个 至 少 有 两 个 不 同 质 因数 的 正 整数 。 证 明 存 在 一 个 
(2,…,nn) 的 重新 排列 (@,,a,,…,a,) 使 得 


区 8 息 村 解 是 : 效 季 充 赛 炊 关 宝典 


六 ktcos2z -0。 
ke nm 


题 4.2.39 对 任意 正 整 数 "”， 定 义 多 项 式 
P(D)=LPzt+27 1+.…+mz" 。 


问 P, 的 零点 位 于 单位 四 |=1 的 内 部 ， 外 部 ， 还 是 加 上 ? 


题 4.2.40 〈Putnam 1998) 设 * 是 单位 圆 在 第 一 象限 上 的 任意 豆 。 设 4 表示 * 绝 、x 轴 、 以 
及 过 * 玛 两 端点 的 z 轴 垂 线 围 成 的 面积 ，B 表示 s 弧 、》 轴 、 以 及 过 * 弧 两 端点 的 》 轴 垂 线 围 成 
的 面积 。 证 明 4+B 只 由 s 的 长 度 决定 ， 而 不 是 由 s 的 位 置 决定 。 

题 4.2.41 托 勒 密 定理 。 设 a,b, c,d 是 任意 四 个 复数 。 证 明 恒等式 

(a-cX\(b-—d)={(a—-cXc-d)+(b-cM(a-qd). 

利用 三 角 不 等 式 来 推导 平面 几何 的 托 勒 密 不 等 式 〈 不 引入 复数 ): 对 平面 上 任意 四 个 点 4， 

B8, C, D, 有 
4CxBD<4BxCD+BCxD4， 

等 号 成 立 当 且 仅 当 四 边 形 4BCD 是 凸 的 且 内 接 于 一 个 圆 。 定 理 中 等 号 的 那 部 分 ， 通 常 被 叫 
做 托 勤 密 定理 ， 是 这 个 问题 中 最 精彩 的 部 分 。 题 8.4.30 和 题 8.5.49 给 出 了 这 个 问题 的 其 他 的 证 
明 方 法 。 


4.3 生成 函数 


生成 函数 交叉 技巧 的 威力 归功 于 下 面 两 个 简单 的 事实 。 
。 将 x" 乘 以 x 时， 就 得 到 x”"”。 
。 关于 多 项 式 或 者 震级 数 /(x) 系数 的 “局 部 ”信息 往往 会 反映 出 /Cn 行为 的 “全 
局 ”信息 ， 反 之 亦 然 。 
第 一 个 事实 虽然 比较 浅显 ， 但 它 是 促使 事情 发 生 的 技术 “发 动机 "， 因 为 它 将 数 
字 的 加 法 和 多 项 式 的 乘法 联系 在 一 起 了 。 第 二 个 事实 则 更 深入 一 些 ， 它 为 我 们 将 要 做 
的 事情 提供 了 动力 。 


介绍 性 的 例子 


在 开始 叙述 之 前 ， 首 先 得 定义 我 们 的 主角 。 给 定 一 个 序列 〈 可 能 无 限 个 ) 
aq,q,…， 它 的 生成 函数 就 是 
+GX 二 GD 了 二 
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这 里 有 一 些 简单 的 例子 。 假 设 读者 对 数列 、 多 项 式 、 简 单 的 求 和 公式 (第 5 章 )、 组 
合 数学 和 二 项 式 理论 (第 6 章 )， 以 及 无 穷 级 数 (第 5 章 和 第 9 章 ) 已 经 有 了 基本 的 
了 解 。 如 果 需 要 复习 这 些 方面 的 知识 ， 那 么 现在 先 略 读 这 节 内 容 ， 以 后 回 过 来 再 读 。 
由 于 生成 函数 的 思想 非常 有 用 ， 越 时 了解 它 越 好 ， 因 此 我 们 不 推荐 你 完全 跳 过 这 节 。 


例 4.3.1 设 1= mw =a =w =…。 那 么 对 应 的 生成 函数 就 是 
1+xX+X + +.… 。 
这 是 一 个 无 穷 几何 级 数 ， 在 |<1 的 情况 下 ， 收 全 到 。 一 般 情况 下 ， 我 们 并 不 过 


多 担心 生成 函数 的 收敛 性 。 就 像 我 们 将 在 下 面 看 到 的 ， 只 要 级 数 收敛 到 某 个 值 ， 总 可 
以 得 到 生成 函数 。 


上 面 用 到 的 无 穷 几何 级 数 在 生成 函数 里 是 很 常见 的 。 将 它 做 一 下 标记 ， 称 它 为 几 
何 级 数 工具 。 记 住 它 有 两 个 用 法 : 首先 是 无 穷 几何 级 数 求 和 , 其 次 是 展开 成 无 穷 级 数 。 
下 式 就 是 第 二 个 用 法 的 举例 ， 请 仔细 研究 。 


例 4.3.2 ”对 固定 的 正 整数 nx， 定义 序列 a， -人 k=0,1,2,…,n 。 对 应 的 生成 函 


数 为 
(0 + =(1+x)" (2) 
这 个 可 以 用 二 项 式 定理 推出 。 如 果 将 x*=1 代 入 (2) 式 ， 就 得 到 了 漂亮 的 恒等式 
nm nm 下 nm 
国人 一同- 
这 个 恒等式 当然 可 以 通过 其 他 方法 证 明 (你 应 该 知道 其 中 的 几 种 ， 如 果 不 知道 请 参考 
6.2 节 )， 但 必须 注意 ， 这 里 的 方法 很 简单 ， 也 很 容易 被 推广 。 如 果 设 x= -1 ， 就 得 到 


了 一 个 全 新 的 恒等式 ， (cz 人 =。 


这 两 个 通过 代 人 具体 值得 到 恒等式 的 例子 都 体现 了 典型 的 “局 部 个 整体 ”的 观 
点 。 整体 上 看 ,生成 函数 仅仅 是 简单 函数 (1+ 习 " 。 我 们 可 以 代入 想 要 的 任何 值 。 但 是 
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每 次 代入 一 个 值 ， 就 得 到 了 一 个 包 信 系 数 ”] 的 新 结论 (局 部 信息 ) 。 关 键 就 是 将 焦 
点 集中 在 函数 和 它 的 系数 上 ， 从 而 得 到 有 用 的 信息 。 
例 4.3.3 除了 代 人 具体 值 ， 还 可 以 微 其 他 尝试 。 如 果 将 (2) 式 的 两 边 求 导 ， 就 


得 到 
(Or 人 (= + =M(l+x)"! 。 


现在 如 果 将 x=1 代入， 就 得 到 了 一 个 有 趣 的 恒等式 
GG) 和 

到 目前 为 止 ， 还 没有 用 到 本 节 前 面 提 到 的 简单 事实 ，x” .x" = xz"” 。 现 在 让 我 们 
通过 生成 函数 来 分 析 递 推 关 系 (参考 6.4 节 的 例子 )。 

例 4.3.4 ”定义 序列 {om}， 满足 a =1 mw =3a, ,+2, n=1，2，3,… 。 求 a, 的 通 项 
公式 。 

解答 ”解决 这 个 问题 有 好 几 种 方法 ,实际 上 ， 最 简单 的 方法 一 一 一 个 任何 解 题 者 
都 应 该 首先 尝试 的 方法 一 一 就 是 算出 前 几 项 然后 猜测 。 前 几 项 是 

1,5, 17, 53, 161, 485,.…, 

这 也 许 会 让 一 个 有 灵感 的 人 (一 个 熟悉 3 的 等 的 人 ) 猜测 a, = 2x3" -1， 事实 上 这 很 
容易 用 归纳 法 证 明 。 

下 面 介绍 另外 一 种 使 用 生成 函数 的 解法 。 虽 然 相 比 上 面 的 “猜测 然后 验证 ”的 方 
法 ， 它 在 这 个 特殊 问题 上 显得 效率 比较 低 ， 但 是 它 可 以 可 靠 地 应 用 在 许多 直觉 猜测 者 
束手无策 的 情形 中 。 设 

f=a taxrtax + =1+5x+17x 十 … 
是 序列 {a,} 的 生成 函数 。 而 
HK)=ax+ax +ax + 

是 通过 平移 得 到 的 原 序列 的 生成 函数 。 换 句 话说 , x" 的 系数 在 f(x) 中 是 a, ,但 在 xf(x) 


中 必 的 系数 为 a 。 现 在 利用 a 和 wm- 之 间 的 关系 ， 因 为 对 任意 n>1 都 有 
a -3a- =2， 所 以 有 
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f(x)—3xf (x) =a0 +2x+tX + + 。 
这 看 上 去 很 不 规则 ， 但 是 等 号 右边 括号 中 的 表达 式 正好 是 一 个 无 穷 几 何 级 数 。 因 此 有 
( 记 住 @ =1) 
7JO-3yCD=1+-2z 
1l-—x 


等 号 左边 是 f(x)1-3x) ， 所 以 可 以 轻松 解 出 f(x) ， 得 
JaD= _1 2x -= x+1l 
1-3x Er (1—xXl-3x) (1—x)l-3x)" 
我 们 的 目的 就 是 计算 出 f(x) 展 成 嗜 级 数 后 的 系数 。 如 果 分 母 仅仅 只 是 (1~x) 或 
(1 一 3x) ， 我 们 就 可 以 用 几何 级 数 工具 ， 将 其 化 成 分 项 分 式 ”， 得 
x+l 2 


对 第 一 项 用 几何 级 数 工具 ， 得 


= =2x(1+3x+3x + x 十) 。 


因为 
ee a lb 
1l-—x 
所 以 
f(x)=2x(+3x+3 r++) t+ + 
=1+(2x3—Dx+(2x3 —Dx? +(2x3 一 Dxz3 +.…, 


由 此 很 快 得 到 a, =2x3" -1。 . 加 


这 个 方法 在 技巧 上 显得 有 些 凌 乱 ， 因 为 它 涉及 了 几何 级 数 工具 以 及 分 项 分 式 的 重 
复 应 用 。 但 是 不 要 因为 技术 细节 而 感到 县 惧 ， 它 是 可 行 的 ， 因 为 将 生成 函数 乘 上 一 个 
以 后 就 得 到 了 一 个 序列 “平移 ”之 后 的 生成 函数 ， 同 理 ， 除 以 一 个 x 会 使 序列 朝 反 
方向 平移 。 当 然 了 ， 这 些 技巧 能 够 应 用 在 许多 类 型 的 递 推 上 面 。 


分 划 
考虑 下 面 的 多 项 式 乘积 : 


A 
@ 如 果 不 记得 这 个 技巧 了 ， 可 参考 任何 的 计算 文献 。 基本 思想 就 是 先 写成 3 E+ 


二 ， 欠 后 解 出 未 知 常量 4 和 万 的 值 。 
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P(X)=(x +3x+1(x +2x+1) =x +5x? +8x? +5x+1 
如 何 计算 P(x) 中 太 的 系数 ? 举 个 例子 ， 忆 项 就 是 如 下 的 和 
x 1+3x:2x+1- x =8x2 ， 
所 以 系数 就 是 8。 一 般 情况 下 ， 为 了 得 到 P(x) 的 并 项 ， 我 们 观察 每 一 对 项 ， 它 们 其 中 
一 个 来 自 第 一 个 因子 ， 另 外 一 个 来 自 第 二 个 因子 ， 并 且 它 们 两 个 指数 的 和 正好 是 。 
将 每 对 项 相 乘 ， 然 后 把 乘积 都 加 起 来 ， 这 就 是 要 求 的 结果 。 
现在 重新 把 P(x) 写成 
(x txX+x+X+D(x +x+x+l) 。 (3) 
显然 ， 乘积 不 会 改变 ， 举 个 例子 ，x 项 还 是 8x* 。 与 之 相对 应 的 和 是 
和 十 其. 和 十 并- 凑 十 其 .其 十 凑 - 基 十 天 无 十 无 , 夭 十 ] .2 呈 
这 里 起 作用 的 实际 上 是 指数 ， 我 们 可 以 通过 两 两 的 和 来 列 出 每 对 指数 
2+0,1+1,1+1,1+1,1+1,1+1,1+1,0+2, 
我 们 要 做 的 就 是 算出 它们 的 和 (就 是 8)。 下 面 有 一 个 不 同 的 思维 方式 。 想 象 (3) 中 
的 第 一 个 因子 被 染 成 红色 ,第 二 个 被 染 成 蓝 色 。 能 用 下 面 方式 重新 表示 计算 ?系数 的 
过 程 : 
假设 有 一 个 红 2， 三 个 红 1 和 一 个 红 0; 以 及 一 个 蓝 2， 两 个 蔓 1 和 一 个 蔓 0。 
那么 一 共有 8 种 不 同 的 方式 可 以 将 一 个 红色 数字 和 一 个 蓝 色 数 字 相 加 , 其 和 为 2。 
到 此 ， 你 也 许 会 说 ,“ 那 又 怎么 样 呢 ? ”， 先 看 下 面 的 例子 。 
例 4.3.5 有 多 少 对 不 同 的 有 序 非 负 整 数 对 (a, 已 满足 
2a+5b=100? 
解答 ” 先 看 一 看 一 般 情况 : 设 u 是 满足 方程 2a+54b=n 的 有 序 非 负 整数 对 的 个 数 。 
因此 w=4w =0,u, =1 等 等 。 现 在 要 找 出 wo ， 定 义 
A(x) =1+x tx +x + + 
B(x)=1+x’ tx +X +X + 
考虑 它们 的 积 
ACOB(X)=(1+x +x + MItx + +) 
一 1+ 隔 十 对 十 好 十 丰 十 和 十 理 二 了 十 2x0 二 。 


我 们 断言 4(x)B(x) 就 是 序列 wo,u ,uw,,… 的 生成 函数 。 如果 考 虚 到 上 面 的 关于 “ 红 和 蓝 ” 
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的 讨论 ， 这 并 不 难 被 发 现 : 毕竟 4(x) 的 每 项 都 有 xz 这 样 的 形式 ， 其 中 a 是 一 个 非 负 
整数 ， 同 理 ，B(x) 的 每 项 有 zxo 这 样 的 形式 。 因 此 乘积 4(x)B(x) 的 每 项 的 指数 都 是 
2a+5b 的 形式 。 每 对 不 同 的 满足 24+5b=n 的 有 序 对 (c, 已 组 成 了 乘积 4(x)B(x) 的 每 
个 单项 x”"。 因 此 x 的 系数 就 是 方程 24+5b = 不同 解 的 个 数 。 


现在 利用 几何 级 数 工具 来 化 简 
A pe | 
A OT 
因此 
pep rr +。 (4) 


抽象 意义 上 讲 ， 我 们 已 经 “做 出 来 了 ”"， 因 为 有 一 个 形式 很 漂亮 的 生成 函数 。 但 
是 还 不 知道 mo 等 于 多 少 。 不 过 ， 这 也 不 难 计算 。 通 过 观察 ， 可 以 算出 
Wo = =U =u =U = = = =0. (5) 
然后 将 (4) 化 成 
1= (1—x*)1—x’)uo +UX+UX 十 2 了 十) 
=(1—x x +x Nu tuxtux 十 2 对 十 ) 。 
右边 各 项 乘积 的 交 ( 如 果 上 > 0 ) 的 系数 必须 为 0。 乘 出 来 ， 它 的 系数 就 是 
Ui U2 ~ Mis + U7 o 
所 以 对 所 有 大 > 7 ， 有 递 推 关系 
Uh = U2 tis — U7 o (6) 
结合 (5) 和 (6) 就 可 以 算出 zioo ， 虽 然 有 点 单调 ， 但 是 确实 很 简单 。 举 个 例子 ， 
Us =Ue + ~ =1, 1 = + -uy =1, uo = + us —us 一 2… 
如 果 仔 细 琢 麻 ， 就 会 发 现 一 些 捷 径 〈 试 着 反 向 思考 ， 并 制作 表格 来 省 去 一 些 步骤 ) 
最 终 会 算出 wo =11。 是 
下 一 个 例子 本 身 与 计算 生成 函数 系数 没有 关系 ， 但 是 通过 把 两 个 生成 函数 (其 中 
一 个 形式 好 ， 一 个 形式 不 好 ) 等 同 起 来 ， 从 而 解决 了 问题 。 
例 4.3.6 设 n 为 任意 正 整数 。 证 明 : 质量 为 13,3”,3’,3%,… 克 的 夸 码 的 集合 可 以 
称 出 任何 n 克 的 物体 ( 夸 码 可 以 放 在 天 平 的 两 端 )， 并 且 只 能 用 一 种 方式 来 实现 。 
解答 举 个 例子 ,如果 n=10 ， 则 nn 克 质量 就 等 于 1 克 再 加 9 克 的 夸 码 。 对 应 的 
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算术 事实 为 10=1+3? 。 如果 n=73 , 那么 n 克 的 质量 再 加 一 个 9 克 的 硅 码 放 在 一 个 托 
盘 上 , 而 另 一 个 托盘 上 放 一 个 81 克 和 1 克 的 夸 码 。 对 应 的 算式 为 


7T3+3 =1+34， 
等 价 于 
73=1+34-3? 。 
如 果 能 证 明 任意 正 整 数 都 能 写成 3 的 不 同 次 震 的 和 或 差 的 形式 ,并 且 这 样 的 形式 


是 唯一 的 ， 那 么 命题 就 得 证 。 这 很 像 三 进 制 数 ， 但 是 不 允许 出 现 数字 2， 取 而 代 之 的 
是 “数字 ”-1。 


实际 上 ,仔细 地 考虑 这 一 想法 就 可 以 得 出 将 写成 3 的 不 同 次 吞 的 和 或 差 的 方法 ， 
但 是 很 难看 出 它 为 什么 是 唯一 的 。 


利用 生成 函数 法 "的 方法 ， 考 虐 函 数 


f= (I+x+x ')(l+x +x) 
A 的 两 个 因子 包含 了 相应 的 指数 0, 1, 一 1 和 0,3, 一 3。 把 五 乘 出 来 ， 得 到 
fx)=1+xtx tA +X tA +A TX + (7) 


每 个 从 -4 到 4 的 整数 指数 都 包含 在 这 个 乘积 里 面 了 , 而 且 每 项 的 系数 都 等 于 1。 这 九 
项 中 的 每 一 个 都 是 从 矿 的 第 一 个 因子 里 选 一 项 ， 从 第 二 个 因子 里 再 选 一 项 ， 然 后 作 乘 
积 (将 它们 的 指数 相 加 ) 得 到 的 。 换 句 话说，(7) 中 的 指数 都 是 通过 将 数字 1 和 3 的 
组 合 ， 或 者 是 作 和 ， 或 者 是 作 差 ， 或 忽略 一 个 得 到 的 。( 这 里 的 “忽略 一 个 "， 指 的 是 
组 合 中 不 必 都 包含 1 和 3。 举 个 例子 ， 组 合 “+3” 就 忽略 了 1。) 
让 我 们 继续 考虑 

frrtAa te +t + +x3) 
乘 出 来 以 后 ， 结 果 中 的 3x3x3 = 27 项 每 项 都 包含 x" 的 形式 ， 其 中 a 是 3 的 次 德 的 和 
或 益 。 举 个 例子 ， 如 果 将 第 一 个 因子 的 第 三 项 和 第 二 个 因子 的 第 一 项 以 及 第 三 个 因子 
的 第 二 项 相 乘 ， 乘 积 对 应 项 为 


(DF)= 


@ 名 词 “生成 函数 学 ”由 Herbert Wilf 在 他 的 同名 著作 [47] 中 首次 提出 。 强 烈 建议 读者 至 少 要 浏览 一 
遍 这 本 撰写 得 十 分 出 色 的 著作 ， 在 它 的 许多 其 他 篇 章 中 ， 有 很 多 在 数学 书籍 中 从 未 见 过 的 如 诗歌 
般 奔放 的 句子 。 顺 便 说 一 下 ，[43] 和 [38] 中 也 包含 了 有 关 生 成 函数 的 精彩 清 呆 易 懂 的 内 容 。 
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当然 需要 说 明 的 是 及 的 展开 式 中 每 一 项 的 系数 都 是 1 (这 意味 着 没有 两 项 是 一 样 的 ) 
且 指数 的 范围 是 从 -(1+3+9) 到 +(1+3+9) (这 意味 着 从 1 到 13 的 每 个 整数 都 可 以 表 
示 成 3 的 次 宕 的 和 或 差 的 形式 )。 可 以 通过 将 其 一 一 乘 出 来 证 明 ， 但 是 我 们 要 寻找 一 
个 更 一 般 的 方法 。 回 顾 因 式 分 解 (参见 5.2 节 ) 

WV=(u—vMu +im 十 只 ) 。 


将 其 应 用 到 万 的 因子 中 ， 有 


f= x +txtl)f x totl)f x totl) 1 f(x-i)/x -lx”-l 
i 3 EE 二 x rl hl 1 


约 分 之 后 ， 得 到 


x—l1 


A | 
/= 让 利和 
因此 
fx) = + 
这 正 是 所 要 的 结果 。 我 们 已 经 证 明 重 量 1，3，9 可 以 衡量 任意 小 于 或 者 等 于 13 的 正 
(或 负 ) 整数 ， 且 只 有 唯一 一 种 方式 (因为 每 项 的 系数 都 是 1)。 


当然 ， 我 们 要 将 证 明 推广 。 举 个 例子 ， 如 果 
ftatA Mt tt tx Xt +x?), 
那么 
f= + +x?) 


1 /x -lx +x" +l 
ex-l x 


1 fll 
xT x-l x” -1l 


现在 已 经 知道 重量 1 3, 3*,…, 3" 可 以 用 来 衡量 从 1 到 3 的 任意 整数 值 , 且 只 有 
一 种 方式 。 令 a 一 一 ， 得 到 了 极限 情况 ， 即 一 个 非常 漂亮 的 生成 函数 ， 
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Harw +x*)= Sw, LJ 
本 章 最 后 一 个 例子 来 自 整数 的 分 解 理论 ， 此 理论 由 欧 拉 首先 提出 。 给 定 一 个 正 整 


数 n,n 的 一 个 分 解 就 是 把 n 写成 几 个 正 整 数 的 和 。 与 加 数 的 是 序 没有 关系 ， 按 照 惯 
例 一 般 由 递增 顺序 书写 。 举 个 例子 ，1+1+3 和 1+1+1+2 是 5 的 两 个 不 同 分 解 。 


例 4.3.7 证 明 : 对 任意 正 整数 n,n 的 不 相等 整数 的 分 解 个 数 等 于 的 奇数 分 解 
个 数 。 举 个 例子 ， 如 果 n=6 ，n 的 不 相等 整数 和 分 解 一 共有 4 个 ， 分 别 是 
1+5, 1+2+3, 2+4,6。 
同时 奇数 和 分 解 也 是 4 个 ， 
1+1+1+1+1+1 1+1+1+3, 1+5, 3+3。 


解答 ” 设 ww 入 分 别 是 ”的 不 相等 整数 分 解 个 数 和 奇数 分 解 个 数 。 构 造 生成 函 
数 比较 耗 精力 ， 但 是 到 现在 你 应 该 可 以 轻松 证 明 (尽管 可 能 想 不 出 来 ) ; 


U(X)= ++ (+ N+x N+ x) 
就 是 w 的 生成 函数 。 例 如 ，ULx) 展 开 式 中 x 项 就 等 于 
XX TEX A = 4x5 

注意 , 不 可 能 得 到 像 ” . 攻 这 样 的 项 , 也 就 是 说 , 生成 函数 排除 了 分 解 中 的 重复 部 分 。 

如 果 对 U(X) 比较 熟悉 (请 仔细 思考 这 个 函数 ， 直 到 觉得 “ 它 是 正确 的 生成 函数 ” 
这 个 命题 是 “显然 ”的 )， 那 么 就 应 该 尝试 构造 Vtx)， 即 mm 的 生成 函数 。 这 些 过 程 可 
以 复制 上 面 的 ， 但 是 次 数 都 必须 是 奇数 。 举 个 例子 ， 如 果 想 在 分 解 中 出 现 0，1 或 者 
两 个 3, 那么 因子 (+x +x5) 可 以 做 到 ,因为 x** = xz 正好 有 两 个 3。 根 据 以 上 分 析 ， 
定义 生成 函数 

VX)=+txtx + Mt tt 


现在 , 剩 下 的 工作 就 是 证 明 U(x)=V(x) 。 利 用 几何 级 数 马上 就 可 以 将 其 化 简 , 得 


1 1 1 
raisejaeeh 
另外 ， 可 以 把 Ko 写成 
U(x)= (1+x)(1+x XI+x M+x +x’)... 


-EE 
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注意 到 ， 在 最 后 的 表达 式 中， 我 们 可 以 约 掉 所 有 形 如 (1 一 x*) 的 项 ， 只 剩 下 


1 


rp er er ry oil 号 


问题 与 练习 


题 4.3.8 ”对 任意 正 整 数 n， 证 明 ， (+ -0). 


题 4.3.9 对 任意 正 整数 二 <mm, n， 证 明 : 总 Je 小 (2) 


题 4.3.10 用 生成 函数 方法 证 明 在 问题 1.3.18 给 出 的 斐 波 那 契 数列 的 公式 。 

题 4.3.11 重读 例 4.3.6。 通 过 归纳 正式 证 明 ; 如 果 

fOrte Nt tx +t A++ +x), 
那么 
LAC sh i 十 二 和 二 +1+XT 二 2 十 二 

其 中 a=(3"* -1D/12 。 

题 4.3.12 这 里 有 另外 一 种 不 同 的 方式 证 明 例 4.3.7: 证 明 对 任意 x，F(x) 都 等 于 1， 其 中 

FOO=0-xA+O -+ x I+ Xx Xl+x).. 。 

下 面 是 两 种 不 同 证 明 方法 的 提示 。 


(1) 对 Fo 展开 式 中 前 2n 项 进行 归纳 。 它 不 会 等 于 1, 但 是 它 应 该 等 于 不 含 任何 次 数 “ 比 
较 小 ”的 太 项 。 思 路 就 是 证 明 随 着 ”的 增长 ， 能 保证 不 会 出 现 太 项 ， 大 =12… 工 ， 其 中 工 随 
著 n 增 长 而 增长 。 这 样 就 行 了 ! 


(2) 证 明 FO 在 代 换 xi， 世 下 是 不 变量 。 然 后 重复 这 个 代 换 (同时 也 要 说 明 表达 式 只 在 
团 <1 时 收敛 )。 


题 4.3.13 《Putnam 1992) 对 非 负 整数 n 和， 定义 Q(m, 有 为 (1+x+ 基 + 台 )” 展开 式 中 z 
项 的 系数 。 证 明 :Qln,k) = ba Es ): 
题 4.3.14 ”证明 ， 每 个 正 整 数 都 能 用 二 进 制 表示 ， 且 此 表示 是 唯一 的 。 例 如 ，6 在 二 进 制 


中 就 表示 成 110， 因为 1x2+1x2 +0x2 =6 。( 这 个 唯一 性 可 以 用 很 多 方法 证 明 ， 当 然 , 这 里 
建议 用 生成 函数 去 证 明 ) 。 


全 人生 术 解 复 : 效 学 况 赛 攻关 空 典 


题 4.3.15 单位 根 。 设 =Cis 下 是 一 个 次 单位 要 (参考 42 节 )。 
(a) 证 明 : 和 式 1+ 允 十 纪 十 从 二 二 oo 等 于 或 0， 这 取决 于 大 是 否 是 二 的 倍数 。 


2j1 凡 
(b) 化 简 名 的 上 


化 科 县 G ] 


人 推广 前 面 的 结果 。 

题 4.3.16 (LMO 1991) 一 个 有 限 数列 4.0,…,a, 称 为 是 p 阶 稳定 的 ， 如 果 对 任意 
=12…p 形 如 as+aiws+ahwzs+… 的 和 都 相等 。 证明: 如 果 一 个 有 50 项 的 数列 对 
P=3,5,7,1413,17 都 是 p 阶 稳定 的 ， 那 么 它 的 每 一 项 都 等 于 0。 


题 4.3.17 设 p(n) 代表 的 无 条 件 限制 的 分 解 个 数 。 下 面 是 p(n) 前 几 个 值 的 表格 。 


1 

1+1,2 

1+1+1 1+2,3 

1+1+1+1， 1+1+2， 1+3, 
2+2, 4 

1+1+1+1+1, 1+1+1+2, 
1+1+3, 1+2+2, 2+3, 1+4, 5 


设 7(9) 是 plnm) 的 生成 函数 [ 换 句 话说 ， 7(z) 中 必 项 的 系数 就 是 p(k) ]。 请 证 明 
Fr 1 
f(x) -I sa 
题 4.3.18 证 明 : 把 =” 分解 成 不 是 3 的 倍数 的 整数 分 解 的 个 数 等 于 把 ”分解 成 至 多 有 两 个 


是 一 样 的 整数 分 解 的 个 数 。 例 如 n=6 ， 那 么 第 一 种 类 型 的 7 种 分 解 为 


1+1+1+1+1+L1I+1+1+1+21+1+2+2， 
1+1+4,1+5,2+2+2,2+4; 


同时 也 有 7 种 第 二 种 类 型 的 分 解 
1+1+4,1+1+2+2,1+2+3,1+5,2+4,3+3, 6。 
你 能 将 此 问题 推广 到 一 般 情况 吗 ? 


题 4.3.19 用 1 分 , 5 分 ,1 角 , 2.5 角 ，5 角 ， 有 多 少 方式 可 以 把 一 元 钱 兑换 开 ? 例如 ， 
可 兑换 成 100 个 一 分 ， 或 者 20 个 一 分 ，2 个 五 分 ， 和 7 个 一 角 。 先 后 其 序 没有 关系 。 


wD-|s 
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题 4.3.20 函数 (1 一 + 一世 一 地 一 一 牙 一 x*)"' 是 甩 个 简单 数列 的 生成 函数 ? 


题 4.3.21 一 个 标准 的 散 子 每 个 面 上 分 别 写 着 1，2，3，4，5，6。 当 你 摇 两 个 这 样 的 般 子 
时 ， 很 容易 计算 出 各 种 和 的 概率 。 举 个 例子 ， 摇 两 个 航 子 得 到 和 为 2 的 概率 为 136， 而 得 到 的 
和 为 7 的 概率 是 1/6。 


那么 能 不 能 制造 一 对 “ 非 标准 ”的 艇 子 〈 可 能 两 个 都 不 一 样 )， 上 边 标 有 的 正 整 数 与 一 对 
标准 般 子 不 一 样 ， 但 两 个 “ 非 标准 ” 秽 子 上 的 数字 和 与 标准 艇 子 上 的 数字 和 相等 的 概率 是 一 样 
的 吗 ? 例如 ， 其 中 的 一 个 非 标准 般 子 可 能 有 一 个 面 标 有 8， 两 个 面 标 有 3。 但 是 据 这 两 个 岗子 
得 到 的 数字 和 为 2 的 概率 仍然 是 1136， 得 到 数字 和 为 7 的 概率 仍然 是 1/6。 


题 4.3.22 ”Aiberto 把 N 里 棋子 放 在 一 个 四周 上 。 其 中 部 分 或 者 全 部 是 黑色 的 ， 剩 下 的 是 
白色 的 。( 颜 色 的 分 布 是 随机 的 ) 。Betttl 在 AIberto 圆周 上 的 相 邻 棋子 之 间 放 入 新 的 棋子 ， 规 则 
如 下 : 她 在 每 相 邻 两 颗 同 色 的 棋子 之 间 放 入 一 颗 白 色 棋子 ， 在 两 颗 异 色 棋子 之 间 放 入 一 颗 黑 色 
棋子 。 然 后 她 移 去 Alberto 放下 的 所 有 棋子 ， 就 得 到 了 一 个 有 N 颗 棋子 的 新 赔 环 。 


然后 Alberto 在 Bettll 的 新 贺 环 上 根据 她 的 规则 重复 了 一 遍 她 的 操作 。 这 两 个 人 不 断 地 轮流 
重复 这 个 操作 。 


证 明 : 如 果 W 是 2 的 敌 次 ， 那 么 不 管 开始 时 Alberto 如 何 摆 放 棋子 ， 最 终 所 有 棋子 都 会 是 
白色 的 。 如 果 N 不 是 2 的 宕 次 ， 那 么 会 有 什么 有 趣 的 结果 呢 ? 


第 
代 数 


读者 可 能 已 经 学 习 代数 多 年 ， 并 认为 自己 是 代数 方面 的 老手 了 。 不 过 ， 也 有 可 能 
在 数学 学 习 过 程 中 养 成 了 一 些 坏 习 从 或 者 没有 掌握 一 些 穿 门 。 这 章 的 目的 就 是 要 让 我 
们 从 解 题 者 的 角度 重新 学 习 代数 。 


代数 ， 组 合 数学 ， 以 及 数论 都 是 密切 相关 的 。 可 以 结合 第 6 章 和 第 7 章 的 前 几 节 
内 容 来 学 习 本 章 。 


5.1 集合、 数 和 函数 


这 一 节 主 要 是 关于 集合 和 函数 基本 记号 的 回顾 ， 可 以 粗 读 (但 是 必须 确保 能 理解 
函数 例子 )。 


集合 


集合 是 确定 元 素 的 全 体 。 如 果 一 个 元 素 * 属于 集合 4 ( 即 x 是 4 的 一 个 元 素 ), 就 
写成 xe 4 。 集 合 可 以 是 任意 元 素 的 全 体 (包括 别 的 集合 )。 一 种 表示 集合 的 方法 就 是 
在 一 个 大 括号 内 列举 集合 的 元 素 ， 例 如 

A={2,3,8,V2} 。 
一 个 集合 可 以 不 包含 任意 元 素 ， 即 空 集 @ =(}。 
回忆 集合 的 运算 U (并 ) 和 门 ( 交 )。 定 义 4UB 为 一 个 包含 了 所 有 4 中 元 素 和 所 
有 8B 中 元 素 (或 者 两 者 的 公共 元 素 ) 的 集合 。 例 如 ， 
{1,2,5}U{1,3,8} = {1,2,3,5,8} 。 
类 似 地 ， 定 义 4N8 为 由 同时 属于 4 和 8 的 元 素 组 成 的 集合 ， 例 如 ， 
{1,2,5}N{L,3,8} ={1} 。 

如 果 集 合 4 中 的 所 有 元 素 都 属于 集合 B, 则 称 4 是 B 的 子 集 , 写成 4c 8。 注意 : 

对 任意 集合 4， 都 有 4C4Oc4。 
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我 们 能 按照 如 下 方式 很 自然 地 定义 集合 的 “减法 ": 
A-B~={ae A;a¢ B}; 

换 句 话说 ， 4- 卫 就 是 所 有 属于 4 但 不 属于 B 的 元 素 的 集合 。 

两 食 最 基本 的 集合 是 自然 数 集合 N= 什 2,3,4…} 和 整数 集合 Z ={0, 士 1 土 2， 
+3, 土 4 …} ?。 

一 般 情况 下 ， 在 我 们 论述 的 框架 下 还 存在 一 个 包含 所 有 集合 的 更 大 的 “全 体 ” 集 
合 U。 这 一 般 是 通过 上 下 文 来 理解 。 例如, 如 果 考察 的 集合 中 包含 数 , 那么 U 就 等 于 Z, 民 ， 
或 C。 当 全 集 U 是 已 知 时 ， 定 义 4 的 补 集 4 为 “所 有 ”不 在 4 中 的 元 素 的 集合 ， 即 ， 

A=U-A。 

例如 ， 如 果 U =Z， 集合 4 由 所 有 偶数 组 成 ， 那 么 也 就 由 所 有 奇数 组 成 。( 若 不 知道 


全 集 U， 补 集 的 说 法 就 毫 无 意义 了 ， 例如， 如 果 局 是 未 知 的 ，4 是 偶数 的 集合 ， 那 么 
“不 在 4 中 ”的 元 素 可 能 包含 奇数 、 虚 数 、 巴 黎 的 居民 、 以 及 土星 的 环形 山 ， 等 等 。) 


表示 集合 的 一 个 一 般 方法 就 是 用 “使 得 ”(such that) 记号 。 例 如 ， 有 理 数 集 Q@ 是 
所 有 形 如 a/b 的 商 的 集合 , 使 得 0,5e Z，b 关 0 。 我 们 将 “使 得 ” 简 记 为 |" 或者“:”， 
因此 
Q@r= 作 :osc zz 时 

不 是 所 有 数 都 是 有 理 数 。 例如，V2 就 不 是 有 理 数 , 在 例 2.3.2 中 我 们 已 经 证 明 过 。 
稍 作 修改 , 这 个 证 明 可 以 被 推广 到 许多 (实际 上 可 以 是 无 穷 多 个 ) 其 他 无 理 数 的 证 明 。 
因此 ,“ 数 轴 ” 有 一 个 包含 @ 的 “更 大 ”的 值 的 集合 ， 我 们 称 这 个 集合 为 实数 尺 。 直 
观 上 可 以 把 及 看 成 数 轴 上 点 的 完整 “连续 ” 集合 , 而 己 和 人 @ 则 分 别 是 及 的 “粒状 的 ” 
和 “离散 的 ”的 子 集 *。 

经 常 提 到 实数 区 间 的 概念 ， 记 号 [a,8] 表 示 闭 区 间 {xe 恨 : a<x<&b} ， 类 似 地 ， 开 区 
闻 (a,5) 指 的 是 {xe 民 :a<x<b)}。 同 样 地 ， 定 义 混合 区 间 为 [a,5) 和 (a,5] 。 

最 后 , 通过 加 入 新 元 素 i 来 扩充 实数 , 其 中 i 被 定义 为 -1 的 平方 根 ; 即 , i? =-1 。 
RR 中 元 素 和 i 就 构造 出 了 复数 集 C， 正 式 定义 为 

C={atbi:a,beR}. 

复数 具有 代数 封闭 性 的 重要 性 质 。 这 就 意味 着 在 复数 域 上 进行 任何 加 法 , 减法 , 乘法， 


@ 字母 “Z” 来 自 德 文 zahlen， 寓 思 就 是 “数字 "。 . 
@ 有 许多 定义 实数 集 的 严格 方法 ， 例 如 有 理 数 集 的 “扩充 "。 可 以 参考 文献 [36] 的 第 1 章 。 
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除法 (除去 0) 以 及 开 方 运算 的 有 限 组 合 ， 都 会 得 出 一 个 新 的 复数 。N, Z, Q, 及 这 些 相 
对 小 些 的 集合 中 没有 一 个 具有 代数 封 闵 性 。 自 然 数 集 N 在 减法 运算 下 不 封 闲 , ZZ 在 除 
法 运算 下 不 封闭 ,而 Q@ 和 民 在 开平 方 运算 下 都 不 封闭。 


给 定 两 个 集合 4 和 (两 个 集合 可 能 相等 也 可 能 不 相等 ), 笛 卡 儿 (Cartesian) 积 
A xB 被 定义 为 所 有 有 序 对 (a,b) 的 集合 ， 其 中 ae 4,be B 。 正 式 定义 为 : 
AxB:={(a,b):ae A, be B}。 
例如 ， 如 果 A4={1,2,3},B= 人 忆 黎 ， 伦 敦 } ， 那 么 
4xB ={( 巴 黎 ), (2, 巴 黎 ), (3, 巴 黎 ), (伦敦 ) (2, 伦 敦 ), (3， 伦 敦 )} 。 
给 定 两 个 集合 4 和 8B, 可 以 给 4 中 每 个 元 素 指 定 B 中 一 个 特定 元 素 与 之 对 应 。 例 
如 ， 就 用 上 面 的 集合 ， 可 以 把 巴黎 指定 给 1 和 2， 把 伦敦 指定 给 3。 换 名 话说， 我 们 
指定 了 AxB 的 子 集 
{(1, 巴 黎 ), (2, 巴 黎 ), (3, 伦 敦 )} 。 
任何 4xB8 的 子 集 ， 只 要 满足 每 个 ae 4 都 有 唯一 的 一 个 be B 与 之 对 应 ， 那么 它 
就 是 一 个 从 4 到 B 的 函数 。 特别 地 ， 用 了 :4 一 B 表 示 定 义 域 为 4 值 域 为 B 的 函数 /。 
把 8B 中 与 ae 4 对 应 的 元 素 记 为 /(a) ， 并 且 把 f(a) 叫做 4 的 像 。 不 正式 地 讲 ， 函 数 /了 
就 是 给 4 中 的 值 a 指定 一 个 8 中 的 值 7(a) 的 一 种 “规则 "。 这 里 有 几 个 重要 的 例子 ， 
它们 也 引申 出 了 更 多 重要 的 概念 和 记号 。 


平方 “定义 矿 :及 一 及, 对 任意 xe 及 ，(a) = 刀 。 可 以 把 /写成 zy z2 或 zi 刀 。 
注意 , 这 里 /的 值 域 不 是 整个 及 , 而 是 非 负 实数 .同样 注意 ，/(x) =9 有 两 个 解 x= 49 。 
集合 {3,-3} 称 为 9 的 原 像 ， 记 为 广 :(9) = {3，-3] 。 注 意 原 像 不 是 一 个 元 素 ， 而 是 一 个 
集合 ， 因 为 一 般 情况 下 ， 就 像 在 这 个 例子 中 ， 原 像 往往 不 止 一 个 元 素 。 


立方 定义 g: 及 一 展 , 对 任意 xe 她 ， x 中 x。 在 这 个 定义 下 ， 值 域 就 是 整个 恨 。 
我 们 也 叫 这 类 函数 是 映 上 的 。 并 且 ， 每 个 原 像 只 包含 一 个 元 素 〔 因 为 负数 的 立方 根 是 
负数 ， 正 数 的 立方 根 是 正 数 ) 。 具 有 这 种 性 质 的 函数 称 为 1 对 1 的 (上 面 的 函数 除了 
在 0 点 是 1 对 1 的 外 ,都 是 2 对 1 的 )。 像 8 这 样 同时 是 1-1 和 映 上 的 函数 ,也 巴 敌 1-1 
映射 或 者 双 射 。 


指数 和 对 数 ”给 定 一 个 正 实数 b 关 1。 定 义 h: 民 一 妇 ， 对 每 个 xe 民 ，hx)=b”。 
值 域 是 所 有 正 实数 (0 不 是 )， 所 以 不 是 映 上 的 。 另 一 方面 ,h 是 1 对 1 的 ， 因 为 ， 
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如 果 y>0 ,那么 方程 上 =? 恰好 有 一 个 解 x。 称 这 个 解 为 对 数 log, y 。 例 如 ,如果 b = 
3， 那 么 log, 81=4 ， 因 为 x= 3 是 方程 3 = 81 的 唯一 " 解 。 


现在 请 考虑 函数 x log, y 。 证 明定 义 域 为 正 实数 ， 值 域 为 所 有 实数 。 


下 取 整 (floors) 函数 和 上 取 整 (ceilings) 函数 ”对 任意 xe 及 ， 定 义 下 取 整 函数 
Lx 为 小 于 或 者 等 于 x 的 最 大 整数 (| x 的 另外 一 个 记号 是 [x]， 但 是 这 个 在 一 定 程度 
上 已 经 过 时 了 )。 例 如 ，|3.7]=3, [2]=2，| -2.4]=-3。 类 似 地 ， 上 取 整 函数 [x] 定 
义 为 大 于 或 者 等 于 x 的 最 小 整数 。 例如, [3.1]=4,「-1.21= -1。 这 两 个 函数 的 定义 域 
都 是 衣 ， 值 域 都 是 Z。 两 个 函数 都 是 映 上 的 ， 但 都 不 是 1 对 1 的。 实际 上 ,都 是 ~ 对 
1 的 ! 


序列 ”如果 一 个 函数 / 的 定义 域 为 自然 数 集 N， 那 么 它 的 值 域 就 是 Rl), A2)， 

有 3),…。 有 时 候 用 记号 
hf, he 

更 加 方便 ， 在 这 种 情况 下 ， 函 数 就 叫做 序列 。 定 义 域 并 不 一 定 要 是 Y ， 它 可 能 从 
0 开始 ， 也 可 能 是 有 限 集合 。 有 时 候 将 无 穷 序列 记 为 (1)7 或 者 ( 丰 ) 。 因 为 下 标 都 是 整 
数值 ， 所 以 习惯 上 用 到 的 字母 是 i, j,k, 1, m。® 

指示 函数 ” 设 UU 是 包含 子 集 4 的 集合 。4 的 指示 函数 记 为 1 ，1, 的 定义 域 为 U， 
值 域 为 {0,1} ， 对 于 每 个 xe U ， 其 表达 式 为 

v= XE A, 

1 xeh, 


例如 ， 如 果 U =NN，4 是 质数 的 集合 ， 那 么 1,(9) =0, 14(17) =1。 


问题 与 练习 


题 5.1.1 设 4 和 8 分 别 代表 偶数 和 奇数 的 集合 ( 记 住 ， 0 是 偶数 )。 
(a) 从 4 到 B 有 没有 双 射 ? 
(b) 从 Z 到 4 有 没有 双 射 ? 


题 5.1.2 证 明 对 任意 集合 4 和 有 B， 


@@ 如 果 引 入 复数 ， 那 么 这 个 解 就 不 再 是 叭 一 的 了 。 详 细 信 息 请 参考 文献 [29]。 
@ 在 最 初 的 电脑 程序 语言 FORTRAN 中 , 整数 变量 都 必须 以 7,J,KK,L，M 或 N 开 始 (可 以 用 “INieger” 
帮助 记忆 )。 


家 名 乞 村 解 题 : 效 字 充 客 砍 关 宝典 


(a) Lls(x) =1na(x) 。 
(b) 1-L,(x)=17(x)。 


换 名 话说， 两 个 指示 函数 的 乘积 正好 是 对 应 集合 交 的 指示 函数 ， 一 个 集合 补 集 的 指示 函数 
等 于 1 减 去 原 集 合 的 指示 函数 。 
题 5.1.3 判断 儿 ={ 儿 ) 是 否 正确 ， 并 说 明 原 因 。 


题 5.1.4 ”证明 下 面 的 “对 侦 ” 情 况 ， 某 种 意义 上 说 明了 有 理 数 和 无 理 数 都 是 “粒状 的 ”。 
(a) 在 任意 两 个 有 理 数 之 间 都 存在 一 个 无 理 数 。 
(b) 在 任意 两 个 无 理 数 之 间 都 存在 一 个 有 理 数 。 


题 5.1.5 一 个 集合 的 元 素 个 数 叫 做 这 个 集合 的 基数 (cardinality) 。4 的 基数 一 般 记 为 |4| 或 
#4 。 如 果 | 作 =mm |8|=n ， 那 么 肯定 有 |4x 恒 =mn 。 请 问 : 从 4 到 8 一 共有 多 少 个 不 同 的 函 
数 ? 

题 5.1.6 (AIME 1984) 设 函数 f:Z~> Z, 并 满足 当 m>1 000 时 , f(n)=n-3; 当 n<1000 
时 ，f(m)=_f(f(n+5)) 。 求 7(84) 。 

题 5.1.7 (AIME 1984) 设 /为 定义 在 实数 域 上 的 函数 ， 且 对 任意 实数 x， 满 足 

FQ2+R)=72-7), f+A)=7(7 -x)。 
如 果 x = 0 是 J(x)=0 的 一 个 根 ， 那 么 在 区 间 -1 000<x<1 000 上 f(x)=0 的 根 的 个 数 至 少 有 多 
少 
5.1.8 (AIME 1985) 试问 前 1 000 个 正 整 数 中 有 多 少 个 可 以 表示 成 如 下 形式 : 


[2x)+|4x]+|6x|+|8x]? 
题 5.1.9 对 任意 非 负 的 x，| J[x] |=| Vx | 是 否 正确 ? 并 说 明 原因 。 
题 5.1.10 对 任意 ne N, 证 明 [ Vn+VntI|=| V4n+2|。 


题 5.1.11 试 解答 问题 2.4.19。 


题 5.1.12 求 序列 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,… 第 项 的 公式 , 其 中 整数 m 正好 出 
现 m 次 。 


题 5.1.13 对 任意 正 整数 nx， 证 明 


HH 
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5.2 代数 运算 回顾 


代数 学 通常 被 教 成 是 一 系列 计算 技巧 。 我 之 所 以 说 是 “计算 的 "， 是 因为 下 面 两 
个 练习 在 概念 上 根本 没有 区 别 : 

(1) 计算 42x57。 

(2) 把 (4x + 2)(5x+7) 写成 三 项 式 。 


两 个 都 是 死板 枯燥 的 运算 练习 。 前 者 处 理 纯 数字 而 后 者 处 理 数字 与 符号 。 我 们 把 
这 种 不 需要 思考 (尽管 有 用 ) 的 运算 叫做 “计算 ”。 代 数 中 充斥 着 这 些 运 算 ， 相 信 你 
也 已 经 练习 了 很 多 。 然 而 ， 你 可 能 没有 体会 到 代数 也 是 美的 学 科 。 有 了 时候 你 可 能 需要 
很 艰难 地 化 简 一 大 堆 错 综 复杂 的 代数 表达 式 来 解决 问题 , 但 是 这 样 不 幸 的 时 候 是 非常 
少 的 。 一 个 优秀 的 解 题 者 对 代数 问题 有 更 自信 的 解决 途径 。 异想天开 的 策略 能 引导 她 
寻找 一 个 优雅 的 解法 。 我 们 需要 具有 良好 的 心态 ， 保 持 一 种 清醒 、 敏 锐 的 触觉 ， 不 停 
地 搜寻 避免 复杂 计算 的 机 会 ， 追 求 简单 与 优雅 ， 通 常 这 两 者 是 对 称 的 。 第 -一 个 例子 就 
说 明了 这 一 点 。 

例 5.2.1 如 果 x+y= 蕊 =3， 求 大 + 吃 。 


解答 “一 种 解决 这 个 问题 的 办 法 (最 差 的 方法 ) 就 是 由 蕊 =3 和 x+y=3 解 出 x 
和 y (这 个 将 会 用 到 二 次 方程 求 根 公式 , 解 将 是 复数 )， 然后 再 将 x* 和 上 的 值 代入 表达 
式 闻 + 太 。 这 样 做 当然 行 得 通 ， 但 是 难看 ， 枯 爆 ， 繁 琐 并 且 容 易 犯错 。 


取而代之 ， 可 以 用 一 种 更 为 简便 的 方法 。 我 们 的 目的 是 求 丰 + 六 ， 所 以 先 倒 推 一 
步 求 x*+y? 。 如 何 求 他 +y? 试 试 将 x+y 平 方 。 
3 = (x+J =x +2 + 
因为 多 =3， 所 以 有 x*+y =3。 因 此 ， 
3x3=(x+ PF + ) = y+ + = + +y(X+y) 。 
由 此 可 得 
+ =3x3-3x3=0,， 
这 是 个 令 人 惊讶 的 结果 。 
顺便 地 ， 如 果真 的 想 求 出 x 和 y 的 值 该 怎么 办 呢 ? 这 里 有 一 个 优雅 的 方法 。 方 程 
x+y=3 预示 着 (x+y)* =3* ,或 者 
xX +2 +y =9 
因为 力 =3， 把 上 式 减 去 4xy =12 得 
-2y+y =-3。 


人 多 怎 杆 解 征 ， 效 学 充 赛 攻关 宝典 


这 是 一 个 完全 平方 ， 开 根 号 得 
x-y=+tiV3 。 
这 个 等 式 非常 有 用 ， 因 为 已 知 x+y=3 。 将 两 式 相 加 马上 就 得 到 x=(3+iV3)/2 ， 将 
它们 相 减 则 得 y= (3 于 iV3)12 。 所 以 (x, 的 两 个 解 为 
3+iV3 3-iV3) (3-iV3 3+iV3 
Wy 党 


因 式 分 解 技巧 


乘法 很 少 能 够 化 简 问 题 。 相 反 地 ， 应 该 
毫 不 独 玉 地 使 用 因 式 分 解 。 


下 面 这 些 是 在 代数 课 上 学 过 的 基本 代数 公式 。 要 确保 能 够 灵活 运用 它们 ， 而 不 是 
死记 硬 背 。 注 意 是 如 何 运 用 公式 5.2.4“ 马 上 ”解决 例 5.2.1 的 ! 


公式 5.2.2 (x+y)? =x +2xy+ 六 。 

公式 5.2.3 (x-y)?=x-2xy+y7。 

公式 5.2.4 (x+y) =x +3x y+3xy + = + +3xy(x+y) 。 

公式 5.2.5 (x-y) =x -3xy+3xy -P= 3X)) 

公式 5.2.6 六 - 太 =(C-JJG+ 用 。 

公式 5.2.7 对 任意 nn,，x” -y=(x-yMx 2 十 23 二 二 。 

公式 5.2.8 ”对 任意 奇数 nn， x" +=(x+)(x -2 六) (第 二 
个 因子 中 的 每 项 符号 交替 )。 


许多 问题 都 涉及 公式 的 组 合 应 用 ， 再 结合 一 些 基础 的 策略 (例如 异想天开 策略 ) ， 
时 刻 注意 对 称 性 以 及 很 有 价值 的 创造 性 地 添加 零 的 方法 (add zero creatively tool)。 "这 
里 有 一 个 例子 。 


例 5.2.9 把 x*+4 分 解 成 两 个 实 系数 多 项 式 的 乘积 。 
解答 ”如 果 不 要 求 分 解 的 因 式 为 实 系数 ， 将 x'+4 看 作 一 个 平方 差 (公式 5.2.6)， 


@ 创造 性 地 添加 稚 的 方法 的 同一 类 型 方法 是 巧妙 地 乘 一 的 方法 (multiply cleverly by one)。 
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就 得 到 
x +4=x -4)=(x) (2i) =(x? +2)(x* -2i) 。 
虽然 不 能 直接 用 平方 差 公式 , 但 是 也 不 要 轻易 放弃 它 ， 因 为 表达 式 中 包含 有 两 个 平方 
项 。 不 幸 的 是 ， 它 不 是 两 个 平方 作 差 。 但 还 有 不 同形 式 的 完全 平方 ， 这 个 表达 式 正 
好 包含 它们 。 应 用 异想天开 策略 来 构造 更 多 的 完全 平方 ， 通 过 创造 性 地 添加 零 的 方 
法 得 
Xe +4=x +4x7 +4—4x? 二 
这 便 是 关键 之 处 ， 现 在 有 
到 十 4 妇 十 4 一 4z2 = (22 十 2 一 (22)2 一 (22 十 2x 十 2)(z2 一 2x+2) 。 


这 个 启发 性 的 例子 告诉 我 们 应 该 总 是 寻找 完全 平方 ,如 果 不 是 现成 的 那 就 尝试 创造 它 
们 。 


平方 运算 
记 住 如 何 计算 一 个 三 项 式 的 平方 也 很 重要 ， 但 无 需 涉及 更 复杂 的 多 项 式 。 
知道 如 何 构造 以 及 识别 完全 平方 。 
在 结束 之 前 ， 请 灵活 学 习 下 面 的 公式 ， 不 要 死记 硬 背 。 
公式 5.2.10 (xt+y+2) =x+y +2 +2 + D+2y2 。 
公式 5.2.11 (x+yt+z+W) = 妇 十 着 十 22 二 十 22 二 2x2 二 2xW 十 2 二 2 十 
2zw 。 
公式 5.2.12 配方 : ， 
2 2 
rtentartT -= (x+3] -人 
考虑 上 面 的 配方 公式 “发 现 ” 它 的 一 个 方法 就 是 找 出 以 冯 + ex 开头 的 完全 平方 ， 


然后 添加 适当 的 一 个 “ 零 ” 上 去 。 另 外 一 个 方法 就 是 应 用 简单 的 因 式 分 解 ， 然 后 通过 
创造 性 地 添加 零 的 方法 尝试 构造 对 称 项 : 


2 2 
x +ax -x+ro=[e2-3](e3 引 -=(** -人 
次 出 平方 项 的 技巧 除了 配方 法 之 外 还 有 很 多 工具 。 这 里 有 几 个 重要 的 方法 。 
例 5.2.13 (x-y)? +4xy=(x+))’。 


例 B 息 相 角 利 : 效 学 充 窒 牙关 宝典 


例 5.2.14 将 上 面 方程 中 的 变量 用 它们 的 平方 代替 得 
( -yy 十 4x2]72 一 (xz2 十 ]P) 

如 此 就 可 以 得 到 无 限 个 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagorean) 三 元 组 ， 即 满足 a? +b? =c? 的 束 
数 (a, b,c)。( 在 某 种 意义 下 ， 这 个 方法 产生 了 所 有 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 。 参 考 例 
7.4.3.) 

例 5.2.15 下 面 的 方程 说 明了 如 果 两 个 整数 都 能 写成 两 个 完全 平方 的 和 , 那么 它 
们 的 积 也 可 以 : 

(x +y Xa 十 瑟 ) =(xa—by) +(ya+ bx)? 。 
例如 ，29=22+5?,13=2?+3* ， 确 实 ，29x13 =112 +16? 5 


很 容易 就 能 够 看 出 它 是 如 何 起 作用 的 ， 但 是 为 什么 能 起 作用 则 另 当 别论 。 现 在 ， 
后 见 之 明 则 很 有 用 : 记 住 , 许多 有 用 的 平方 在 开始 时 藏 在 瞳 处 , 只 有 当 你 适当 添加 “ 通 
行 项 ”时 它 才 现 身 (只 要 你 觉得 适合 ,可 以 让 它们 存在 或 消失 )。 关 于 这 个 例子 的 “ 自 
然 ” 解 释 ， 请 参看 例 4.2.16。 


代 换 和 化 简 


“分 数 ”这 个 词 给 许多 优秀 的 数学 专业 的 学 生 心 中 带 来 了 恐惧 感 。 这 是 因为 大 部 
分 人 ,包括 那些 喜欢 并 且 擅长 数学 的 人 ， 在 中 学 时 都 深 受 分 数 的 折磨 。 他 们 经 常 被 要 
求 完成 很 长 很 繁琐 的 分 数 计算 ， 例 如 : 化 简 

和 10 本 11 
一 一 + -一 一 + 一 。 
wl 3 

“化 简 ” 就 是 把 “同类 项 ”合并 在 一 起 。 有 时 候 能 化 简 一 个 表达 式 ， 但 是 一 个 优 

秀 的 解 题 者 会 通过 异想天开 的 策略 得 到 更 加 集中 的 以 任务 为 导向 的 方法 。 


避免 死板 的 直接 合并 ,除非 这 能 使 你 的 表达 式 显得 更 简单 。 总 是 朝 着 更 简单 ， 更 
对 称 和 更 漂亮 的 方向 化 简 (这 三 者 往往 是 统一 的 )。 


(当然 ， 也 有 例外 。 有 时 候 你 可 能 需要 把 一 个 式 子 变 得 更 复杂 ， 这 样 也 许 能 反映 
出 更 多 的 信息 。 例 5.5.10 就 是 一 个 很 好 的 例子 。) 


例 3.1.10 是 一 个 使 用 代 换 方法 (通过 对 称 性 ) 的 很 好 的 例子 ， 例 子 中 代 换 
上 了 =x+1/x 把 四 阶 方程 x*+x +x*+x+1=0 变 为 两 阶 了 。 这 里 还 有 一 些 例子 。 


例 5.2.16 (AIME 1983) 求 下 列 方程 的 所 有 实 根 之 积 
x +18x+30=2Vx? +18x+45 。 
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解答 ”这 个 问题 不 是 很 难 。 解 决 这 个 问题 的 唯一 障碍 就 是 方程 中 有 一 个 根 号 。 那 
么 ， 第 一 步 就 是 作 大 胆 的 变换 来 消除 这 个 障碍 ， 令 
y 了 =Vxzz+1l8xz+45 训 
注意 如 果 x 是 实数 ， 那 么 》 肯定 是 非 负 的 。 方 程 立即 就 化 简 为 
7 -15=2y, 
因 式 分 解 后 得 (7-5)07+3) = 0 。 排 除根 = -3 (因为 > 必须 是 非 负 的 )， 将 y=5 代 回 
到 原来 的 变换 式 ， 得 
x +18x+45=5? 
或 
x +18x+20=0 。 
因此 ， 由 根 和 系数 的 关系 公式 ( 见 5.4 节 ) 知 ， 两 个 根 的 乘积 为 20。 | 


例 5.2.17 (AIME 1986) 化 简 
(YS+V6+VINY5 + V6-VINY5 ~ V6+ VIN-VS+ V+VD). 
可 以 将 所 有 项 都 乘 出 来 ， 但 是 这 样 会 花 很 多 时 间 ， 而 且 很 容易 出 错 。 我 们 需要 一 个 策 
略 。 如 果 将 表达 式 化 简 ， 那 么 就 有 可 能 消除 根 号 。 如 果 将 任意 两 项 相 乘 ， 可 以 使 用 平 
方差 公式 (5.2.6)， 得 到 的 表达 式 就 只 剩 下 一 个 根 号 了 。 例 如 ， 第 一 和 第 二 项 的 乘 
积 是 
GW5+V6+VT)V5+V6-VT)=(V5+V6P -(V7 
=5+6+2V30-7 
=4+2V30. 
同 理 ， 后 面 两 项 的 乘积 是 
CI7+(V5-V6))V7-(V5-V6)=7-(5-2V30+6)=-4+2V30 。 
所 以 最 后 的 乘积 是 
(4+2V30)(-4+2V30)=4x30-16=104 。 醒 
例 5.2.18 (AIME 1986) 解 方程 组 
+L+D+E+E =6 
为 十 2z +h+R+E =12 
为 二 好 二 22 十 区 十 号 王 24 
为 十 癌 十 为 十 274 十 六 =48 
为 二 好 十 为 十 骏 二 255 =96, 
解答 ”求解 这 个 方程 组 的 标准 步骤 是 用 系统 〈 且 繁琐 ) 的 方法 通过 变量 代 换 和 / 
或 消除 变量 。 但 是 注意 到 每 个 方程 几乎 都 是 对 称 的 ， 且 方程 组 作为 整体 也 是 对 称 的 。 


外 皇 村 解 利 : 交合 竟 赛 攻关 宝典 


把 所 有 5 个 方程 都 加 起 来 ， 这 样 就 会 将 每 个 系数 都 变 成 对 称 的 : 
6(x + + + + i)=6l+2+4+8+16) ， 
所 以 
有 ++ 为 二 入 十 加 二 31 。 
现在 将 每 个 原 方程 碱 去 上 述 方程 立刻 就 得 到 了 =6 一 31 x, =12-31 ， 等 等 。 


我 们 已 经 在 例 3.3.8 和 例 5.4.2 中 见 过 了 函数 方法 的 应 用 ， 这 里 有 另外 一 个 例子 ， 
大 量 地 利用 了 对 称 性 。 


例 5.2.19 证 明 (不 许 乘 出 来 )， 
b-c c-a a-b (a-b)\(b-cMa—c) 
一 一 + 一 一 + 一 = 一 一 一 一 。 
a b c abc 
解答 ”虽然 乘 出 来 很 容易 ， 但 是 让 我 们 来 寻找 一 个 更 优雅 的 方法 。 注 意 右边 部 分 
的 因子 。 可 以 通过 定义 函数 来 推出 这 个 因 式 分 解 : 


rt 


f=——+ . 
b C 
注意 fc)= /CD)=0。 由 因 芭 分解 理论 ， 如 果 将 f(x) 写成 多 项 式 的 商 
Jam=2， 


则 P(x) 肯定 有 因子 x 一 b 和 x 一 c。 并 且 ， pes 是 三 次 的 。 将 x*=a 代 入 f(x), 可 
以 推出 
其 中 R(x) 是 一 个 线性 多 项 式 。 由 对 称 性 ， 也 可 以 定义 函数 


XxX-—C Cc-a,a-x 
二- 去 Er 


c 
且 g(a)=g(c)=0， 导 出 因 式 
b-c c-a a-b_(b-aXb—c)O(a) 
es 
a b 这 abc 
其 中 Q(x) 是 个 不 同 的 线性 多 项 式 。 就 可 以 推出 
b-c c-a,a-b /f(a-bM(b-cKe-a) 
| 


其 中 天 为 常数 。 代 入 一 些 具 体 值 (如 a=1,5=2,c=3) 就 可 以 得 出 六 = 一 1 。 加 


例 5.2.20 (Putnam 1939) 设 整 系数 方程 +bx*+cx+d =0 有 整数 根 r，s，i。 
作出 以 x ,s',# 为 根 的 整 系数 多 项 式 ， 其 系数 用 a，b，c，d 表示 。 
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解答 最 策 的 方法 就 是 解 出 r>，*，r， 用 a， b,c 表示 ， 然 后 建立 三 次 多 项 式 
(x 一下 Xx 一 s(x 一 户 ) 。 这 里 定义 p(X) 二 ;+bx?+cx+qd ， 注 意 
p(x)=0 
的 根 为 x=r,s’,f 。 因 此 必须 将 方程 
x+bYx +cti 庆 +d=0 
转化 成 一 个 等 价 的 多 项 式 。 于 是 想到 了 取 立 方 ， 但 是 应 该 对 哪些 部 分 取 立 方 呢 ? 对 除 
了 二 项 式 以 外 的 式 子 求 立 方太 麻烦 了 ， 于 是 将 有 根 号 的 放 在 一 边 ， 没 有 根 号 的 放 在 另 
一 边 , 得 
(x+q)=bYr +cYx (GD 
然后 两 边 同时 取 立 方 就 会 消去 所 有 根 号 。 应 用 5.2.4 的 更 多 变形 ， 即 
G+) = + +3y(x+)) , 
将 〈1) 的 两 边 取 立 方 得 
(x+q) = (CO +(caP+30zcaG +cYr) 


=bx+ cx+3bcx(bx? +cYx) 总 


表面 上 看 来 ， 这 个 好 像 没 有 取得 多 大 的 进展 ， 因 为 等 式 右边 部 分 还 有 根 号 。 但 是 (1) 
告诉 我 们 可 以 用 (x+q) 代替 这 些 烦人 的 根 号 ! 于 是 方程 就 变 为 
—(x+d) =b2x2+c3x 一 3bcx(xz+a ， 


一 个 整 系数 的 立方 式 。 图 
例 5.2.21 (AIME 1986) 多 项 式 1 一 x+ 妆 一 妇 +…+X6 一 z 可 以 写成 a +ay+ 

a 太 +a7 +…+ae +4yy 的 形式 ， 其 中 y=x+1，ass 是 常量 。 求 4, 的 值 。 
解答 活用 因 式 分 解 公式 ， 马 上 就 得 到 


1—x+xX:—x + x = 一 


(我 们 已 经 用 这 个 公式 求 过 几何 级 数 的 和 。) 
用 y=x+1 作 代 换 ， 发 现 这 个 多 项 式 变 成 了 ” 


RY 
了 了 昌 2 


全 


@ 如 果 你 对 二 项 式 理论 不 熟悉 ， 请 读 6.1 节 。 


和 BS 怎 村 解 是 : 效 省 竞赛 攻关 宝典 


因此 
18) /18 
“= (12)- (=a. 日 
下 面 的 问题 来 自 1972 的 IMO。 它 的 解答 依赖 于 对 称 性 和 展开 平方 项 ， 此 外 ， 更 
重要 的 是 , 要 相信 一 个 合理 的 优雅 的 解 存在 。 这 个 虽然 有 点 做 作 , 但 是 非常 有 启发 性 。 
例 5.2.22 求 满足 下 列 不 等 式 组 的 所 有 实数 解 (x,x,, t,x,xs) 
(CF Hu) 一 为 的)S0 
(2 -XA xn)<0 
C3 xm) xs)<0 
C2 -am Ns -An)<0 
(x2 — Xxx Nx? — Xx )<0, 
解答 ”这 个 问题 很 棘手 ， 但 是 注意 它 是 循环 对 称 的， 每 个 不 等 式 都 有 如 下 形式 
(7 —Xanies MX — BN) ， 
其 中 下 标 都 按 模 5 记 。 例 如 ， 如 果 i=3， 那 么 不 等 式 就 是 
x2 — Xs Nx? — xXx)E0 。 
车 把 左边 部 分 乘 出 来 ， 就 会 得 到 一 共 20 项 ， (=10gn 避 的 完全 平 坟 以 
及 10 个 “交叉 项 ”"， 其 中 5 项 -wiss3，5 项 天 ,2%,4。 
这 些 项 看 起 来 很 像 是 一 个 二 项 式 展开 的 项 。 例 如 ， 
(Gh cb bt 
包含 了 两 个 完全 平方 项 和 一 个 交叉 项 。 我 们 的 策略 是 : 把 左边 部 分 的 和 写成 如 下 的 形 
式 
+ 六 t+ 项 )， 
其 中 每 个 y 产生 一 个 不 同 的 交叉 项 , 且 所 有 的 完全 平方 项 也 被 复制 了 。 确实 , 经 过 一 
些 尝 试 后 ， 就 有 


5 
0> D0 -nna — 2X) 
i 


Tag 
=3 DC -oo 一。 
jel 


因为 这 里 是 0 大 于 或 者 等 于 一 些 平方 的 和 ， 那 么 唯一 的 可 能 就 是 取 等 号 ， 这 就 意味 着 
六 二 和 二 为 二 扩大 为。 
因此 ， 不 等 式 组 的 解 集 为 


{(u,u,u,u, 4) :ue R}. 


最 后 的 例子 是 一 个 很 复杂 的 不 等 式 。 我 们 没有 解 出 它 ， 但 是 一 i 
使 它 变 得 很 容易 处 理 。 


例 5.2.23 (IMO 1995) 设 a, b,c 是正 实数 ， 且 满足 abc =1。 证 明 
1 1 1 3 
PO) Blera)! oar 2° 
部 分 解 ”我 们 不 会 完全 解 出 这 个 问题 ， 但 是 会 指明 代数 化 简 是 必须 的 。 这 个 问题 
最 精 糕 之 处 是 什么 呢 ? 它 是 一 个 包含 了 相当 复杂 分 式 的 不 等 式 。 如 果 这 些 分 式 变 得 简 
单 些 或 者 消失 了 ， 那 将 会 更 好 。 那 么 如 何 做 到 这 点 呢 ? 这 里 有 一 个 明显 的 变换 (但 是 
也 仅仅 是 当 你 把 代 换 这 个 思想 放 在 你 意识 的 最 前 端 时 才 会 变 得 明显 )， 这 个 代 换 就 是 
x=l1/a, y=1/b, z=1/c, 
它 把 原 不 等 式 变 成 了 (应 用 事实 xyz =1) 
ye 2 > 2 


y+z z+x x+y 2° 


这 个 不 等 式 还 不 是 很 好 处 理 , 但 是 分 母 已 经 不 是 那么 复杂 了 ， 而且 问题 的 复杂 度 也 减 
弱 了 。 参 考 例 5.5.23 有 完整 的 解答 。 


问题 和 练习 
题 5.2.24 (AIME 1987) 设 x,y 是 整数 ， 且 满足 y+3xy? =30x*+517 ， 求 3x2y 家 


题 5.2.25 求 满足 下 列 条 件 的 所 有 正 整 数 解 (x,y) 。 

(a) 好- 也 =20。 

(b) y+5x+3y=200 。 

题 5.2.26 (Mathpath 2006 资格 考试 ) 假设 a，b，c，d 是 实数 ， 且 满足 
q+b’=1; 
c+d=1; 
act+bd=0. 


证 明 
ot+c =l 
bi+d?=l 
ab+cd=0. 
这 个 问题 可 能 会 变 得 很 复杂 ， 但 是 也 不 一 定 。 请 努力 寻找 一 个 优雅 的 完整 的 解法 。 


题 5.2.27 (AIME 1988) 求 立方 后 以 888 结尾 的 最 小 正 整数 (当然 ， 不 能 用 计算 器 或 者 电 
脑 )。 


全 笋 怎 并 解 和 冯 竹 充 额 牙关 宝典 


题 5.2.28 求 力 +]z+ 芭 的 最 小 值 ， 其 中 x，y，z 都 是 实数 ， 且 满足 阅 +)2+z2 =1。 请 
不 要 硬 算 ! 
题 5.2.29 (AIME 1991) 求 **+y* ,其 中 x,ye N 且 满 足 
D+x+y=7l, xy+xy =880 。 
题 5.2.30 求 愉 +2mP+2m2+2n+1=m 的 所 有 整数 解 O, mo) 。 
题 5.2.31 (AIME 1989) 设 罗 ,z…, 司 是 实数 ， 且 满足 
N+4r +9z 十 16xs +25xs +36xg 二 49m = 
4 +9xa +16x +25x4 +36xs + 49x6 + 64x7 =12; 
9x +16x, +25x +36xs + 49xs +64x6 +81x, =123。 
求 16x +25xz +36m +49x4 + 64xs +8Lx +100x 的 值 。 
题 5.2.32 证 明 下 列 数列 中 的 每 一 个 数 都 是 完全 平方 数 
49，4 489，444 889, 44 448 889，…。 
题 5.2.33 (Crux Mathematicorum，1978 年 6/7 月 ) 设 为 任意 整数 , 证 明史 一 20m2+4 是 
合 数 。 
题 5.2.34 如 果 x?+y+2z?=49,x+y+z= 台 二 太 +2Z =7 ， 求 Jz。 


题 5.2.35 求 满足 (16x* 一 9)+(9x? 一 16) =(25x? 一 25) 的 所 有 实数 x。 
题 5.2.36 求 满足 ”一 y=721 的 所 有 有 序 整数 对 (x，y)。 


题 5.2.37 (Crux Mathematicorum，1979 年 4 月 ) 求 满足 
如 十 妇 十 23=(X 十 十 2 
的 整数 三 元 组 (x，y，z)。 


题 5.2.38 (AIME 1987) 计算 
Qt04 +324)(224 + 324).…… (58* + 324) 
(4 +324X16* +324)…(524+324) “ 


5.3 和 与 积 


记号 
大 写 希 腊 字 母 Z(sigma) 和 II(pi) 分 别 被 用 来 代表 求 和 以 及 求 积 。 记 六 十 豆 +… 十 功 
为 立 a 。 类 似 地， 人 = 代表 乘积 xz …z 。 变 量 i 称 为 下 标 ， 当 然 可 以 用 其 他 符号 


Ey inl 


表示 ， 而且 可 以 假设 任何 上 下 限 ， 包 括 无 穷 。 如 果 下 标 不 是 连续 整数 ， 那 么 可 以 用 其 
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他 方法 表示 。 这 里 有 一 些 例子 。 
。 2” = 了 +22+5?+10? ,其 中 求 和 号 下 面 的 记号 d10 表示 “d 取 亿 所 有 10 的 
0 


因子 。” 


。 了 -4x 各 x 名.…， 是 一 个 无 穷 乘积. 


® 5 /GND=/0,4)+703,5)+/(4,5) 。 
3<i<j<5 


如 果 下 标的 情况 在 问题 的 上 下 文中 很 清楚 ， 当 然 可 以 略 去 。 实 际 上 ， 下 标 通 常 以 
非 正 式 但 不 会 产生 混 江 的 方式 给 出 。 例 如 ， 
(E#) = +2(En) 
就 是 一 个 虽然 技术 上 不 正确 ， 然 而 合理 的 平方 展开 的 表达 式 。 准 确 的 写法 应 该 是 
(Ss) = + > 二 |. 
d=] tl leigjen 
确保 能 够 理解 下 标 1 < i< j < 的 含义 ， 请 仔细 地 验证 (看 看 n = 2，3 的 例子 ， 
等 等 ) 
p> XX -1 天 zs 
i Icen 


lc 
同时 也 验证 下 标 1 < i < /< 的 求 和 -共有 | ] 项 (你 已 经 阅读 过 了 第 6 章 ,对 
吧 ? )。 


算术 级 数 


算术 数列 〈 等 差 数列 ) 是 相 邻 项 的 差 是 常数 的 数列 ， 也 就 是 说 ， 它 具有 如 下 形式 
a,at+d,a+2d,… 。 
算术 级 数 为 等 差 数 列 的 和 。 等 差 数 列 的 求 和 是 高 斯 配对 方法 (Gaussian pairing tool) 
的 一 个 简单 应 用 (参考 3.1 节 )。 考 虑 一 个 有 项 的 算术 级 数 ， 第 一 项 是 a， 最 后 一 项 
是 !。 把 和 写 两 遍 (4d 是 公差 ): 


@ 质数 有 无 穷 多 个 。 参 考题 23.21 和 7.1 节 。 顺 便 说 明 ， 这 个 无 穷 乘 积 的 值 为 x:16 。 可 以 参考 例 
9.4.8。 
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S=at(at+d)+'…+(I—-d)+l, 
S=l+(-d)+:…+(a+d)+a. 


a+t+l 
s="( 人 3). 
一 个 感觉 上 很 合理 的 事实 ， 和 就 等 于 所 有 项 的 平均 值 乘 上 项 数 。 除 了 算术 平均 值 ， 没 
有 其 他 “平均 ” 比 之 更 符合 了 。 


几何 级 数 和 压缩 法 ( taescope tool) 


几何 数列 〈 等 比 数 列 ) 类 似 于 算术 数列 (等 差 数 列 )， 其 相 邻 项 之 间 有 一 个 公 比 ， 
即 ， 序 列 有 如 下 形式 


逐 项 相 加 ， 马 上 推出 


a,ar,ar?,ar’,.. 。 
高 斯 配对 方法 对 求 几何 级 数 就 没有 帮助 了 , 因为 几何 级 数 的 项 不 是 加 法 对 称 的。 然而 ， 
压缩 法 则 可 解决 该 问题 。 考 虚 一 个 有 n 项 的 几何 级 数 ， 其 中 第 一 项 是 a, 公 比 是 ( 因 
此 最 后 一 项 是 or” )。 考 察 8 和 8， 而 不 是 把 和 写 两 遍 : 
S=atartar’+…+ar™!, 
rS=artar’+ar’ 十 十 Go 
观察 发 现 S 和 7S 很 像 ， 因 此 ， 将 它们 作 差 就 能 得 到 很 大 程度 的 化 简 。 确 实 如 此 ， 
S-rS$=a-artar—ar’ +ar’—ar’ +.…+ar"!—ar" 。 
除了 首尾 两 项 外 的 所 有 项 都 消去 了 。( 这 也 是 叫做 “压缩 ”的 原因 ， 因 为 压缩 使 表达 
式 “ 缩 短 ” 了 。) 有 
“ S—rS=a-ar", 
解 出 S 得 
a~-ar” 
ll-r 
几何 级 数 在 问题 中 频繁 出 现 ， 所 以 记 住 它 的 公式 是 很 有 用 的 。 在 任何 情况 下 ， 关 键 步 
又 一 一 压缩 法 一 一 必须 被 考虑 到 。 


压缩 一 个 级 数 有 许多 方式 ,在 上 面 的 几何 级 数 中 ， 我们 构造 了 两 个 几乎 一 样 的 级 
数 。 接 下 来 的 级 数 ， 即 在 例 1.1.2 中 第 一 次 看 到 的 级 数 ， 则 要 求 不 同 的 处 理 方法 。 


例 5.3.1 把 


. 


1 1 1 1 
一 一 + 一 一 + 一 一 + 十 一 一 
1x2 2x3 3x4 99x100 
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写成 项 数 最 少 的 分 式 和 。 


解答 ”注意 到 每 项 都 可 以 写成 
OE 工 
K(kK+l) 大 大 +1。 


[| 


除了 第 一 项 和 最 后 一 项 ， 所 有 项 都 可 以 消去 。 原来 的 和 就 缩减 为 1- 1 。 国 


整个 和 就 是 


该 方法 的 难点 就 是 要 发 现 每 项 都 可 以 写成 可 以 被 压缩 的 形式 。 这 样 做 总 是 有 效 
吗 ? 很 不 幸 ， 不 是 的 。 重 变 的 是 必须 时 刻 注 意 压缩 的 可 能 性 ， 这 实际 上 是 一 个 创造 性 
地 添加 零 的 方法 的 应 用 。 通 常 ， 一 个 压缩 尝试 并 不 能 完全 解决 问题 ， 但 是 可 以 减轻 问 
题 的 复杂 程度 。 

例 5.3.2 求 前 wn 项 平方 和 的 公式 。 


解答 ” 换 句 话说 ， 就 是 要 找 公式 计算 
+2 +3 十 .… 十 12 = 立户 
一 
如 果 我 们 像 前 面 的 例子 那么 幸运 ， 发 现 了 神奇 的 序列 z,w，…- 有 这 样 的 性 质 
Win Hh = ko 
这 样 就 做 出 来 了 。 压 缩 得 


DF = ) = ) + a) = 
j=l j=l 


但 是 这 里 并 不 需要 完美 的 压缩 。 只 需要 找到 序列 ui 的 相 邻 两 项 或 多 或 少 像 我 们 想 
要 的 。 这 就 得 用 到 异想天开 策略 。 按 照 这 个 想法 ， 让 我 们 先 来 试 试 几 个 简单 的 序列 。 
首先 要 尝试 的 是 单纯 的 猜想 zk 一刀 。 得 到 

Un us =k +2k+1— k=2k+1 
平方 项 被 消去 了 ， 剩 下 的 都 是 线性 表达 式 。 接 下 去 的 猜想 ， 当 然 是 内 一 妃 ， 
Wn = k+l) —k = +3k +3k+1—k? =3k7 +3k+1。 
这 并 没有 消去 如 ， 但 是 它 可 以 产生 很 好 的 效果 ， 通 过 压缩 法 得 到 ， 
Yr +3j+))= So, —u) = = (n+) -EB = +3n? +3n, 
/a A 


换 句 话说 ， 


镶 B 筷 村 和 总 :数学 况 党 必 关 宝典 
WE 


(Sr) = +3n +3n ， 

j= j=l 

就 能 解 出 六 产 。 我 们 还 需要 求 算术 级 数 次 (3j+1) ， 显 然 已 经 有 计算 它 的 公式 了 。 请 
‘Jt jul 


最 后 验证 
$2 nt)2n+D) 
2 6 站 


有 时 候 压 缩 方法 不 会 像 开始 的 例题 那样 马上 有 效果 , 但 是 引入 一 个 新 的 单项 则 可 
以 转换 问题 , 称 之 为 催化 方法 (catalyst tool) 。 一 旦 你 发 现 它 了 ,你 就 不 会 忘记 , 而 且 
可 以 轻松 应 用 到 其 他 问题 上 。 


例 5.3.3 化 简 乘 各 
1 1 1 1 
(3 二)( 坟 -4 去) 
解答 记 乘 积 为 P， 考 此 将 P 乘 上 :2] 会 发 生 什么 “催化 剂 ”就 是 简单 的 平 
方差 公式 (xc-JDCr+ 妃 = 妆 一 号 。 


因此 


5 车 你 业 人 
元 穷 级 数 


包含 无 穷 项 的 级 数 更 是 一 个 适合 计算 的 科目 ， 在 第 9 章 中 可 以 看 到 更 多 这 方面 的 
信息 。 现 在 ,让 我 们 讨论 一 些 基本 的 概念 。 如 果 一 个 无 穷 级 数 的 和 为 有 限 ， 则 称 该 级 
数 收敛 ， 反之， 称 该 级 数 发 散 。 先 复习 下 收敛 的 无 穷 几 何 级 数 公式 ， 


etarta? t=TS 
当 且 仅 当 首 <1 才 成 立 。 这 是 等 比 数列 求 和 公式 的 简单 推论 。 
判断 一 个 给 定 级 数 收 敛 或 发 散 有 很 多 方法 。 最 简单 的 原理 是 
。 如 果 和 as < ( 即 级 数 收敛 ) 且 a 除去 有 限 个 外 都 能 控制 六 (也 就 是 说 ， 除 
去 有 限 个 的 值 ， 有 a>b )， 那 么 了 bh. < (这 里 假设 bh 非 负 )。 
。 类 似 地 ， 如 果 > as = ( 即 级 数 发 散 ) 且 及 在 除去 有 限 个 外 控制 a, ， 那 么 
二 ==。 
换 句 话说 ,处 理 未 知 无 穷 级 数 的 最 简单 策略 就 是 找 一 个 已 知 的 级 数 跟 它 比较 。 你 
应 该 了 解 的 一 个 基本 的 级 数 是 调和 级 数 
1 


we! 
1+ 二 十 二 十 一 十 。 
2 3 4 


例 5.3.4 证 明 调和 级 数 发 散 。 
解答 ”我们 将 找到 这 个 级 数 的 部 分 和 的 粗略 近似 值 。 注 意 


以 及 


一 般 情 况 下 ， 对 任意 n>1， 
1 1 1 1 
一 一 一 二 十 一 一 > 二 。 
PH 2 2+2" 2 


因为 2" 项 中 每 项 都 大 于 或 者 等 于 二 。 因 此 ， 整 个 调和 级 数 大 于 或 者 等 于 


久生 并 解 种 效 字 殉 额 次 关 宝典 


1 
1 二 二 十 二 十 二 十 二 十 


2121212 
而 该 级 数 明显 是 发 散 的 。 国 
上 面 用 到 的 关键 想法 就 是 下 面 显而易见 的 事实 的 组 合 ; 
a>5= 了 < 


并 且 结 合 一 个 将 “复杂 ”分 母 变 成 “简单 ”分 母 的 漂亮 转换 。 这 是 一 个 关于 多 面 推 项 
方法 《many-faceted massage tool) 的 例子 一 一 一 项 处 理 表达 式 的 技术 ， 即 采用 任 一 有 
效 方法 (加 上 一 个 0, 乘 上 一 个 1， 添 加 或 者 减 去 一 点 ， 等 等 ) 使 得 表达 式 变 得 更 容 
易 处 理 〈 受 异想天开 策略 启发 而 得 出 的 另 一 个 方法 ) 。 这 里 有 另外 一 个 例子 。 


例 5.3.5 ”zeta 函数 Cs) 定义 为 无 穷 级 数 


Cn 
$2 
当 s=1 时 ， 它 就 变 成 了 调和 级 数 ， 是 发 散 的 ? 


证 明 对 所 有 s>2 ，C(s) 收敛 。 


解答 ”这 是 一 个 来 自 微 积分 学 中 积分 方法 的 常规 练习 , 但 是 应 用 第 一 条 原理 会 更 
有 启发 性 。 首 先 ， 我们 断言 ， 虽 然 问 题 要 求 对 无 穷 多 个 s 的 值 证 明 结 论 成 立 ， 但 是 只 
需 证 明 6(2) < eo。 ， 因 为 如 果 s>2， 对 任意 正 整数 上 ， 有 
工 > 工 
7 
因此 ， 序 列 6(2) 收 敛 就 可 以 推出 对 所 有 更 大 的 s，C(s) 收敛。 


但 是 如 何 证 明 6(2) 收敛 昵 ? 通 项 是 11k? ， 必 须 找到 一 个 与 之 相似 且 比 较 熟 悉 的 
数列 。 在 例 5.3.1 中 ,已 经 有 了 一 个 漂亮 的 压缩 级 数 ， 它 的 项 都 是 二 次 式 的 倒数 。 即 
级 数 

忆 1 1 
yr hs 
显然 该 无 穷 级 数 收 敛 (其 和 为 1) 。 现在 如 果 有 1/k? 小 于 1/(k(k+1)) , 那么 命题 就 得 证 。 
但 是 不 等 式 方向 正好 相反 ! 
不 必 担 心 : 我 们 可 以 平移 求 和 指标 得 到 


tl 


« 1 1 1 
CRD 24+ 名 下 


4 k=2 


@ 这 就 表明 了 《5 (s) 有 很 多 连接 组 合 数学 和 数论 的 许多 有 用 的 性 质 。 参 考 文献 [47] 的 第 2 章 作为 起 点 。 


现在 可 以 用 
i 
大 KE-D“ 
上 式 对 任意 正 整 数 大 都 成 立 ， 则 可 以 推出 
el i 
Ei 


所 以 其 和 (从 k=2 开始) 收敛 ， 因 此 整个 级 数 也 收敛 。 


讨论 收敛 性 时 ， 前 几 项 根本 不 会 影响 结果 。 实 际 上 ， 前 几 万 亿 项 都 不 会 有 影响 ! 


不 要 忘记 通过 平移 求 和 指标 来 达到 目的 这 个 小 技巧 。 


问题 和 练习 
题 5.3.6 求 几 何 数列 乘积 的 公式 。 
题 5.3.7 求 下 列 级 数 的 和 并 推广 :r+27? +3r3?+.…+mrn。 


题 5.3.8 求 公式 
1 1 1 


+ 十 … 十 和 
1x2x3 2x3x4 n(n+1/(n+2) 


你 能 推广 它 吗 ? 
题 5.3.9 求 公 式 


1x2x3+2x3x4+.…+n(n+1)(n+2), 


你 能 推广 它 吗 ? 


题 5.3.10 已 知 | V44 |=6, |V4 4 条 |=66,， 推 广 并 证 明 你 的 结论 。 


题 5.3.11 (AIME 1983) 对 集合 {1,2,3,…,n} 和 它 的 任意 非 空 子 集 , 如 下 定义 唯一 的 交替 和 ; 
把 子 集中 的 数 由 大 到 小 排列 , 然后 由 最 大 的 开始 , 依次 交替 减 和 加 后 面 的 数 。( 例 如 ，{L2,4,6,9} 
的 交替 和 为 9-6+4-2+1=6 ， 对 集合 {[5}， 交 土 和 就 是 5。) 对 任意 mn， 求 所 有 子 集 的 交替 和 


的 总 和 公式 。 


题 5.3.12 证 明 
Pund 4A. 
名 


这 也 就 是 说 ， 如 果 你 考虑 U 中 的 每 一 个 元 素 x， 若 它 属于 4 就 记 为 1， 那 么 这 些 1 的 总 和 


等 于 集合 4 中 元 素 的 个 数 。 
题 5.3.13 求 和 1xlH2x2HH…+nxnt。 


全 生计 解 征 ， 关 手 充 客 炊 关 宝 典 


ek 
5.3.14 
来 和 启 TE+ 而 


题 5.3.15 “ 求 乘积 站 cosCeo 的 值 。 


0 


e 
5.3.16 a 
题 求 和 了 og 
题 5.3.17 (AIME 1996) 对 整数 1,2,…,10 的 任意 排列 a,,4,,…,a。， 按 照 如 下 形式 求 和 
la-al+tls -al+les -al+lw -al+lw-ao|。 
求 所 有 这 些 和 的 平均 值 。 


题 5.3.18 求 问题 1.3.8。 


题 5.3.19 (Canada 1989) 给 定数 412,2?…,2"… ， 对 这 些 数 的 任意 排列 a = 五 ，zo ， 
定义 (0)=n, 52(g)= 太 + 为 ,…， 以 及 Q(O)=5,(0)S,(0)…5,(o) 。 求 列 /C(o) 的 值 ， 其 中 求 
和 取 饥 了 所 有 可 能 的 排列 情况 。 


题 5.3.20 一 个 2 英寸 长 的 松紧 带 一 端 固定 在 墙 的 底部 , 另 一 头 吊 了 一 只 虫子 。 每 分 钟 ( 由 
0 时 刻 开始 ) 带子 都 瞬间 均匀 伸 长 1 英寸 ， 然 后 虫子 朝 着 固定 点 站 1 英寸。 请问 最 后 虫子 能 不 
能 到 达 墙 上 ? 


题 5.3.21 设 5 是 正 整数 的 集合 ， 其 中 的 元 素 在 10 进 制 表示 下 其 各 位 上 都 不 出 现 0， 即 ， 
$={1,2,.…9,11,12,.…,19,21,.…} 。 
5 中 元 素 倒 数 的 和 是 收敛 的 还 是 发 散 的 ? 


题 5.3.22 例 5.3.5 证 明了 4(2)<。 使 用 “ 推 项 法 ” 证明, 实际 上 4(2)<2。 然 后 进一步 
将 你 的 估计 精确 化 ， 证 明 人 (2) <7/4 。( 6(2) 的 精确 值 为 x?16 。 参 考 例 9.4.8 有 一 个 粗略 的 证 
明 。) 
题 5.3.23 (Putnam 1977) 求 无 穷 乘 积 
Fl 
m+1" 
题 5.3.24 ”你 们 能 推广 例 5.3.2 中 用 到 的 方法 吗 ? 


有 1 
题 5.3.25 (AIME 1995) 设 /(m) 是 最 接近 4 的 整数 求 守 pz 


5.4 多 项 式 


多 项 式 运算 比 单调 的 加 ， 减 ， 乘 ， 除 运算 复杂 得 多 。 本 节 包 含 了 大 家 需要 学 习 或 
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者 复习 的 多 项 式 的 一 些 重要 性 质 。 

首先 是 一 些 记号 和 定义 。 设 4 是 在 加 法 和 乘法 下 封闭 的 数 集 。 定 义 

AX]={a0 +axtax ++a,x" :a € An=0,1,2,3,.…} 

为 系数 在 4 中 的 多 项 式 的 集合 。 最 常用 的 系数 集合 是 Z, Q, R, C。 偶 尔 也 会 用 到 Z, ( 模 
后 的 整数 集 )。 把 形 如 wx 的 表达 式 称 为 项 或 者 单项 式 。 

写 一 个 任意 的 多 项 式 时 ， 习 惯 上 把 a, 作为 x 的 系数 。 统 一 的 记号 非常 清楚 ， 且 可 
以 避免 错误 以 及 在 作 复杂 乘积 时 产生 混淆 。 我 们 定义 多 项 式 的 次 数 (degree) 为 非 0 


系数 项 的 最 高 次 数 。 这 个 系数 也 叫做 首 系数 (leading coefficient) 。 如 果 这 个 系数 是 1， 
那么 称 多 项 式 为 首 一 的 (monic)。 系 数 ao 叫做 常数 项 。 


多 项 式 运算 


我 们 学 的 代数 知识 大 部 分 都 是 关于 多 项 式 的 加 ， 减 ， 乘 和 除 。 这 里 我 们 就 不 复习 
前 两 个 运算 ， 因 为 你 已 具有 这 些 知识 。 但 是 思考 乘法 和 除法 是 很 有 价值 的 。 乘 法 很 简 
单 , 但 是 用 好 的 记号 非常 重要 。 通过 用 手 算出 一 些 例子 , 来 确保 你 能 理解 下 面 的 记号 。 

如 果 A(%)= Pax', B(x)=Bbx' 和 C(x)= Bcx' = A(x)B(x) ， 


那么 o =aob) + ab t+ab= 2 ob 。 
Hh 


多 项 式 可 以 像 整 数 一 样 作 除法 ， 而 且 结 果 中 有 一 个 是 商 ， 有 一 个 是 余数 。 更 正式 
地 ,系数 在 Z, Q, R, C 和 Zr 中 的 多 项 式 都 有 类 似 整数 情况 下 的 除法 , 即 多 项 式 除法 ( 问 
题 3.2.17) : 


设 f(x) 和 g(x) 是 K[x] 中 的 多 项 式 ， 其 中 KK 是 Z,Q,RR,C 和 ZZ, 中 的 一 个 。 那 么 
f(x) = Q(x)g(x) + R(X) ， 

其 中 Q(x),R(x)e KIx] 且 R(X) 的 次 数 小 于 g(x) 的 次 数 。 我 们 称 Q(x) 为 商 ，R(x) 为 
余数 。 

例如 , 设 7Co = 于 + 关 +7 和 8(C9O= 关 +3 。 两 个 多 项 式 都 在 Z[xz] 中。 通过 “加 转 
相 除法 (long division)”， 得 

妇 +x2+7=(2+3(xz+D)+(-3xz+4) ， 

所 以 CCooD =xz+1，RCD)= -3x+4 。 重 要 的 是 商 C(x) 也 在 Z[x] 中 ， 也 就 是 说 ， 它 也 有 
整 系数 。 可 以 把 除法 运算 看 成 如 整数 一 般 ， 这 不 仅 是 整数 的 一 个 重要 性 质 ， 也 是 多 项 
式 的 一 个 非常 重要 的 性 质 。 


各 加 怎 村 解 题 : 效 学 竞赛 攻关 宝典 


例 5.4.1 (AIME 1986) 求 满足 w+100 能 够 被 n+10 整除 的 最 大 整数 n。 
解答 ”用 多 项 式 除法 ，m +100=(n+10)(m? -10n+100)-900 ， 所 以 


m+100 2 __900 
mio nt 0 
如 果 吉 +100 能 够 被 n+10 整除 ,那么 2 一 定 是 个 整数 。 显然 , 符合 要 求 的 最 大 整 
数 是 890。 [J 
多 项 式 的 根 
解 多 项 式 方程 总 是 一 件 很 美妙 的 事情 ， 毫 无 疑问 ， 如 果 你 知道 二 次 方 公式 
ar’+bx+c=0, 
那么 ， 可 以 用 求 根 公 式 得 
w= btVb -4ac 
Tn 


这 个 公式 很 有 用 ， 但 更 重要 的 是 记 住 这 个 公式 是 如 何 得 来 的 ， 即 通过 一 个 配方 法 
(complete the square tool) 。 我 们 通过 一 个 简单 的 例子 来 复习 它 ， 
x+6x-5=00 x +6x=5¢ x +6x+9=14。 
因此 (x+3)* =14 ， 于 是 zx+3= 十 MI4 …。 
但 是 很 多 时 候 多 项 式 的 精确 根 很 难 求 或 者 没 法 求 "， 实 际 上 ， 有 时 候 精 确 的 根 不 
是 很 重要 ， 需 要 的 反而 是 间接 的 信息 。 因 此 ， 搞 清楚 多 项 式 根 和 其 它 性 质 之 间 的 关系 
则 很 重要 。 下 面 是 一 些 很 有 用 的 原理 。 


余数 定理 (remainder theorem) 
如 果 多 项 式 P(x) 除 以 x-a ， 则 余数 为 P(a) 。 
例如 ， 将 姑 -2x+3 除 以 rz+2 得 (通过 一 些 步骤 ) 


2 

x * 

也 就 是 说 ， 商 是 忆 一 2x+2 ， 余 数 是 -1。 而 另 一 方面 
(2 -2(-2)+3=-1。 


为 了 说 明 余数 定理 在 一 般 情况 下 也 是 正确 的 ， 将 多 项 式 P(x) 除 以 zx-a ， 得 到 商 Q(*) 


@ 三 次 或 者 二 次 的 多 项 式 求 根 公式 在 16 世纪 就 被 发 现 了 , 并 且 在 19 世纪 时 被 Abel 证 明了 , 一般 情 
况 下 ，5 次 或 者 更 高 次 的 多 项 式 不 存在 “基本 ”的 求 根 公式 。 文 献 [41] 有 关于 这 个 的 培 细 狂 述 。 
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和 余数 r。 应 用 多 项 式 除法 ， 得 

P(x) = Q(xXx—a)+r 。 
上 上 面 的 方程 是 一 个 恒等式 ， 也 就 是 说 ， 对 任意 x 值 都 成 立 。 因 此 ， 可 以 将 最 方便 的 x 
值 代 到 方程 中 , 即 x=a 。 于 是 就 如 愿 得 到 P(a) = > 。 请 留意 这 个 取 值 代 换 法 。 它 应 用 
很 广泛 ! 


因 式 分 解 定 理 

如 果 a 是 多 项 式 P(X) 的 一 个 根 , 那么 x-a 是 P(X) 的 一 个 因子 ; 即 ，P(x) 是 x~-a 和 
另 一 个 多 项 式 的 乘积 。 

这 个 由 余数 定理 可 以 立即 得 到 。 

代数 学 基本 定理 

因 式 分 解 定理 告诉 我 们 ; 如 果 a 是 多 项 式 P02) 的 一 个 根 , 则 x-a 是 它 的 一 个 因子 。 
但 是 怎么 知道 一 个 多 项 式 到 底 有 没有 根 昵 ? 代数 学 基本 定理 告诉 我 们 ; 

CE 上 的 任意 多 项 式 至 少 有 一 个 复 根 。 

这 个 定理 非常 有 深度 ， 而 且 很 难 证 明 。 它 的 证 明 超出 了 本 书 的 范围 。" 


代数 学 基本 定理 的 一 个 推论 (下 面 的 问题 5.4.6 的 结论 ) 是 : n 次 的 多 项 式 一 定 有 
7 个 复 根 ， 虽 然 其 中 有 一 些 可 能 是 重 根 。 因 此 对 任意 多 项 式 有 下 面 的 因 式 分 解 形式 


A +t aX + et a = a, (x—nN(xn) x) ， (2) 
其 中 站 是 根 ， 可 能 有 一 些 是 重复 的 。 


如 果 根 是 重复 的 ， 那 么 我 们 称 它们 有 大 于 1 的 多 重 性 。 例 如 ，8 次 多 项 式 
(x—D(x—2i)(x+2iXx—7) (x+6)’ 


有 8 个 根 ， 但 是 只 有 5 个 不 同 的 根 。 根 7 有 3 重 , 根 -6 有 2 重 。 
这 里 有 一 个 例子 ， 其 中 用 到 了 取 值 代 换 法 ， 以 及 在 例 3.3.8 中 遇 到 的 函数 方法 。 
例 54.2 (USAMO 1975) 如 果 P(x) 是 一 个 n 次 的 多 项 式 ， 且 满足 对 任意 
k=0,12,.… ，P(k)=k/(k+1)。 求 P(n+1)。 
解答 ” 回 到 因 式 分 解 定理 。 从 一 个 解 题 者 的 角度 重新 叙述 这 个 定理 就 是 
知道 了 一 个 多 项 式 的 根 就 知道 了 这 个 多 项 式 。 


@ 者 要 知道 一 个 基本 的 但 有 难度 的 证 明 ， 可 以 参考 [9]， 若 要 一 个 简单 但 不 是 很 基本 的 证 明 ， 可 以 参 
考 文献 [29]。 


鳃 8 怎 村 解 题 : 效 字 竟 赛 攻关 宝典 


换 名 话说， 如 果 思 考 之 后 不 知道 多 项 式 的 根 ， 那 么 你 可 以 再 加 把 劲 找 出 它们 ， 或 
者 把 精力 集中 到 另 一 个 根 比较 明显 的 多 项 式 上 去 。 在 我 们 的 题 中 , 知道 Pt) = 下/(k+I) 


并 没有 告诉 我 们 任何 有 关于 P(x) 根 的 信息 ， 因 为 既 不 是 根 也 不 是 多 项 式 。 通 过 


乘 以 +D 并 作 差 同时 解决 了 这 两 个 困难 : 
(K+DP(K) -k=0。 
我 们 已 经 有 了 另外 一 个 多 项 式 的 根 的 信息 ,一 个 (n+ 1) 次 多 项 式 
Q(x)=(x+DP(x)—x。 
显然 Q(x) 的 根 就 是 0, 1 2, …, n ， 所 以 可 以 把 它 写 成 
(x+DP(x)—x= Cx(x—l)(x—2):…(x—n), 
其 中 C 是 一 个 待定 的 常数 。 因 为 上 面 的 方程 是 一 个 恒等式 ， 对 任意 x 都 成 立 ， 所 以 可 
以 代入 任意 便利 的 值 。 值 x*=0,1,2,…,n 没 有 用 ， 因 为 它们 使 右边 等 于 0。 左 边 部 分 有 
麻烦 项 (x+1)P(x) ， 所 以 很 明显 我 们 应 该 选择 x= -1 。 把 它 代 入 方程 得 
1= C(CDC2)-3)…(-(xz+D) ， 
因此 
CDm 
SS Ca+DI 


最 后 ,将 x=n+1 代 入 方程 得 
1D CD” i 
(n+2)P(n+l)-—n Imi 1 CE TA 2 


所 以 
n+1+(-D)"™! 


Rate n+2 


根 和 系数 的 关系 

如 果 方 程 (2) 的 右边 部 分 莱 出 来 ， 就 可 以 得 到 一 连 捉 由 多 项 式 根 组 成 的 它 的 系 
数 的 表达 式 。 这 看 上 去 是 一 个 非常 复杂 繁琐 的 工作 ， 所 以 需要 我 们 小 心 愤 可 地 来 完成 
它 。 为 了 给 大 家 演示 该 工作 如 何 完成 ， 我 们 先 试 试 一 个 很 简单 的 多 项 式 ， 一 个 根 为 ~ 
和 s 的 首 一 二 次 式 (不 失 一 般 性 地 ， 假 设 考 虚 的 多 项 式 都 是 首 一 的 )。 那 么 ， 根 据 方 
程 (2)， 写 出 所 要 求 的 多 项 式 

x +axt+ao =(x—rM(x—s)。 
右边 部 分 等 于 x 一 rx 一 sx+rs ， 如 果 将 其 与 左边 部 分 的 项 等 同 起 来 ， 就 得 到 
=-(r+s),ao =rs。 

因为 一 般 情况 下 需要 把 一 个 更 加 复杂 的 式 子 乘 出 来 ， 所 以 让 我 们 来 思考 如 何 处 理 这 个 
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简单 的 。 我 们 应 用 “FOIL*”， 也 就 是 “把 在 (x 一 r) 中 的 每 个 单项 和 在 (x 一 s) 中 的 
每 个 单项 乘 起 来 "。 换 句 话说 ,计算 
x—r)x-s)=r+( N(x+(-s) =xx+ (7) x+tx(-s)+(—r)(-s) 。 
如 果 我 们 计算 更 加 复杂 的 表达 式 ， 也 是 采用 间 样 的 步骤 。 例 如 ， 考 虑 
+O +AXta =(x-qgM(x—r)(x—s) 。 

把 右边 部 分 乘 出 来 之 后 ,但 是 在 合并 同类 项 之 前 , 会 有 2x2x2=8 项 ,因为 把 (x 一 7) 
中 的 每 个 单项 以 及 (x 一 s) 和 (x 一 g) 中 的 每 个 单项 都 乘 了 起 来 ， 每 项 都 有 两 个 单项 
在 里 面 。 换 句 话 说 ，8 项 中 的 每 一 项 都 代表 一 个 3 一 元 素 的 选择 ， 一 个 元 素 选 自 x 或 
一 g， 一 个 选 自 x 或 -r， 另 一 个 选 自 x 或 一 s。 

我 们 会 得 到 怎样 的 项 呢 ? 如 果 我 们 三 次 的 选择 都 是 x， 那 么 就 会 得 到 项 *。 选 择 
两 个 x 和 一 个 常数 的 方式 一 共有 3 种 ， 分 别 得 到 -rx?,~qx”,-sx? 。 类 似 地 ， 选 择 一 个 
x 和 两 个 常数 的 方式 也 有 3 种 ， 分 别 得 到 qrx,qsx,rsx 。 最 后 选择 0 个 x 的 方式 只 有 一 
种 ， 得 到 -grs 。 这 就 是 所 有 8 项 ， 合 并 同类 项 得 

x +ax” +GQX+ao =(x-qg\(x—r}\(x—s) 
=x (gtri+s)x +(gr+qgs+rs)x— grse 
对 应 项 相等 ， 得 到 
qa, = 一 (9+7r+3),a =qgr+qst+rs, ao =~grs 。 

让 我 们 来 多 尝试 一 个 例子 ， 这 次 是 根 为 p，q, r,s 的 首 一 四 次 多 项 式 。 将 多 项 式 

写成 如 下 形式 

Xt ta +ax? +axta =(x—- pMx-—qg)\(x—r)(x—s) 。 
根据 相同 的 理由 ， 右 边 部 分 一 共有 16 个 单项 (在 合并 同类 项 之 前 )， 每 项 都 是 从 x 或 
子 -q, x 或 -p 等 等 中 选 一 个 作 积 。 例如， 用 到 两 个 x 的 项 也 会 用 到 两 个 常数 。 那 么 一 
共有 多 少 个 这 类 的 项 呢 ?“ 即 你 能 从 集合 {p,q,7,s) 选 出 两 个 “不 同 ” 元 素 的 选择 种 数 ， 


也 就 是 说 ， 有 | ?] = 6 项 。 算 出 所 有 项 ,有 


(x-pN(x—q)(x-—r)\(x-s)=x —(p+tq+r+s)x’ 
+(pg+pr+ps+qr+qst+rs)x’ 
—(pqr+ pqs+ prs+qrs)x+ pqrse 
对 应 项 相等 ， 有 


@ 即 “first，outer，inner，last"。 
四 你 已 经 在 6.1 节 中 看 到 过 了 ， 对 吧 ? 


鳃 B 生 村 解 利 : 获 学 充 宕 下 关 宝典 


ww = -( 所 有 根 的 和 ) 

四 =+( 所 有 根 两 两 乘积 的 和 ) 
a = --( 所 有 根 三 三 乘积 的 和 ) 
m = +( 所 有 根 的 乘积 ) 


其 中 词 “ 不 同 ” 在 这 里 应 该 理解 为 一 个 纯 符号 的 含义 ， 即 ， 我 们 只 把 不 同 符号 代表 的 
根 乘 起 来 ， 例 如 p 和 4g， 即 使 它们 的 实际 值 是 相同 的 。 

最 后 ， 模 仿 前 面 的 过 程 ， 能 写 出 公式 的 一 般 形式 ， 

设 志 二， 为 是 首 一 多 项 式 关 +axzc+…+a =0 的 根 ， 对 上 =12,…,n， 

全 = (-0“( 所 有 n 一 4 个 不 同根 乘积 的 和 ) 
=(-D)"* Lr 
A 

这 些 公式 很 重要 ， 应 该 记 住 。“ 乘 积 之 和 ……” 这 句 不 精确 的 语言 很 容易 记 ， 但 
是 务必 花 时 间 去 理解 如 何 用 标记 严格 地 表示 求 和 公式 。 同 时 也 要 注意 -1 的 重要 作用 . 
我 们 常用 到 “如 果 大 是 偶数 ，(-1) 等 于 1， 如果 是 奇数 ， 则 等 于 -1” 这 个 方便 的 
事实 。 


让 我 们 通过 考察 一 个 具体 的 例子 来 从 这 些 抽象 的 讨论 中 走出 来 。 
例 5.4.3 (USAMO 1984) 四 次 方程 x 一 18x’ +ja2+200x-1984=0 的 四 个 根 中 有 
两 个 根 的 乘积 是 -32。 求 的 值 。 


解答 设 根 为 4,，b，c，d。 则 由 根 和 系数 的 关系 可 得 
atbtc+d=18 


ab+actad+bct+bd+cd=k 
abc + abd +acd + bcd =—200 


abcd =—1 984 
不 失 一 般 性 地 ， 设 ab=-32 。 代 入 abcd =~1984 得 cd = 62 ， 把 两 者 代入 方程 组 得 
atb+c+t+d=18 (3) 
30+actad+bc+bd=k (4) 
~32c—32d +62a+62b = -200 (5) 


接着 思考 解 题 的 策略 。 我 们 要 计算 X， 而 不 是 ，8，c，d 的 值 。 倒 推 一 步 就 是 计 
算 ac+tad+bc+bd 的 值 。 注 意 因 式 分 解 : 
actad+bc+bd=a(ctd)+b(c+d)=(a+b\(c+d).。 


把 (5) 也 进行 分 解 : 
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-32(c+d)+62(a+b)=-200 。 
现在 应 该 已 经 很 清楚 接 下 去 怎么 做 了 。 只 需求 出 两 个 值 w=a+b 和 v=c+d .方程 (3) 
和 (5) 变 成 了 方程 组 
utv=18, 
62u —32v = —200。 
很 容易 可 以 解 出 来 (w=4, v= 14)。 最 后 ， 得 到 
k=30+4x14=86 。 [ 


有 理 根 定理 
假设 Poe Za 有 根 x= 二 。 你 从 中 得 到 了 多 少 有 关 Pa 的 信息 ? 由 因 式 分 角 
定理 ， 
P(x) -=(*-3]ew 
其 中 CCD 是 一 个 多 项 式 。 但 是 Q(x) 的 系数 是 什么 样 的 昵 ? 我 们 所 知道 的 且 可 以 
肯定 的 就 是 它 的 系数 一 定 是 有 理 数 。 然而， 如果- 是 一 个 因子 ， 那 么 3z-~2 也 肯定 


是 一 个 因子 ， 所 以 可 以 写成 
P(x)=(3x-2)S(x) ， 


其 中 SC9) = 红 迪 。 我 们 知道 Pn) 为 整 系数 多 项 式 ， 能 不 能 对 5(x) 下 同样 的 结论 
呢 ? 实际 上 是 可 以 做 到 的 ， 这 就 是 高 斯 引 理 ， 


如 果 一 个 整 系 数 多 项 式 能 因 式 分 解 成 有 理 系数 多 项 式 ， 那 么 它 也 可 以 分 解 成 整 系 
数 本 原 多 项 式 。 
(系数 没有 公 因 子 的 整 系数 多 项 式 称 为 本 原 多 项 式 。 例如 ，3x? +9x+7 是 本 原 多 
项 式 ， 而 10x -5x+15 就 不 是 。) 参考 问题 7.1.30 得 到 高 斯 引 理 证 明 的 一 些 提示 。 
因为 P(x) 分 解 成 (3x 一 2) 和 另外 一 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 ， 所 以 P(x) 的 首 项 系数 
一 定 是 3 的 倍数 ， 而 末 项 系数 一 定 是 2 的 倍数 。 
一 般 情 况 下 ， 假 设 整 系数 多 项 式 P(x) 有 一 个 有 理 根 x=a/b5， 其 中 a 和 5 为 最 简 
形式 ( 即 不 能 约 分 )。 由 因 式 分 解 定理 和 高 斯 引 理 得 
P(X) = (bx -a)Q(x) ， 
其 中 Q(x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 。 这 立即 就 得 出 了 有 理 根 定理 : 


如 果 一 个 整 系数 多 项 式 P(X) 有 一 个 有 理 根 x=a/b， 其 中 a 和 4b 是 最 简 形式 ， 那 


例 B 怎 村 解 题 ， 教委 竞赛 攻关 宝典 


么 P(x) 的 首 项 系数 是 的 倍数 ， 常 数 项 是 a 的 倍数 。 

在 实践 中 ， 有 理 根 定理 不 仅 用 来 求 根 ， 还 用 来 证 明 根 是 无 理 数 。 

例 5.4.4 如 果 式 -2 有 一 个 有 理 根 *= 了 (最 简 形式 ), 则 一 定 有 5b|1 和 al2。 因 
此 唯一 可 能 的 有 理 根 是 。 因 为 无 论 2 还 是 -2 都 不 是 根 ， 所 以 就 推出 x* 一 2 没有 有 
理 根 。 这 是 证 明 V2 是 无 理 数 的 另外 一 种 方法 。 

我 们 可 以 将 上 述 原 理 推广 到 首 一 多 项 式 上 。 这 是 判断 无 理 数 的 一 个 有 趣 的 依据 ， 
应 该 作为 一 个 工具 来 掌握 ， 

一 个 首 一 多 项 式 的 任何 有 理 根 一 定 是 整数 。 相 反 地 ， 如 果 首 一 多 项 式 的 根 不 是 整 
数 ， 那 么 它 一 定 是 无 理 数 。” 

最 后 我 们 来 研究 一 个 非常 有 难度 的 例题 ， 它 用 到 了 上 面 的 首 一 多 项 式 方法 以 及 几 
种 其 他 方法 。 

例 5.4.5 证 明和 

VLO0P+1+VE0022+1+…+AV2 0002+I 

是 无 理 数 。 


解答 ”我们 将 证 明 分 为 两 步 : 首先 ， 证 明和 问题 中 的 和 不 是 整数 ， 其 次 ， 证 明 它 是 
一 个 首 一 多 项 式 的 根 。 


先 证 明 第 一 步 ， 容易 知道 如 果 n>1， 那么 n< Vr +1<n+1/n。 第 一 个 不 等 式 是 
显然 的 ， 第 二 个 由 妈 +1< 到 +2< (n+1/n) 得 到 。 记 问题 中 的 和 为 5S。 那么 
S=1001+0@ +1 002+0,+:…+2 000+6 0 ， 


其 中 ,每 个 8 都 处 于 0 和 1/1001 之 间 。 因 此 
O0<Q+0O+…+Q 0 <1, 


所 以 5 不 是 一 个 整数 。 
接着 证 明 第 二 步 : 8 是 一 个 首 一 多 项 式 的 根 。 更 一 般 地 ， 我 们 要 证 明 对 任意 正 整 


数 n， 和 
tt 
是 一 个 首 一 多 项 式 的 根 ， 如 果 每 个 ,都 是 整数 但 不 是 完全 平方 数 。 用 归纳 法 证 明 。 如 


名 这 个 结论 也 可 以 不 用 有 理 根 定理 直接 证 明 ( 题 5.4.13)。 如 果 你 觉得 困难 ， 请 参考 例 7.1.7。 
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果 n=1， 则 Va 是 首 一 多 项 式 x -a 的 根 ， 从 而 结论 成 立 。 现 在 假设 
y=Va + Va t+ Va 
是 首 一 多 项 式 P(X) = +c,x"*+.…+co 的 根 。 我 们 将 构造 有 一 个 根 为 <=y+ Va 的 
首 一 多 项 式 。 有 
0=PO)= P(e—Yarm) =(x—Varm) ter— Vom) ++ coo 
注意 每 个 (x 一 Va,w》 的 展开 式 可 以 分 为 两 部 分 ， 系数 是 整数 的 项 和 系数 是 as 整数 
倍 的 项 。 因 此 有 
0=P(x~Van)=x +Q(X) + Van R(X) ， 
其 中 Q(x) 和 R(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 且 每 个 的 次 数 不 超 过 -1 。 把 根 号 放 在 方程 的 一 
边 得 
x +Q() =—Van R(X) ， 
两 边 取 平 方 得 
x +2x'Q(#)+ (Q(X) 一 ara(RCDO)2 =0。 
最 高 次 项 为 xz 。 因 为 所 有 系数 现在 都 是 整数 ， 所 以 我 们 就 如 愿 构 造 了 一 个 首 一 多 项 
式 ， 且 x=y+Ao 是 它 的 一 个 根 。 大 


问题 与 练习 


题 5.4.6 证明 次 数 是 的 多 项 式 最 多 有 个 不 同 的 根 。 


题 5.4.7 用 问题 5.4.6 的 结论 证 明 恒 竺 原理 (identity principle), 即 如 果 两 个 次 数 是 4 的 多 
项 式 f(x) 和 glx) 在 d+1 个 不 同 的 x 值 上 相等 ， 则 这 两 个 多 项 式 相等 。 


题 5.4.8 证 明 : 若 多项式 的 系数 为 实数 ， 则 它 的 虚 根 成 对 出 现 ， 即 ， 如果 q+ 掀 是 多 项 式 
的 一 个 根 ， 那 么 a 一 所 也 是 其 一 个 根 。 


题 5.4.9 求 苔 +x9+x”+ 芭 +x 除 以 台 一 x 的 余数 。 
题 5.4.10 设 p(x)=x+ 开 +…+1。 求 p(x ) 除 以 p(x) 的 余数 。 


题 5.4.11 (Gerald Heuer) 先 将 例 5.4.3 的 四 次 多 项 式 因 式 分 解 成 两 个 二 次 多 项 式 
(2 +ax-32Xx+bx 一 62) ， 再 用 一 个 简单 方法 求解 。 


题 5.4.12 求 有 一 个 根 是 V2+V5 的 整 系数 多 项 式 。 
题 5.4.13 证 明 : 如 果 首 一 多 项 式 有 一 个 有 理 根 ， 那 么 这 个 根 一 定 是 整数 。 
题 5.4.14 设 p(x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 且 满足 p(0) = P(D =1 999 。 证 明 己 没有 整数 根 。 


全 生 角 息 ， 效 字 充 宕 次 关 宝典 


题 5.4.15 设 PC9 是 一 个 1 999 次 的 整 系数 多 项 式 ， 对 1 999 个 不 同 的 值 x， 它 等 于 + 。 
证 明 p(x) 不 能 分 解 成 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 。 


题 5.4.16 (匈牙利 1899) 设 + 和 s 是 方程 
x ~(atd)x+(ad—bc)=0, 
的 根 ,证明 ”和 s 是 方程 
yr -(@ +d?+3abc+3bcd)y+(ad— bc) =0。 
的 根 。 
题 5.4.17 设 a, b,c 是 三 个 不 同 的 整数 。 试 问 多 项 式 Calx-pXx-c)-1 能 不 能 分 解 
成 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 ? 


题 5.4.18 设 p(x) 是 一 个 ”次 多 项 式 ， 但 不 一 定 是 整 系数 的 。 需要 多 少 个 连续 整数 值 x 
使 得 p(x) 是 整数 值 ， 才 能 保证 对 所 有 整数 x，p(x) 都 是 整数 ? 


题 5.4.19 (IMO 1993) 设 f(x)=x"+5x"!+3， 其 中 n>1 是 整数 。 证 明 f(x) 不 能 分 解 成 
两 个 整 系数 且 阶 数 至 少 是 1 的 多 项 式 的 乘积 。 

题 5.4.20 (USAMO 1977) 如 果 a 和 8 是 叉 +z-1=0 的 两 个 根 ， 证 明 a6 是 
+ 二 如 一 x? 一 1=0 的 一 个 根 。 

题 54.21 《加拿大 1970) 设 P(x)=x*+a,ix"1+.…+ax+am 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 假设 
存在 四 个 不 同 的 整数 a, b,c, a 满足 P(a) = P(b) = P(c) = P(a) = 5 。 证 明 不 存在 整数 使 得 
Pt)=8。 


题 5.4.22 (USAMO 84) 设 P(x) 是 一 个 3n 次 的 多 项 式 ， 满 足 


P(2)=P(5)=.…= PG3n-D=0， 
以 及 
Pl3n+1)=730 。 


求 n。 
题 5.4.23 (美国 数学 月 刊 1962.10) 设 P(x) 是 一 个 实 系数 多 项 式 。 证 明 存在 一 个 非 零 的 
实 系数 多 项 式 Q(x) 使 得 P(x)Q(x) 每 项 的 次 数 都 能 被 10? 整除 。 


5.5 不 等 式 


不 等 式 很 重要 ， 因 为 许多 数学 研究 都 涉及 估计 ， 最 优化 ， 最 好 和 最 坏 方案 ， 极 限 
等 等 。 等 式 很 漂亮 ， 但 是 在 数学 的 “真实 世界 ”中 着 实 很 少 。 一 个 典型 的 例子 就 是 利 
用 粗略 的 不 等 式 去 估计 调和 级 数 的 发 散 性 ( 例 5.3.4) 。 另 外 一 个 例子 是 例 2.3.1， 在 这 
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个 例子 中 ， 用 不 等 式 方法 证 明 方程 了 +b+1=a? 没 有 正 整 数 解 。 


这 里 有 解决 这 个 问题 的 另外 一 种 方法 ， 用 到 了 和 寻找 完全 平方 的 策略 : 方程 
b+b+1=a? 表 明 刀 +b+1 是 一 个 完全 平方 。 但 是 
br<b+btl<b+2b+1=(b+1), 


所 以 把 +b+1 严格 处 于 两 个 相 邻 的 完全 平方 数 之 间 。 即 说 明了 不 可 能 性 。 
这 些 例子 用 到 了 非常 简单 的 不 等 式 。 但 我 们 要 做 到 的 是 在 其 他 更 复杂 的 问题 中 熟 
练 使 用 不 等 式 。 


基本 思想 


让 我 们 以 回顾 一 些 简单 的 基本 思想 开始 ， 其 中 很 多 都 将 以 结论 的 形式 给 出 ， 作 为 
问题 (或 练习 ) 让 你 去 证 明 。 


基本 算法 

下 面 的 结论 很 简单 ,但 我 们 要 仔细 思考 , 从 而 确保 真正 完全 明白 它们 为 什么 成 立 。 
务必 注意 其 中 变量 的 符号 。 

题 5.5.1 加 法 。 如果 x 之 y,a 之 b， 那 么 x+a>y+b 。 

题 5.5.2 和 夹 法。 如果 x 之 y,a 之 0, 那么 ax > ay ,相反 地 , 如 果 a<0, 那么 ax < 
oy。 


题 5.5.3 倒数 。 如 果 x 之 》， 且 x 和 y 同 号 ， 那么 了 <。 


题 5.5.4 绝对 值 的 几何 意义 。 集 合 {x:|x-a 上 如 包含 了 实 轴 "上 到 点 a 的 距离 为 
5 的 所 有 点 x。 


函数 的 增长 速度 
理解 大 部 分 常用 函数 的 增长 速度 很 重要 。 学 习 这 些 的 最 好 方法 就 是 画图 。 


题 5.5.5 当 x “足够 大 ”了 时, 一 个 以 x 为 变量 的 二 次 函数 可 以 控制 任意 以 x 为 变 


量 的 线性 函数 。 例 如 ， 当 x>10 时 ， 就 有 
0.001x? > 100 000x +20 000 000 。 


题 5.5.6 ”由 相同 的 理由 ， 只 要 a >5>0, x 可 以 “最 终 控 制 ” 攻 。 


@ 你 可 能 已 经 注意 到 了 我 们 把 注意 力 集中 在 了 实数 上 。 这 是 因为 当 z 是 一 个 复数 的 时 候 定义 z >0 是 
没有 意义 的 。 参 考题 2.3.16。 


便 雪 所 村 解 是 : 效 学 充 赛 炊 关 宝典 
题 5.5.7 类 似 地 ， 如 果 a 是 任意 正 数 ，b>1， 那 么 矿 最 终 可 以 控制 玫 。( 换 句 话 
说 ， 指 数 函 数 比 多 项 式 函数 增长 得 快 ,) 
题 5.5.8 相反 地 ， 如 果 a 是 任意 正 数 ，b>1， 那 么 x 最 终 可 以 控制 log, x 。 
总 的 来 说 ， 增 长 速度 的 层次 关系 由 低 到 高 就 是 
对 数 函 数 ， 界 画 数 ， 指 数 郴 数 。 
简单 的 证 明 


在 众多 证 明 不 等 式 的 方法 中 ,最 简单 的 就 是 构造 逻辑 上 等 价 但 是 更 加 简单 的 不 等 
式 。 再 复杂 的 变量 也 能 得 到 简化 。 这 里 有 一 些 例子 。 


例 5.5.9 比较 V19+V99 和 V20+V98 的 大 小 。 


解答 我 们 要 用 简便 的 问号 (?) 来 代替 未 知 的 不 等 号 。 那 么 我 们 就 可 以 继续 解 
题 了 。 如 果 过 程 中 还 是 看 不 出 不 等 号 的 方向 ， 那 么 就 保留 问号 。 如 果 做 了 一 些 变化 会 
导致 不 等 号 反 向 〈 例 如 ， 两 边 都 取 倒 数 ) ， 那 么 就 把 问号 也 倒 过 来 写 (2)。 现 在 开始 


VI9+V99 ? V20+V98. 
两 边 平方 得 
19+2Vi9x99+99 ? 20+2V20x98+98 ， 
化 简 为 
Vi9x95? V20x98 。 
这 当然 等 价 于 
19x99 ? 20x98 。 


到 此 就 可 以 直接 进行 计算 ， 但 是 让 我 们 应 用 因 式 分 解 技术 : 两 边 都 减 去 19x98 得 
19x99-19x98 ? 98 ， 
就 变 为 
19 ? 98 
最 后 ， 就 可 以 用 “<” 代 替 “?”， 得 到 
VI9+V99 < V20+ V98 。 加 
1998 


1999 
例 5.5.10 T1999 和 2000 哪个 大 ? 


解答 ”这 个 问题 可 以 用 很 多 方法 解答 ， 这 里 采用 函数 方法 。 设 


x 
SO . 
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现在 问题 就 等 价 于 判断 了 (1 998) 和 J/ (1 999) 的 相对 顺序 的 问题 了 。 这 个 函数 是 如 
何 增长 的 呢 ? 有 


/= = 


oe (0) 
x+1 14+ 工 


现在 就 很 容易 确认 ， 随 着 x>0 的 增 大 ，1/x 减 小 ， 导 致 j (w) 增 大 (所 有 我 们 用 到 
的 就 是 基本 原理 5.5.3 中 说 到 的 ,“ 如 果 分 母 增 大 ， 则 分 式 就 减 小 ， 反 之 亦 然 ")。 换 句 
话说 ，f(x) 关 于 正 数 x 单 调 递增 。 


所 以 ，f(1 998) < f(1 999) 。 国 


注意 我 们 在 〈6) 中 是 怎样 使 表达 式 变 得 “难看 的 "。(6) 式 的 右边 部 分 从 印刷 排 
版 上 看 起 来 很 难看 ， 但 是 它 确实 使 分 析 函 数 的 走势 变 得 更 容易 了 。 


这 里 有 更 多 一 些 让 你 自己 练习 的 例子 。 很 多 都 相当 的 简单 。 

题 5.5.11 设 a,a,,…,a, 是 实数 。 证 明 如 果 了 a? =0， 那么 a =a, =…=a,=0。 

题 5.5.12 均值 原理 。 设 4,a,,…,a, 是 和 为 8 的 实数 。 证 明 (尽量 严格 !),， 所 有 
的 a 都 相等 ， 至 少 有 一 个 a 严格 大 于 平均 值 ， 且 至 少 有 一 个 a 严格 小 于 平均 值 ， 
两 者 必 有 其 中 之 一 成 立 。 

题 5.5.13 ”记号 mk” 表示 取 n 的 阶乘 上 次。 例如 mg 就 是 ((z00! 。 请 问 
1999f? mm) 和 2 0008 2) 哪个 更 大 ? 


10%” +1 10 "+l 
102m +1 10%+l 


题 5.5.15 ”比较 2 000!: 和 1 0002e0 的 大 小 。 
题 5.5.16 ”比较 1 9991?% 和 2 000!5% 的 大 小 。 


题 5.5.14 比较 


的 大 小 。 


ANYYE5M 不 等 式 


回 到 例 5.5.10。 不 等 式 
1998 , 1999 
1999 2 000 
等 价 于 (两 边 同 乘 以 1 999x2 000 之 后 ) 


1998x2 000 ? 1999? 。 


忽 6 怎样 解 题 ， 数学 充 赛 攻关 宝典 


从 直觉 上 我 们 猜测 问号 应 该 用 “<” 来 替代 ， 因为 左边 部 分 是 一 个 长 方形 而 不 是 正方 
形 的 面积 ， 而 右边 部 分 是 一 个 周 长 与 长 方形 一 样 (都 是 1 999x4 ) 的 正方 形 的 面积 。 
这 说 明 给 定 周 长 的 篇 爷 围 成 正方 形 时 ， 其 面积 最 大 。 确 实 ， 我 们 曾经 把 这 个 问题 当 作 
一 个 简单 的 微 积分 练习 解决 了 。 其 包含 的 原理 从 数学 上 看 非常 简单 (不 需要 微 积分 ) 
但 是 非常 有 用 。 
考虑 下 面 的 等 价 公式 。 设 x 和 ?是 正 实数 ， 和 为 S=x +y。 则 区 乘积 的 最 大 值 在 x 

与 ? 相等 时 取 到 ， 也 就 是 说 ，x= ?= S12 。 换 句 话说 ， 有 

SY _ C+ty) 

加 了 2 >my 
证 明 该 不 等 式 很 容易 。 我 们 会 在 “<” 上 面 加 一 个 问号 来 提醒 这 只 是 一 个 “形式 上 ” 
的 不 等 号 ， 直 到 化 简 到 一 个 已 知 成 立 的 不 等 号 为 止 。 利用 代数 知识 易 得 ， 


等 价 于 
G+) >4y 。 
因此 
+2y + dy 。 
两 边 都 减 去 4xy， 得 


x -2xy+y >0 
现在 就 可 以 移 去 问号 了 ， 因 为 左边 部 分 是 平方 项 (x-y)* ， 因 此 总 是 非 负 的 。 我 们 已 
经 证 明了 不 等 式 ， 并 且 ， 这 个 证 明 同时 也 说 明了 当 且 仅 当 x = y 时 取 等 号 ， 因 为 只 有 
这 时 平方 项 才 会 等 于 0。 
该 不 等 式 称 为 算术 几何 均值 不 等 式 (Arithmetic-Geometric Mean Inequality), 通常 
用 AM-GM 或 者 AGM 表示 ， 一 般 写 成 


YT 
左边 部 分 就 是 x 和 上 的 算术 平均 ， 右 边 部 分 就 是 x 和 上 的 几何 平均 。 记 住 这 个 不 等 式 
的 简单 方法 是 : 
两 个 正 实数 的 算术 平均 值 大 于 或 者 等 于 它们 的 几何 平均 值 ， 当 且 仅 当 它们 相等 时 
取 等 号 。 


我 们 可 以 从 AM-GM 的 代数 证 明 中 挖掘 出 更 多 的 信息 。 因 为 (x+J)2 < 4xy ,上 且 
(Cr+J 一 49 =(x 一 四 *， 可 以 写成 
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S?-4P=D?’, 

其 中 5, P, DD 分 别 代 表 x 和 > 的 和 ， 积 及 差 。 如 果 让 x 和 yy 变化， 且 让 它们 的 和 5 
定 ， 发 现 x 和 ?的 乘积 是 它们 之 间距 离 的 严格 递减 函数 。( 这 里 的 距离 就 是 | zy 。) 
这 个 结论 非常 有 用 ， 我 们 把 它 命名 为 对 称 积 原理 (symmetry-product principle) ， 

如 果 两 个 正 数 的 和 一 定 ， 那 么 随 着 它们 之 间 的 距离 减少 ， 它 们 的 来 积 就 增加 。 

这 个 原理 符合 我 们 的 直观 感觉 随 着 一 个 矩形 变 得 更 “ 方 "， 即 更 对 称 ， 则 能 更 

“有 效率 地 ”占用 面积 。 

下 面 是 AM-GM 不 等 式 的 一 个 很 漂亮 的 几何 证 明 。 设 4C 是 一 个 加 的 直径 ，B 是 

圆周 上 任 一 点 。 则 4BC 是 直角 三 角形 。 接 着 做 直线 BD 垂直 于 4C 交 AC 于 DD 点 。 
B 


A 7 5 7 C 


则 三 角形 48D 和 三 角形 BCD 相似 ， 因 此 


所 以 g= Vy ， 即 x 和 y 的 几何 平均 值 。 事实 上 ， 这 也 是 它 为 什么 叫做 几何 平均 的 原 
因 ! 

现在 ， 让 点 刀 沿 着 圆周 运动 ， 则 D 点 也 在 4C 上 移动 以 保证 4C 与 BD 垂直 。 很 
显然 , 当 忆 处 于 圆心 时 BD 的 长 度 最 大 , 在 这 种 情况 下 x 和 y 刚好 相等 (都 等 于 半径 ) 。 
而 且 ， 当 了 向 圆心 移动 时 ,x 和 y 的 距离 在 缩小 ， 而 BD 的 长 度 在 增加 。 


AM-GM 不 等 式 对 任意 有 限 个 变量 也 成 立 。 设 


Dec 
是 正 实数 ， 定 义 算术 平均 值 4, 和 几何 平均 值 G, 分 别 为 
44 to G, =8/aa a, 。 


n 


一 般 形 式 的 AM-GM 明确 肯定 4 > G, ， 当 且 仅 涩 = 六 =…=%, 时 取 等 号 。 
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证 明 这 个 定理 有 很 多 方法 (参考 问题 5.5.26， 那 里 有 一 个 精妙 利用 归纳 法 证 明 的 
提示 )。 我 们 将 要 给 出 一 个 运用 两 个 策略 思想 的 简单 证 明 : 一 个 算术 证 明 的 形式 ， 再 
加 上 对 自然 直觉 的 深思 熟 虚 。 通 过 回顾 AM-GM 的 等 价 重组 “和 与 积 ” 开 始 。" 


例 5.5.17 AM-GM 的 变形 。 设 ,和 %…,% 是 正 实数 ， 它 们 的 积 为 P=xx,…x,， 
和 为 $=%+ 志 +…+。 证 明 P 取 到 最 大 值 的 条 件 是 当 且 仅 当 每 个 专 都 相等 ， 即 
有 = 芒 =… 
nm 
解答 将 这 nn 个 实数 ,x,,…, 思 看 成 是 数 轴 上 的 个 质点 ， 每 个 都 有 单位 重量 。 
这 些 重量 的 平衡 点 (重心 ) 位 于 算术 平均 值 4= 5/n 上 。 注 意 如 果 移动 这 些 点 并 保证 
它们 还 是 在 4 点 保持 平衡 ， 等 价 于 它们 的 和 保持 不 变 。 


我 们 的 灵感 来 源 于 对 称 积 原理 ,策略 就 是 考虑 x; 不 全 相等 的 情况 ， 并 证 明 能 使 它 
们 “更 相等 "， 且 让 它们 的 积 增加 但 不 改变 它们 的 和 。 如 果 这 些 点 不 全 在 4， 那 么 至 
少 有 一 个 在 4 的 左边 〈 记 为 工 ) 且 至 少 有 一 个 在 4 的 右边 〈 记 为 R) 。" 在 这 两 个 点 中 ， 
将 离 4 最近 的 那个 恰好 移 到 4, 同时 移动 另外 一 个 使 得 两 者 的 平衡 点 不 变 。 在 下 图 中 ， 
箭头 指向 就 是 这 两 个 点 的 新 位 置 。 


人 》 

注意 这 两 个 点 之 间 的 距离 减少 了 , 但 是 它们 的 平衡 位 置 没有 变 。 由 对 称 积 原理 知 ， 
这 两 个 点 的 乘积 增加 了 。 因 为 它们 的 和 没有 变 ， 所 以 n 个 点 的 和 也 没有 变 。 按 照 以 上 
方式 变换 了 个 数 中 的 两 个 ,得 : 

。 一 个 原来 不 等 于 4 的 点 现在 等 于 4 了 ， 

。 nn 个 数 的 总 和 没有 变 ， 

。 个 数 的 乘积 变 大 了 。 

因为 只 有 有 限 个 数 ， 当 所 有 的 点 都 等 于 4 时 这 个 过 程 结束 ， 这 时 羔 积 将 取 到 最 


大 值 。 
这 个 证 明 称 为 “算术 的 "， 因 为 证 明 过 程 中 描述 了 一 个 具体 步骤 ， 以 一 步 一 步 的 
方式 优化 乘积 ， 经 过 有 限 步 后 终止 。 这 个 证 明 的 另外 一 个 特征 就 是 转换 思路 ， 将 其 重 


Q 这 个 重组 AM-GM 的 简单 思想 并 不 是 很 有 名 。 这 里 的 论述 来 自 Kazarinoff 的 专著 [25], 强烈 推荐 大 
家 阅读 该 专著 。 
@ 这 是 均值 原理 (5.5.12) 的 一 个 “自然 ”证 明 。 
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铸 为 一 个 像 最 优化 问题 的 不 等 式 。 这 是 一 个 有 效 的 策略 ， 值 得 大 家 学 习 。 


从 AM-GM 不 等 式 能 推出 很 多 有 趣 的 不 等 式 。 这 里 有 一 个 例子 〈 多 看 几 个 问题 ) 。 


例 5.5.18 设 a,@,……a, 是 一 个 正 数 数列 。 证 明 
(a+a + 
4 a 
当 且 仅 当 a 都 相等 时 取 等 号 。 
解答 首先 ， 通 过 检验 一 个 简单 例子 而 使 问题 化 难为 易 。 让 我 们 先 来 证 明 
Co+g( 4。 


乘 出 来 得 
或 者 


由 AM-GM 不 等 式 知 这 个 不 等 式 成 立 : 因为 
aib ab 
全 722 | 2 的 =2。 
下 面 形式 的 结果 是 很 值得 记 住 的 ; 


如 果 x20， 那 么 x+122 ， 当 且 仅 当 x=1 时 等 号 成 立 。 


回 到 一 般 的 情况 ， 我 们 用 完全 相同 的 方法 推导 。 把 如 下 的 积 乘 出 来 : 


于 
es 

了 
a 妈 全 


得 到 到 个 项 ， 每 个 项 都 具有 这 样 的 形式 ， 
,gh hen 


a 
其 中 当 j = 上 时 的 项 ， 它 们 的 值 都 等 于 1。 剩 下 的 到 一 ”项 可 以 两 两 组 合成 如 下 的 形 
式 : 


EA 


军 
a gj 


( 标 出 式 子 1S1 < k<n 是 为 了 保证 得 到 的 每 对 式 子 都 没有 重复 的 。) 在 每 对 式 子 中 运用 
AM-GM 就 可 以 得 到 : 


，l<sj < ksnr 。 


总 8 生计 解 钙 :二 学 充 宕 炊 关 宝 典 


+ 和 >2 包 上 各 =2 

a a mg 
这 样 ， 这 浆 个 项 就 能 够 被 分 割 成 上 个 值 为 1 的 项 和 < 一 对 的 式 子 ,其 中 每 对 式 子 都 
大 于 或 者 等 于 2。 因此， 整个 式 子 的 总 和 就 大 于 或 者 等 于 


2 
mn 
nl+ 


7 图 


推 融 ( massage )， 柯 西 ， 施 瓦 兹 不 等 式 和 切 比 雪 夫 不 等 式 


不 等 式 的 类 型 特别 多 ， 从 表面 上 看 有 成 百 上 千 的 不 同 理论 和 特定 技术 来 解决 不 等 
式 问题 。 但 我 们 可 简要 地 讲解 如 下 三 种 重要 的 “媒介 ”思想 : 推荐 ， 柯 西 . 施 瓦 效 不 
等 式 以 及 切 比 雪夫 不 等 式 。 


可 能 最 重要 的 不 等 式 技巧 就 是 推 项 在 此 之 前 我 们 已 经 使 用 过 了 (例如 在 例 5.3.4 
调和 级 数 的 讨论 中 )。 推 项 的 原理 就 是 “放宽 ”一 个 表达 式 使 得 它 “ 最 终 ” 更 容易 处 
理 。 当 然 ， 这 并 不 仅 限于 不 等 式 ， 有 有 时候 推 项 的 第 一 步 有 可 能 使 问题 的 难度 看 起 来 增 
大 了 。 但 是 这 只 是 暂时 的 ， 就 像 做 按 靡 ， 开 始 时 相当 痛苦 但 最 后 却 能 使 你 的 肌 内 得 到 
放松 。 下 面 的 例子 对 大 家 很 有 启发 ， 它 结合 了 推 项 方法 ， 以 及 经 常 与 其 搭档 出 现 的 压 . 
缩 法 。 


例 5.5.19 设 4= 叶 _ 工 。 不 用 计算 器 求 | 4|。 
Vn 


解答 ” 换 句 话说 ， 要 估计 出 最 接近 4 的 整数 。 我 们 并 不 需要 4 的 精确 值 ， 所 以 可 
全 生生 让 人 本 作 才 化 Wi 


ep A 
irr 


2WVTI- 风 < 二 <2M-WD 
n 


这 就 是 关键 步骤 ， 我 们 就 通过 上 下 界限 定 了 1/Vma ， 求 和 时 就 可 以 实现 压缩 。 确 实 如 
此 ， 有 


换 句 话说 ， 
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100%0 
2 2n+1—Vn)=2V10001-2 
以 及 
$Y 2s ni) =2V10000 V6, 
推出 
-2< 立志 二 <2 10 000 。 
这 告诉 我 们 | 4 | 不 是 198 就 是 199。 a 因为 前 面 提 


出 的 把 11Vn 限定 在 2(V 一 Yn- 了 和 2(Vn+1~Vn) 之 间 对 比较 “小 ”的 来 说 着 实 非 


常 粗略 。 例 如 ， 当 = 1 时， 就 不 需要 使 用 这 个 “估计 ”了 , 得 
2(V2-D)<1<2Vi。 


下 限 不 是 很 糟 ， 但 是 上 限 多 估计 了 1。 | 从 n=2 开 始 ， 记 住 


10000 


A= Ds 
m2 
现在 估计 
10 
2V10001-2V7 < a 
ml VN 


上 面 式 子 中 的 下 限 比 197 稍微 大 一 些 ， 而 下 限 是 198。 因 此 就 推出 4 处 于 198 和 199 


之 间 ， 所 以 | 4 ]=198 。 加 
柯 西 . 施 瓦 效 不 等 式 
设 aa 入 ,b…,b, 是 两 个 实数 序列 。 柯 西 。 施 瓦 效 不等式 表示 为 : 
(Zah) <(Fo)(E&), 


当 且 仅 当 a/b =a,1b, =…=a,1b, 时 等 号 成 立 。 如 果 n = 1， 这 个 问题 就 退化 为 两 元 


的 AM-GM。 如 果 n=3， 不 等 式 就 是 (用 更 易 辨别 的 变量 ) 
(axt+by+cz) (a +b’ +e Mx +y :+2’) (7) 


对 任意 实数 a，b，c，x，y，z 成 立 。 


例 5.5.20 通过 有 效率 地 把 它们 乘 出 来 ， 观 察 交叉 项 ， 尽 可 能 应 用 两 元 的 AM- 
GM 不 等 式 证 明 (7)。 并 将 这 个 方法 推广 到 m。 


另 一 种 证 明 (7) 的 方法 ， 是 如 下 简单 但 很 重要 的 工具 : 
实数 的 平方 和 是 非 负 的 ， 当 且 仅 当 所 有 数 等 于 0 时 它 才 等 于 0。 
因此 ， 对 任意 实数 a, b,c, x, y,，z， 有 


全 入 村 解 是 :数字 况 寄 次 关 宝 典 


0<(ay—bx)’ +(az—cx)’ +(bz—cy)? 。 
这 等 价 于 a 
2(abxy +acxz + boyz) ay 二 52x2 十 a2z2 十 czx2 十 b222 十 C2y2 。 (8) 
在 (8) 的 两 边 都 加 上 
(ax + (By) +(cz) 

就 得 到 了 “(7)。 这 个 证 明 可 以 推广 ， 它 不 只 是 在 n=3 时 才 成 立 。 

例 5.5.21 写 出 n=4 的 情形 验证 上 述 证 明 可 以 推广 。 开 始 展开 时 将 是 一 个 6 项 
的 平方 和 。 

虽然 柯 西施 瓦 兹 不 等 式 是 AM-GM 的 一 个 简单 推论 , 但 它 是 一 个 非常 强大 的 工 
县 ,因为 它 有 很 大 的 “自由 度 ”。 例如， 如 果 在 (7) 中 设 a=b=c=1， 就 得 到 了 一 个 
吸引 人 的 不 等 式 


2 
9 2 二 2 


如 果 变 量 为 正 实数 ， 就 能 引出 柯 西 ， 施 瓦 效 不 等 式 的 另外 一 个 应 用 。 例 如 ， 
如 果 a，b，c，x，y，z >0, 那 么 
(Var+ Vby + yz) <(a+b+c)(x+y+z) (9) 
在 (7) 用 Va 等 代 赫 a 就 自然 得 到 了 这 个 结果 。 这 个 不 等 式 (当然 也 可 以 推广 到 任意 
的 n) 有 时 候 用 起 来 非常 的 便利 ， 因 为 这 是 一 个 获得 两 个 不 相关 和 的 乘积 的 下 界 的 巧 
好 方式。 
下 面 是 一 个 用 到 (9) 的 更 加 有 趣 的 例子 。 


例 5.5.22 (Titu Andreescu) 设 已 是 一 个 系数 为 正 的 多 项 式 。 证 明 : 如 果 
"> 而 

对 x=1 成立 ， 那 么 对 所 有 x>0 都 成 立 。 

解答 设 Po)=zo+wx+tzxz+…+azn 。 当 x= 工 时 ， 不 等 式 就 是 P(1)>1/ PCOD ， 
或 者 

(Wo 十 下 十 也 十 … 十 友和 >] ， 
化 简 为 
Uo + + th 十 … 十 2n21 


因为 系数 都 是 正 的 。 我 们 希望 可 以 证 明 
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必 jw 二 经 十 … 十 WX") 之 1 
x x 


对 任意 正 的 x 都 成 立 。 因 为 x 和 ww 都 是 正 的， 可 以 定义 实数 列 


b= Yu, b=Vux, b, = Vu b= Vux" 。 


以 及 


注意 到 对 任意 i 
ar =- 疙 ， Br =ux, qb =u,。 
因此 ， 把 柯 西 ， 施 瓦 效 不 等 式 应 用 到 数列 w 和 bb 上 时 ， 就 得 到 
Uo + + > sp(]Pg . 
但 是 w+ + 十 …+u, > 1， 所 以 推出 
? (Lee ; 
x 
下 面 是 例 5.2.23 提出 的 IMO 问题 的 解答 。 


例 5.5.23 (IMO 1995) 设 a, b,c 是 正 实数 ， 且 满足 abc = 1。 证 明 
1 和 1 3 
POO Peta Gar” 7° 
解答 “回顾 代 换 x= 工 ,= 二,z= 荆 把 原 问题 转化 为 
3 (10) 
y+z 2+x x+y 2 
其 中 pz= 1。 
记 (10) 式 的 左边 部 分 为 S。 注 意 
2 2 2 
各 x 了 这 
(a (5) 


因此 对 任意 选择 的 wu，v，w 由 柯 西施 瓦 兹 不 等 式 得 


2 
2 | 11 
SG cr (1D) 
有 没有 对 解 题 有 帮助 的 选择 呢 ? 
当然 4= Vy+z,v= Vx+z,w=Vx+y 是 自然 要 尝试 的 选择 , 因为 这 样 马上 就 可 以 


全 多 怎 村 角 是: 才 季 充 客 次 关 宝典 


把 (11) 式 右边 化 简 为 (x+y+ 3) 。 更 令 人 惊喜 的 是 ， 这 样 选择 后 我 们 还 发 现 


WW +V tw =2x+y+2) 。 


因此 (11) 就 化 简 为 
2S(x+y+2)>(x+y+2z) ， 
等 价 于 
2S>(x+y+2z)。 
而 由 AM-GM 不 等 式 及 xz= 1， 得 
x+y+z23/0z =3， 

所 以 我 们 马上 得 到 2S>3 。 图 

切 比 雷 夫 不 等 式 


设 @,4,…,a, 和 及, 思 ，…, 包 是 实数 列 ， 且 按照 相同 的 单调 顺序 排列 。 换 句 话说 ， 

有 a<a,<…<a, 以 及 bh<b,<…<b，( 或 者 两 个 都 反 向 )。 切 比 雷 夫 不 等 式 表 示 为 
1 1 1 
tz (LE 27s). 

换 句 话说 ,如 果 你 将 两 个 数列 排序 ， 那 么 对 应 项 乘积 的 平均 值 至 少 是 两 个 序列 平均 值 
的 乘积 。 

通过 考察 简单 的 例子 来 尝试 证 明 切 比 雪夫 不 等 式 。 如 果 ”= 2, 那么 有 所 谓 的 不 等 
式 (用 好 看 一 点 的 变量 ) 

2(ax + by)>(a+b)(x+y) 。 
这 等 价 于 
ax + by>ay+ bx , 
等 价 于 
(a—b)\(x—y)>0 , 

这 是 成 立 的 ， 因 为 序列 按照 相同 的 其 序 排列 (因此 a-b 和 x-y 同 号 ， 且 它们 的 积 非 
负 )。 

如 果 n=3， 则 要 证 明 的 是 : 

3(axtby+cz)>(atb+cM(xt+y+2z), 
其 中 a<b<c，x<y<z。 受 上 一 步 的 启发 ， 将 左边 部 分 碱 去 右边 部 分 并 做 一 些 因 
式 分 解 ， 从 而 说 明 这 个 差 是 正 的 。 作 差 时 ， 其 中 有 3 项 消去 了 ， 剩 下 还 有 12 项 
ar-aytax-aztby—bxt+by-—bz+cz—cx+cz—cy 。 
重新 安排 之 ， 有 
(ax+by)-(ay+bx)+(artez)—(artcex)+(byt+cz)—(bz+cy) ， 

等 于 
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(a—b)(x-y)+(a-cXx-z)+(b-c)(y—2), 
而 这 是 正 的 。 如 果 你 仔细 思考 这 个 证 明 ， 你 会 发 现 它 可 以 推广 到 任意 值 。 
与 AM-GM 和 柯 西 . 施 瓦 效 不 等 式 相 比 ， 切 比 雪夫 不 等 式 虽然 不 常用 , 但 是 它 在 
你 的 方法 列表 中 应 占有 一 席 之 地 。 特 别 是 ， 证 明 它 的 方法 可 以 用 在 其 他 很 多 地 方 。 


问题 与 练习 


题 5.5.24 证 明 
EW 
1+T+21+ 相 +…<3。 
(你 可 能 已 经 在 微 积 分 课 中 学 过 这 个 和 就 是 e = 2.718 。 但 现在 请 用 另外 的 “ 低 科技 含量 的 ” 


方法 证 明 。) 


题 5.5.25 ”重新 阅读 例 5.5.10 中 关于 函数 单调 性 的 部 分 。 它 是 怎样 与 对 称 积 原理 产生 关系 
的 ? 


题 5.5.26 根据 下 面 的 提示 重新 理解 切 比 雪 夫 巧 妙 证 明 n 个 变量 的 AM-GM 不 等 式 的 方 
法 。 


(a) 首先 用 归纳 法 证 明 变量 个 数 是 2 的 矫 时 ，AM-GM 成 立 。 
(b) 其 次 ,假设 你 已 经 知道 AM-GM 对 4 个 变量 时 成 立 ， 则 证 明 它 对 3 个 变量 时 也 成 立 。 
换 句 话说 ， 你 希望 证 明 对 任意 正 数 x，y，z， 


yo (12) 


你 可 以 用 事实 


dc 了 (13) 


对 任意 正 数 a,b5，c，d 均 成 立 。 你 能 想 出 好 办 法 来 代 换 a，b，c，d 从 而 将 (13) 转化 成 
(12) 吗 ? 

《c) 设计 一 种 方法 推广 上 述 步骤 ， 使 之 可 以 由 2 个 变量 的 AM-GM 情况 推出 任何 变量 数 更 
少 一 些 的 情况 (直到 2" )。 


题 5.5.27 ”找到 合适 的 ”使 得 Wn 最 接近 V1000000 -V999999 ， 不 要 用 计算 器 。 
天 十 1 


题 5.5.28 证 明 对 n=2,3,4,… ， me (号) 机 


题 5.5.29 (IMO 1976) 和 为 1 976 的 正 整 数 的 最 大 乘积 是 多 少 ? 求 出 并 证 明 。 提 示 : 尝 


和 怎样 解 息 ， 数字 充实 攻关 宝典 
试 一 种 “算术 ”途径 。 
题 5.5.30 例 3.1.12 证 明了 因 式 分 解 


ot te 3abc=(atbteN(a + +c—ab—bc—ac) 。 


应 用 此 式 证 明 有 三 个 变量 时 的 AM-GM 不 等 式 。 该 方法 能 推广 吗 ? 
3 2n-1 1 


me en 让) -二 
题 5.5.32 设 a,w,…*a 是 一 个 正 数列 。 证 明 对 任意 正 数 x， 
Get aet on) ta eet Ht +t) 
题 5.5.33 ”找到 所 有 满足 z = 的 有 序 正 实 数 对 (x,y) 。 注 意 :包含 了 所 有 形 如 (1,1) ， 
其 中 1 是 任意 正 实数 的 集合 但 并 不 是 所 有 解 ， 例 如 2 =4? 也 成 立 。 


题 5.5.34 证 明 


Yar th + Va th + + Va tb 
Patot.ta) +(B+b + +b) 
对 任意 实 值 变量 成 立 ， 并 请 给 出 等 号 成 立 的 条 件 。 代 数 方法 当然 可 行 ， 但 是 肯定 还 有 一 个 
更 好 的 方法 。 


题 5.5.35 ”如 果 你 已 经 学 过 向 量 的 点 积 , 就 应 该 能 够 给 出 柯 西施 瓦 效 不 等 式 的 几何 意义 。 
请 考虑 一 下 长 度 、 祭 弦 ， 等 等 。 


题 5.5.36 这 里 有 一 个 证 明 柯 西施 瓦 兹 不 等 式 的 另 一 种 方法 ， 用 到 了 几 个 有 用 的 概念 ; 
定义 


f=at+h) ta th) t+.+(at+b,) 。 
显然 /是 ! 的 二 次 多 项 式 。 当 且 仅 当 全 = 全 =…= 公 时 7 才 可 能 有 根 。 其 他 情况 下 ，/f 0) 是 


严格 为 正 的 。 现 在 用 二 次 展开 公式 ， 考 察 判别 式 。 它 一 定 是 负 的 ， 为 什么 ? 证 明 能 从 判别 式 的 
负 性 导出 柯 西 . 施 瓦 效 不 等 式 。 

题 5.5.37 请 利用 柯 西 - 施 瓦 冀 不 等 式 快速 证 明 例 5.5.18 中 的 不 等 式 。 

题 5.5.38 设 a,a,…va, 都 是 正 数 ， 和 为 1。 证 明 六 of > lm 。 


题 5.5.39 如 果 a，b，c>0, 证 明 
(ab+b’c+caXab’ + be? +ca’) > 9a'b?c? 。 
题 5.5.40 设 a,b,c>0, 证明 
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VAat+b+c)>Vat Vb+ye 。 
题 5.5.41 设 a,b,c,d>0 。 证 明 

1 1 4 16 64 

一 十 二 + 一 + 一 


abrec d atbtctd” 
题 5.5.42 (USAMO 1983) 证 明 ， 如 果 2a: <55 ， 则 
T+tarithe ter +drt+e=0 


的 根 不 可 能 全 是 实数 。 


题 5.5.43 设 x,y,z>0 且 jz=1。 证 明 
十 十 ZK 十]2 十 Z2 
题 5.5.44 设 x,y,z20 且 yz=1。 求 
x 了 
+ + 
y+2z x+2 x+y 


的 最 小 值 。 
题 5.5.45 (IMO 1984) 证 明 
0¢gyt+zxt+Dy -2 < 亏 ， 
其 中 x,，y 和 z 都 是 非 负 实 数 ， 且 满足 x+y+z=1。 
题 5.5.46 (Putnam 1968) 求 所 有 系数 只 能 为 1 或 -1 且 只 有 实 根 的 多 项 式 。 
题 5.5.47 设 a,a,…,a, 是 一 个 正 数列 ，b,b…,b, 是 前 者 的 任意 一 个 排列 。 证 明 


各 十 全 二 十 各 > . 


a 


+ 六 


题 5.5.48 设 a,a,…,a, 和 bh,b,,…,b, 是 递增 实数 列 ， 并 设 久 ,x,…, 雹 是,b…,b 的 任意 


排列 。 证 明 
Papb > Bax,. 


第 @ 章 
组 合 数 学 
6.1 计数 简介 


组 合 是 关于 计数 的 研究 。 这 听 起 来 似乎 相当 幼稚 ， 但 实际 上 ， 计 数 问题 是 相当 生 
动 有 趣 并 且 高 深 英 测 的 ， 它 能 与 其 他 数学 分 支 建立 起 广泛 的 联系 。 例 如 ， 考 虑 如 下 问 
题 ; 


例 6.1.1 (捷克 和 斯 洛 伐 克 1995) 判断 是 否 存在 10 000 个 能 被 7 整除 的 10 位 数 ， 
其 中 任何 一 个 数 都 能 通过 将 另 一 个 数 重新 排列 各 位 数字 次 序 得 到 。 


从 表面 上 看 来 ， 这 像 是 一 个 数论 问题 。 但 实际 上 ， 这 只 是 一 个 对 具体 事物 进行 仔 
细 计 数 的 问题 。 我 们 将 在 本 节 末 尾 处 解决 它 ， 但 首先 需要 引入 一 些 基本 技巧 


我 们 的 第 一 个 目标 是 准确 理解 一 些 思想 ， 为 二 项 式 定理 做 好 准备 。 假 定 读者 之 前 
已 经 接触 过 一 些 这 方面 的 内 容 ， 而 现在 决定 复习 并 对 它 做 进一步 的 研究 。 下 面 将 陆续 
地 以 命题 形式 提出 很 多 概念 ， 需 要 逐个 认真 验证 。 请 不 要 太 着 刍 ， 你 需要 确保 理解 每 
项 命题 ! 特别 地 ， 要 注意 每 处 算术 细节 ， 哪 怕 是 最 细微 的 ， 优 秀 的 组 合 推理 能 力 在 很 
大 程度 上 就 是 要 知道 什么 时 候 去 做 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 。 


排列 和 组 合 

例 6.1.2 ~ 例 6.1.12 介绍 了 排列 与 组 合 的 一 些 概念 ， 其 中 只 用 到 了 加 法 、 乘 法 与 
除法 。 

例 6.1.2 前 单 加 法 。 如 果 有 a 种 汤 和 4 种 沙拉 ,那么 共有 a+ 种 可 能 的 订餐 方 
法 ,使 得 其 中 包含 汤 或 沙拉 。( 不 能 同时 选择 汤 和 沙拉 )。 


例 6.1.3 净 单 来 法 。 如果 有 a 种 汤 和 5 种 沙拉 , 那么 共有 ab 种 可 能 的 订餐 方法 ， 
使 得 其 中 包含 汤 和 沙拉 。 
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例 6.1.4 设 4 和 B 是 有 限 且 不 相交 (4nB=#% ) 的 集合 。 那 么 6.1.2 等 价 于 如 

下 命题 ; 
|4U 引 =|4+| 相 。 

例 6.1.5 注意 6.1.3 等 价 于 如 下 命题 , 

|4xal=|4l-|a| 。 
其 中 4 和 B 是 任意 的 有 限 集 (可 以 相交 )。 

例 6.1.6 某 些 对 象 的 排列 是 对 它们 的 重新 排序 。 比 如 ， 对 于 字母 ABC 来 说 ， 总 
共有 6 种 不 同 的 排列 , 依次 是 : ABC, ACB, BAC, BCA, CAB， CBA。 而 对 “HARDY” 
来 说 ,， 则 共有 5x4x3x2x1=120 种 不 同 的 排列 方法 。 你 或 许 已 经 知道 a-(n 一 DD)…1 可 
用 符号 中 来 表示 ， 称 为 “的 阶乘 "。 你 应 该 记 住 (起码 是 强 记 ) 当 n<10 时 n! 的 值 。 

( 当 你 记 住 后 , 可 以 再 尝试 记 住 如 下 常见 序列 的 前 十 几 项 : 平方 数 序列 、 立方 数 序列 、 
斐 波 那 契 序 列 等 等 ) 

例 6.1.7 从 nn 个 物体 中 每 次 取出 7 个 的 排列 。 利 用 “CHERNOBYL” 这 9 个 字 
母 来 构造 不 同 的 3 字 节 单词 ， 一 共有 9x8x7 =504 种 不 同方 法 。 一 般 地 ， 从 个 东西 
中 取出 ~ 个 并 进行 排列 ， 共 有 


n(n—D):(n—r+D)!。 
种 不 同方 法 "。 这 个 乘积 也 等 于 -2 ， 并 记 为 Pn,7) 。 
例 6.1.8 但 对 于 “GAUSS” 中 字母 进行 排列 又 会 怎样 呢 ? 你 第 一 感觉 可 能 认为 
答案 是 51， 但 事实 上 答案 是 江 。 为 什么 ? 


例 6.1.9 进一步 地 ，“PARADOXICAL” 的 不 同 排列 方法 有 2 种 ， 而 非 开 种 。 


为 什么 ? 
例 6.1.10 同样 好， 证明“RAMANUJAN” 有 -2 种 不 同 的 排列 。 请 由 上 述 上 
题写 出 一 般 的 公式 ， 并 用 较 小 的 数字 代入 验证 ， 从 而 确保 你 的 公式 是 正确 的 ， 
我 们 把 你 在 例 6.1.10 中 得 到 的 公式 称 为 Mississippi 公式 ,因为 它 的 一 个 有 趣 的 例 


@ 注意 乘积 以 wm-r+1) 而 不 是 (nr) 结尾。 这些 地 方 经 常会 出 现 小 错误 ， 也 被 计算 机 程序 员 称 为 
“OBOB"， 也 就 是 “只 差 那 么 一 点 的 错误 ”(off-by-one bug)。 


儿 怎 村 向 总， 数字 充 赛 攻关 宝典 


子 就 是 计算 “MISSISSIPPI” 的 排列 ,答案 当 然 是 机; 。 通 过 具体 例子 能 很 容易 记 


住 Mississippi 公式 ， 但 我 们 还 是 把 它 正式 写 出 来 。 这 是 个 使 用 抽象 符 号 的 好 例子 ,并 
且 有 助 于 我 们 理解 计数 的 方法 。 


给 出 一 堆 球 ， 它 们 只 能 通过 颜色 来 区 分 。 如 果 拥 有 颜色 i 的 球 的 个 数 是 四 ， 

i=12,…,n， 半 么 将 这 些 球 排 成 一 列 的 不 同方 法 的 数量 为 : 
(a +a,+:…+a,)! 
qlat:a,! 

Mississippi 公式 包含 了 乘法 与 除法 。 让 我 们 通过 “PARADOXICAL” 这 个 例子 ， 
来 仔细 考察 每 种 运算 的 作用 。 假 设 所 有 字母 都 是 不 同 的 ， 那 么 第 1 个 字母 本 该 有 11 
种 可 能 的 选择 ， 第 2 个 字母 10 种 ,第 3 个 字母 9 种 ，…… ， 以 此 类 推 ， 因 此 总 共有 

9x8x7x…xl=9! 
种 不 同 的 排列 。 将 这 些 数 相 乘 是 因为 这 是 由 11 个 子 事件 串联 而 成 的 事件 ， 而 它们 分 
别 有 11，10，9，…， 工 种 选择 。 但 事实 上 ， 这 11 个 字母 不 是 没有 重复 的 一 有 3 个 
不 能 区 分 的 A。 因此 ，11! 的 值 显然 大 于 我 们 所 要 求 的 值 。 暂 时 假定 能 区 分 这 三 个 A， 
分 别 将 它们 记 为 41，4,，4s。 在 这 种 假设 下 ， 例 如 当 它 们 真正 能 区 分 的 时 候 ， 
ChLPORA, 4XID 和 Ch4LPORA 4,XID 是 两 个 不 同 的 单词 (虽然 它们 在 原 命题 中 不 能 
区 分 )。 在 原 命题 中 ，CALPORAAXID 这 个 词 只 会 被 数 到 1 次 。 但 车 假设 能 区 分 3 个 
A， 那 么 这 个 词 会 被 数 到 3!=6 次 ， 因 为 这 3 个 A 的 排列 共有 3! 种。 换言之 ,我 们 得 
出 来 得 数 是 实际 数 的 3! 倍 ( 称 其 为 重复 因子 )， 于 是 可 以 通过 将 得 到 的 数 除 以 3! 来 得 


到 实际 排列 数 。 因此 正确 答案 是 于。 一 般 地 ， 


为 了 计算 事 联 事件 的 不 同 选择 的 数量 , 我们 只 需 将 每 个 子 享 件 的 不 同 选择 的 数量 
相 来 ， 并 除 以 重复 因子 ， 从 而 纠正 重复 计数 。 


例 6.1.11 下 面 考 虑 一 个 个 字符 组 成 的 字符 串 ， 它 由 7 个 0 和 (n 一 力 个 1 组 成 
(也 称 为 n 字 节 字符 串 )。 应 用 Mississippi 公式 容易 证 明 它 的 排列 数 为 


nl 
ri(n—r)! 


这 个 结果 往往 用 中 (从 个 中 选 + 个 ") 表示 ， 并 且 也 称 为 二 项 式 系数 。 例 如 ， 


“0000 Ht 的 不 同 的 排列 为 2]= 3-35。 
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例 6.1.12 从 个 物体 中 一 次 取出 + 个 的 组 合 。 下 面 的 问题 与 上 面 的 不 同 。 假 如 
我 们 在 订购 比萨 饼 ， 共 有 8 种 可 选 的 料 〈 凤 尾 鱼 、 大 苏 、 菠 葛 、 香 肠 、 意 大 利 腊 肠 、 
暮 菇 、 梯 槛 和 青椒 )。 我 们 想 知道 如 果 恰 好 选 3 种 配料 ， 共 有 多 少 种 不 同 的 选择 方 
法 。 与 排列 不 同 的 是 ， 此 处 配料 的 选择 顺序 没有 关系 。 例 如 ，“ 香 肠 世 库 大 蒜 ” 比 萨 
和 “区 库 大 蒸 香肠 ”比萨 没有 区 别 。 

为 了 解决 这 个 问题 下面 将 像 Mississippi 问题 那样 进行 论证 。 假设 配料 顺序 有 关 
系 ， 那么 不 同比 萨 的 数量 应 该 是 简单 排列 数 P(8, 3) 。 但 因为 有 重复 计数 ,重复 因子 为 
31。 因 此 正确 的 答案 是 


P(8,3) 
Ei 


我 们 注意 到 


P83)_ 8! {8 
3! 53! (3)° 


一 般 地 , 从 nn 个 不 同 元 素 中 选 出 7 个 不 同 元 素 , 并 且 选 出 的 元 素 与 吴 序 没有 关系 ， 
这 样 的 不 同 的 选择 方法 数 为 
(= Pon,r) 对 0 


r! (nr)lr!® 

这 称 作 组 合 。 如 果 与 顺序 有 关系 , 那么 不 同 的 选择 方法 的 数量 为 P(r) , 这 称 作 排列 。 

例如 ， 从 30 个 人 中 选 出 一 个 3 人 委员 会 的 不 同方 让 有 [ 3] 种 然而 ， 如 果 委员 
会 成 员 有 特定 的 职位 ， 如 主席 、 副 主席 和 秘书 ， 那 么 共有 P(30,3) 种 不 同 的 委员 会 ( 因 
为 由 Joe 任 主席 、Karen 任 副 主席 、Tina 任 秘书 的 委员 会 与 Joe 任 秘书 、Tina 任 副 主 
席 、Karen 任 主席 的 委员 会 显然 不 相同 )。 

此 外 ， 用 0 来 定义 二 项 式 系 数 也 是 有 意义 的 。 例 如 ， 人- 因为 选 一 个 没有 
成 员 的 委员 会 只 有 1 种 方法 。 如 果 定 义 01=1， 这 种 理解 便 与 《1) 中 的 公式 _ 致 。 

将 二 项 式 系数 理解 为 将 排列 数 除 以 重复 因子 ， 这 能 通 向 计算 的 捷径 。 注意 到 在 计 

11 
|( 3 用 

11xl0x9x8 


=11x5x3x2=330 
4x3x2x1 


比 用 1K4i79 简单 得 多 。 


生生 村 解 息 ， 效 池 充 者 下 天 宝典 
组 合 论证 


保持 灵活 的 思维 是 强 有 力 的 策略 ,尤其 是 对 于 那些 可 以 用 两 种 不 同方 法 对 同一 物 
体 进行 计算 的 计数 问题 。 为 了 培养 这 种 灵活 性 ， 你 应 该 练习 构造 “组 合 论证 *。 这 仅 
仅 是 用 文字 来 严格 描述 的 关于 如 何 数 数 的 故事 。 下 面 是 体现 这 种 方法 的 一 些 例子 。 首 
先 用 代数 方法 进行 抽象 描述 ， 接 着 做 相应 的 实例 描述 。 请 注意 “代数 到 文字 的 翻译 ” 
中 的 基本 组 成 元 ， 并 且 要 特别 确保 理解 何 时 用 乘法 而 非 加 法 ， 反 之 亦 然 。 


如 果 有 7 种 意大利 面 和 6 种 沙 司 ， 那 么 共有 7x6 种 意大利 沙 司 面 的 选 
择 方法 。 


如 果 你 在 数 的 一 堆 物体 能 分 为 3 个 互 不 相交 的 集合 ， 它 们 的 元 素数 量 
分 别 为 12、6、5， 那 么 在 数 的 物体 总 数 为 12+6+5 。 


如 果 一 餐 饭 中 有 5 道 菜 ,每 道 菜 有 7 种 选择 ， 那 么 这 餐 饭 共有 75 种 不 


7x6 


12+6+5 


75 


同 的 选择 。 
10 
加 从 10 人 中 选 出 4 人 组 队 的 不 同 的 方法 数 (不 考虑 被 选 人 的 顺序 ) 。 
Pdo ,4 从 10 人 中 选 出 4 人 组 队 的 不 同 的 方法 数 , 且 考 虑 被 选 人 的 顺序 (比如 ， 


选 出 4 个 人 并 指定 1 个 队长 .1 个 协同 队长 个 吉祥 物 和 1 个 主教 练 )。 


13 
sx (3)] 从 13 人 中 选 出 一 个 5 人 组 ， 并 指定 1 个 队长 的 不 同 的 方法 数 。 
17 1f10 
全国 从 17 个 女孩 和 10 个 男孩 中 选 出 8 个 女孩 及 2 个 男孩 的 不 同 的 方法 数 。 


17 17 
2 3 ] 从 17 人 中 选择 3 人 或 4 人 组 队 的 不 同 的 方法 数 。 


© 每 种 从 17 人 中 选 出 10 个 胜利 者 的 方法 对 应 着 一 种 从 17 人 中 选 出 7 
7 /个 失败 者 的 方法 。 


例 6.1.13 对 称 恒 等 。 观察 上 一 个 例子 并 推广 得 到 ; 对 于 所 有 整数 m、r，7zZ>r>0， 有 
n n 
站- 
这 也 能 通过 6.1.11 的 公式 ， 即 从 代数 方法 得 到 验证 ， 但 使 用 上 面 的 组 合 论证 看 上 
去 好 多 了 。 组 合 论证 告诉 我 们 为 什么 这 是 正确 的 ， 然 而 代数 方法 仅仅 告诉 我 们 这 是 正 
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确 的 。 


帕斯卡 三 角形 和 二 项 式 定理 
例 6.1.14 求 和 恒 等 。 这 是 一 个 更 复杂 的 关于 二 项 式 系数 的 恒等式 , 对 于 所 有 区 


数 n、r，n>r20， 有 
加 (| 
= 
r r+ r+l 


用 代数 方法 容易 证 明 此 式 , 但 我 们 还 是 考虑 如 下 的 组 合 论证 :不 失 一 般 性 地 , 令 n=17， 
”= 10， 我 们 证 明 : 为 什么 有 

(30 

10) WU \11 


让 我 们 计算 18 人 中 能 选 出 11 人 委员 会 的 数量 。 固 定 18 人 中 的 1 人， 比如 Erika。 那 
么 11 人 委员 会 只 有 不 同 的 两 种 : 包含 Erika 的 和 不 包含 Erika 的 。 那 么 有 多 少 个 委员 
会 是 包含 Erika 的 呢 ? 因为 已 经 选 了 Erika， 我 们 需要 从 剩余 的 17 人 中 任 选 出 10 人 。 


因此 有 (1?] 个 委员 会 包含 Erika。 为 了 计算 不 包含 Erika 的 委员 会 的 数量 ， 我 们 需要 


从 剩余 的 17 人 中 选 出 11 人 ,因为 需要 把 Erika 从 原始 的 18 人 中 去 除 。 四 此 有 人] 个 


委员 会 不 包含 Erika。 于 是 , 11 人 委员 会 的 总 数 是 包含 Erika 的 委员 会 总 数 加 上 不 包含 
Erika 的 委员 会 总 数 ， 这 便 导 出 了 前 面 的 等 式 。 把 17 和 10 分 别 换 为 上 和 ， 以 上 论证 
当然 仍然 成 立 〈 但 使 用 具体 数字 进行 推理 更 为 简便 ) 。 
例 6.1.15 回忆 在 题 1.3.17 中 首次 出 现 的 帕斯卡 三 角形 。 下 面 是 开始 的 几 行 ,每 
行 的 每 个 元 素 是 上 一 行 中 与 其 最 邻近 的 一 对 元 素 的 和 (例如 10=4+6 )。 国 
了 


1 5 10 10 可 1 
帕斯卡 三 角形 包含 了 所 有 的 二 项 式 系数 : 将 行 与 列 从 0 开始 标号 ， 例 如 第 5 行 第 


2 列 的 元 素 是 10。 一 般 来 说 ,第 n 行 第 r 列 的 元 素 等 于 四 。 这 一 结果 可 以 由 求 和 恒 


品 


全 引 怎 杆 解 题 ， 效 这 竞赛 攻关 宝典 


等 式 (6.1.14) 和 以 下 事实 得 出 


(= 对 于 所 有 n。 
0 n 
请 大 家 仔细 考虑 该 问题 ， 因 为 它 很 重要 。 
例 6.1.16 对 于 n=0,42,3,4,5，, 将 (x+y)" 展开 ， 有 : 


(r+y)= 1 

G+)'= Xx+ys 

G+)= + + 

G+) = ++I + 
C+)= Xt hy + 6 + 4 + 


Ct) = 45xy+ 102P + 1007 + Sy + 
当然 ， 此 处 的 系数 恰好 是 帕斯卡 三 角形 的 元 素 ， 这 并 不 是 巧合 ! 实际 上 ， 在 一 般 情况 
下 如 下 事实 均 成 立 : (x+y)" 中 x y" 的 系数 等 于 人 。 通 过 考察 (x+y)* 乘 以 (x+y) 得 


到 (x+D 刀 ”的 过 程 ， 通 过 思考 你 应 该 可 以 解释 为 什么 会 这 样 。 利 用 这 种 与 以 往 过 异 的 
观点 看 待 求 和 恒 等 ， 你 应 该 能 够 给 出 一 个 归纳 证 明 。 


例 6.1.17 二 项 式 定理 。 二 项 式 定理 正式 表述 为 ， 对 于 所 有 正 整数 nx， 有 
(x+y)" -2 。 
ro\r 
将 右边 的 和 展开 ， 可 得 到 一 个 更 容易 阅读 的 公式 


We n mn n nl n N22 n ml n 
(x+y) -人 (中 + 人) 人 ZJ 十 … 十 je 攻 、 
(我 们 终于 看 到 为 什么 四 叫做 二 项 式 系数 了 !) 


例 6.1.18 二 项 式 定理 的 组 合 证 明 。 前 面 观察 到 多 项 式 (x+)* 与 (x+y) 乘法 中 
的 系数 满足 求 和 公式 ， 由 此 ， 得 到 了 二 项 式 定理 。 下 面 是 一 个 更 为 直接 的 “组 合 " 方 
法 : 考虑 其 中 乘法 的 运用 ， 从 而 理解 为 什么 系数 是 现在 这 样 的 。 考 虑 如 下 展开 式 ， 


(x+y) =(x+y).(x+y), 
Sa 


我 们 将 上 式 逐 个 相 乘 并 展开 ， 首 先 将 前 两 个 因子 相 乘 ， 得 到 (不 进行 任何 化 简 ) 
(只 十 J+ 获 十 xD。 
进行 下 一 步 时 ， 先 将 上 式 第 一 个 因子 中 每 一 项 乘 以 x 作为 一 个 数 ， 同时 也 将 上 式 第 一 
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个 因子 中 每 一 项 乘 以 作为 另 一 个 数 ， 然 后 把 这 两 个 数 相 加 , 接着 再 乘 以 (x+y)。 换 
言 之 ,有 (不 进行 化 简 ) 
(FF + YEH y+ + x+ yo 

我 们 很 快 就 能 发 现 第 一 个 因子 中 每 一 项 的 “来 历 ”"。 例 如 ，xy? 项 是 在 (x+yMx+y) 
(x+y) 中 将 x 乘 以 > 然后 再 乘 以 y 得 来 的 。 第 一 个 因子 中 总 共有 2x2x2=8 项 ， 这 是 
因为 3 个 因子 均 有 2 种 “选择 "。 当 然 了 ， 将 全 部 7 个 因子 都 乘 出 来 后 ， 这 个 现象 仍 
将 成 立 ， 因 此 最 后 总 共 得 到 2?7 项 。 

现在 来 考虑 合并 同类 项 的 问题 。 例 如 ，x’y* 的 系数 会 是 什么 呢 ? 这 等 价 于 确定 在 
未 化 简 的 项 中 有 多 少 项 包含 3 个 x 和 4 个 y。 当 列 出 这 些 项 时 ， 

PVP, VY PVEVY 和 

我 们 会 发 现 计算 它 们 的 数量 恰好 是 计算 词 “XXXYYYY” 排 列 数 的 Mississippi 问题 。 答 


7! 学 
案 是 1， mp 也 等 于 人 

例 6.1.19 请 仔细 考虑 6.1.18, 并 尝试 得 出 一 般 的 结论 。 同 时 也 请 将 (x 十 y)”(n 
从 1 到 10) 完全 乘 出 来 。 如 果 你 手头 有 电脑 ， 可 以 尝试 将 帕斯卡 三 角形 打印 出 尽 可 能 
多 行 。 不 论 你 做 什么 ， 要 做 到 非常 熟悉 帕斯卡 三 角形 和 二 项 式 定理 。 


计数 的 战略 与 战术 

当 谈 到 策略 时 ， 组 合 问题 和 其 他 数学 问题 没有 什么 区 别 。 异 想 天 开 (wishful 
thinking)、 倒 推 法 (penultimate step)、 化 简 等 基本 原则 都 为 研究 提供 了 很 大 的 帮助 。 特 
别 要 注意 的 是 ， 代 入 较 小 的 具体 数字 仔细 地 进行 试验 往往 是 关键 的 一 步 。 例 如 ,许多 
问题 都 能 用 如 下 三 步 解决 : 试验 、 猜 想 和 归纳 证 明 。 二 次 计算 的 策略 非常 有 成 效 ， 为 
了 减少 计数 内 在 的 枯燥 性 , 它 能 创新 性 地 把 问题 “可 视 化 ”( 例 如 , 设计 有 意思 的 “组 
合 论证 ")， 同 时 发 现 法 在 的 对 称 性 。 许 多 有 意思 的 计数 问题 包含 了 极 富 想 象 力 的 多 种 
解法 ， 就 像 你 在 下 面 的 题 中 看 到 的 一 样 。 

但 多 数 情况 下 ,组 合 是 一 个 战术 游戏 。 你 可 能 已 经 了 解 了 乘法 、 除 法 、 加 法 、 排 


列 与 组 合 的 基本 战术 ,随后 的 章节 中 将 会 详细 闹 述 这 些 战术 ， 并且 衍生 出 更 复杂 的 战 
术 和 工具 。 


全 @ 怎 桂 解 是 ， 数 季 充 赛 攻关 宝典 


问题 与 练习 
题 6.1.20 为 如 下 事实 或 等 式 寻找 组 合 性 解释 。 
(a) 的 = 2 + 
CE 
题 6.1.21 定义 d(n) 为 正 整数 ”的 因子 个 数 (包括 1 和)。 


(a) 证 明 ， 如 果 n= pr p?… pr 是 n 的 质 因子 分 解 ， 那么 

d(n)=(e, +1)e, +1)…(e, +1) 。 
例如 ，360=2325 有 (3+ID(2+DQ+1D = 24 个 不 同 的 因子 。 
(b) 完成 Locker 问题 的 求解 (问题 2.2.3)。 


题 6.1.22 利用 二 项 式 定理 和 代入 特殊 值 的 代数 技巧 ,证 明 如 下 恒等式 (对 于 所 有 正 整 数 n) 
nm n n n 加 

(国生 全 -> 
nm n LA [于 | 

© 0 

题 6.1.23 证 明 含 有 个 元 素 的 集合 的 子 集 个 数 为 2 (包括 集 合 本 身 和 空 集 )。 

题 6.1.24 利用 组 合 论证 方法 重新 证 明 6.1.22 中 的 等 式 。 

题 6.1.25 (俄罗斯 1996) 在 1 至 1 000 000 的 自然 数 中 ， 下 面 哪 类 数 更 多 ? 


(1) 能 用 1 个 完全 平方 数 和 1 个 〈 正 ) 完全 立方 数 之 和 表示 的 数 ， 
(2) 不 能 这 样 表示 的 数 。 


题 6.1.26 (AIME 1996) 在 一 个 7x7 的 棋盘 中 ， 有 2 格 是 涂 成 黄色 的 ， 其 余 的 涂 成 绿色 。 
如 果 旋 转 棋盘 能 由 某 种 颜色 涂 法 得 到 另 一 种 颜色 涂 益 ， 那 么 就 称 这 两 种 颜色 涂 法 有 相同 的 方 
案 。 请 问 可 能 有 多 少 种 不 同 的 方案 ? 


题 6.1.27 8 个 男孩 和 9 个 女孩 坐 在 一 排 17 个 座位 中 。 


(a) 总 共有 多 少 种 不 同 的 座位 安排 方法 ? 
(b) 车 所 有 男孩 必须 相 邻 ， 所 有 女孩 也 必须 相 邻 ， 那 共有 多 少 种 座位 安排 方法 ? 
(c) 车 相同 性 别 的 孩子 不 能 相 邻 ， 那 么 共有 多 少 种 座位 安排 方法 ? 


题 6.1.28 多 少 种 婚姻 安排 ? 


(a) 在 一 个 思想 传统 的 小 村 庄 中 ， 有 10 个 男孩 和 10 个 女孩 。 小 村 庄 中 的 媒人 安排 所 有 小 
孩 的 婚姻 。 假 设 (这 个 小 村 庄 是 很 传统 的 ) 所 有 婚姻 必须 是 异性 婚姻 ，( 也 就 是 说 ， 每 个 婚姻 
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是 1 个 男性 和 1 个 女性 的 结合 ,不 允许 男 一 男 和 女 一 女 的 结合 )。 她 共有 多 少 种 为 这 20 个 孩子 
配对 的 方法 ? 

人 b) 在 一 个 思想 开放 的 小 村 庄 ， 有 10 个 男孩 和 10 个 女孩 。 小 村 庄 中 的 媒人 安排 所 有 小 孩 
的 婚姻 。 假 设 同性 的 婚姻 (也 就 是 男 一 男 和 女 一 女 的 婚姻 ) 和 异性 的 婚姻 都 是 被 允许 的 ， 那 么 
她 共有 多 少 种 为 这 20 个 孩子 配对 的 方法 ? 

(0) 在 另 一 个 思想 开放 的 小 村 庄 ， 有 10 个 男孩 和 10 个 女孩 。 小 村 庄 中 的 媒人 安排 所 有 的 
婚姻 ， 并 像 (0) 中 那样 ， 允 许 同性 结婚 。 此 外 ， 媒 人 还 为 这 些 夫妻 订 了 10 种 不 同 的 蜜月 旅行 计 
划 (每 对 夫妻 参加 1 种 )， 目 的 地 从 10 个 不 同 的 城市 中 选择 巴黎、 伦敦、 大 溪 地 等 等 )。 这 
样 做 共有 多 少 种 方法 ? 注意 现在 你 不 仅 要 计算 谁 嫁 给 谁 ， 还 要 决定 他 们 到 什么 地 方 去 度 蜜月 。 


题 6.1.29 如 果 你 已 经 理解 了 二 项 式 定理 ， 应 该 能 轻松 地 得 出 多 项 式 定理 。 作 为 热身 ， 请 
将 (x+J+2) 和 (x+y+2z) 展开 。 也 请 思考 为 什么 每 项 的 系数 是 那样 的 。 然 后 请 推导 
(t+ +"…%,】 展 开 式 的 一 般 形式 。 


6.2 分 划 和 到 人身 


我 们 曾 说 过 组 合 推理 与 知道 何 时 做 加 、 减 、 乘 、 除 法 有 着 密切 联系 。 下 面 将 要 考 
虑 两 种 算法 ， 它 们 往往 同时 使 用 。 分 划 是 这 样 一 种 战术 : 它 将 一 个 复杂 问题 分 解 为 数 
个 更 小 更 简单 的 问题 ， 让 我 们 把 注意 力 集中 到 加 法 上 。 相 反 地 ， 编 码 战术 尝试 首先 构 
造 介 于 被 计数 的 每 个 对 象 和 简单 “代码 ”中 每 个 “单词 ” 间 的 双 射 (奇特 的 术语 ， 用 
来 表示 一 一 对 应 )， 只 需 一 步 计 数 。 这 些 战 术 背 后 的 理论 思想 很 简单 ， 但 要 练习 和 熟 
悉 一 定数 量 的 经 典 例子 才能 掌握 它 。 


子 集 计 数 


集合 8 的 一 个 分 划 是 将 8 表示 为 一 些 互 斥 〈 两 两 不 交 ) 非 空 集 {4} 的 并 。 写 出 来 


就 是 
S=AUA4U-…UA, ANA4 = 局 izj。 


另 一 种 有 时 会 使 用 的 标记 是 U ， 表 示 两 两 不 交集 的 并 ， 则 我 们 可 以 写 出 
3S=4U4U-U4=URA 
来 表示 {4i} 是 5 的 一 个 分 划 。 


回忆 一 下 , | 5 | 表示 集合 5 的 基数 (元 素 的 个 数 )。 显 然 ， 如 果 {44} 是 5 的 一 个 分 
划 ， 必 然 有 


家 BE 生 村 角道， 效 这 充 额 牙关 宝典 


加 =|4|+j4|+ 和 + 
因为 4 间 没 有 重 登 。 

这 引出 了 一 种 自然 的 组 合 战术 : 将 我 们 想 要 计数 的 事物 分 为 互 斥 的 和 容易 计数 的 
两 部 分 。 这 个 战术 称 为 分 划 。 例 如 ， 将 此 方法 应 用 于 问题 6.1.23， 它 要 求 我 们 证 明 含 
有 n 个 元 素 的 集合 有 2” 个 子 集 。 记 5 的 子 集 组 成 的 集 族 为 sub(5) 。 例 如 ， 如 果 
5S={a,b,c} ， 那 么 

sub($) ={©,{a},{26},{c},{a,6},{a,c},{b,c},{a,b,c}} 。 
记 经 为 8 的 含有 大 个 元 素 的 子 集 组 成 的 集 族 。" 这 些 如 自然 分 划 了 sub(S) ,因为 它们 
互 斥 。 换 言 之 ， 
sub(9) = HUAU GUS. 


弓 的 基数 恰好 是 国 ,因为 计算 含有 i 个 元 素 的 子 集 数 的 过 程 和 计算 从 原 集合 的 3 
个 元 素 中 选 出 i 个 元 素 的 方法 数 的 过 程 相同 。 这 葡 含 
Peararuaniar 人 人 全 全 
一 般 地 ， 如 果 |S|=n，5 的 子 集 数 一 定 是 
n n n PN n 
中 人 人 
现在 我 们 必须 得 证 明 上 面 的 和 式 等 于 2"。 这 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 ,， 但 我 们 将 党 
试 使 用 另 一 种 战术 方法 一 一 编码 战术 。 此 时 并 不 是 将 子 集 族 分 划 为 许多 集 族 ， 而 是 将 


它 看 为 整体 ， 并 把 每 个 元 素 ( 原 集合 的 一 个 子 集 ) 编码 成 为 一 个 符号 字符 串 。 想 象 一 
下 计算 机 是 如 何 存储 信息 的 。 如 何 表示 3 ={a,b,c} 的 一 个 特定 子 集 ? 这 有 许多 种 可 能 


性 ， 但 我 们 需要 的 是 一 种 统一 的 编码 方法 ， 它 有 着 简单 的 描述 ， 但 本 质 上 在 所 有 情况 
下 以 相同 方式 起 作用 。 用 这 种 方法 ， 计 数 会 更 简单 。 例 如 ， 任 何 5S 的 子 集 都 可 以 由 下 
面 3 个 判断 题 的 答案 唯一 确定 : 

。 子 集 包含 a 吗 ? 

。 子 集 包含 5 吗 ? 

。 子 集 包含 c 吗 ? 


我 们 可 以 将 这 些 问题 的 答案 仅仅 用 》 和 "组 成 的 三 字母 字符 申 来 编码 。 例 如 ， 捉 
yn 表示 子 集 {a,6} 。 类 似 地 ， 串 nnn 表示 必 ， 申 yyy 表示 全 集 5。 因 此 


中 我 们 常 使 用 词 “ 集 族 ” 或 “ 集 类 ”来 表示 集合 的 集合 ， 并 且 常 用 花 体 字 母 作为 符号 。 
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字 待 事 族 和 子 集 族 间 存 在 双 射 。 

换言之 ,每 一 个 由 3 个 字母 组 成 的 字符 串 ， 恰 好 对 应 一 个 子 集 。 反 过 来 ， 每 一 个 
子 集 , 恰好 对 应 了 一 个 字符 串 。 计 算 字 符 串 的 数量 是 很 容易 的 : 每 个 字母 有 2 种 选择 ， 
同时 每 个 串 有 3 个 字母 ， 这 意味 着 共有 2 个 不 同 的 字符 牛 。 


这 种 方法 当然 能 推广 到 含有 个 元 素 的 集 ， 因 此 我 们 已 经 证 明 含 = 个 元 素 的 集合 
的 子 集 数 为 2。 将 此 结论 与 先前 的 分 划 论 证 相 结合 ， 有 如 下 等 式 成 立 


nm) (fn) fn ml 
lsub(s)|= (a (人 本 *("] =2"。 
接 下 来 让 我 们 考察 更 多 的 例子 , 来 探寻 使 用 编码 、 分 划 和 组 合 论 证 时 的 相互 影响 。 
例 6.2.1 证 明 对 于 所 有 正 整 数 n 有 


区- O) 


解答 一 种 方法 当然 是 忽略 此 等 式 的 组 合意 义 而 从 代数 角度 解决 它 。 我 们 必须 计 
sy ("]. 因为 我 们 理解 一 个 更 简单 的 和 式 "] 。 r 因子 使 问题 显得 困难 ， 将 它 


从 (2) 的 每 项 中 除去 可 能 会 有 利于 解决 问题 : 

(人 于 rm! 

5 -de 
了 rn! 
Err-Din-n)! 

n! 

-De 
_ 世 n(n—l)! 
Di 


"(0 
0 1 n-l 
= 
此 处 使 用 的 代数 方法 看 似 毫 无 根据 ， 但 其 实 是 受 策略 启发 而 得 到 的 。 我 们 从 一 个 
复杂 的 和 式 出 发 , 然后 有 意 变化 其 中 的 项 , 使 之 变 得 像 已 经 知道 的 更 简单 的 和 式 那 样 。 
因为 (2) 式 的 右边 是 m2” ， 所 以 下 面 这 种 方法 是 可 行 的 : 检查 等 式 左边 能 否 转化 为 
一 个 更 简单 的 ， 等 于 2" 的 n 倍 的 式 子 。 这 正 是 使 用 异想天开 和 倒 推 法 策略 的 另 一 个 


入 8 怎 村 解 题 ， 姑 学 充 宕 次 关 宝典 


例题 ， 这 两 种 策略 构成 了 我 们 在 解决 问题 时 最 有 用 的 组 合 。 同 时 ， 请 注意 要 小 心地 使 
用 因 式 分 解 。 例 如 从 弄 中 提出 (n-D! ， 也 要 小 心地 使 用 一 个 有 趣 的 等 式 


nj_n n—l 
Kk) kk-1)° 

尽管 上 述 代数 证 明 是 优美 且 具 有 启发 性 的 ， 但 在 某 种 意义 下 ， 它 只 是 空洞 的 论证 ， 
因为 我 们 忽略 了 (2) 式 中 项 的 组 合意 义 。 现在 我 们 使 用 组 合 论证 来 证 明 它 。 


(2) 式 的 左边 是 一 个 和 式 ， 所 以 可 以 将 它 理解 为 一 个 大 集合 的 分 划 。 和 式 中 每 
项 的 形式 是 "(| ， 我 们 可 以 把 它 理解 为 ， 从 n 人 中 选 出 r 人 组 队 并 指定 队长 的 方法 


数 。 整 个 等 式 左边 是 选择 任意 人 数 ( 介 于 1 与 间 ) 的 队伍 并 指定 队长 的 方法 的 总 数 。 


等 式 右边 说 的 是 同一 个 事物 ,但 使 用 了 一 种 编码 理解 : 假设 将 » 个 人 按 字母 其 序 
从 1 到 编号。 首先 选 择 一 个 队长 ， 并 用 他 或 她 的 编号 (从 1 到 n) 进行 编码 。 然 后 
将 剩余 的 n 一 1 个 人 按 字母 顺序 排列 ， 并 且 根 据 他 们 是 否 在 队 中 ， 用 y 或 相应 地 编 
码 。 例 如 ,假设 ”= 13。 字 符 串 11mymnnnnnmyyy 表示 包含 5 个 人 的 队伍 ， 队 长 是 11 
号 ， 同 时 也 包含 2、11、12 和 13 号 。 这 种 方法 对 所 有 可 能 出 现 的 ， 有 队长 的 队伍 进 
行 的 编码 都 是 唯一 的 ,并 且 这 种 字符 串 的 数量 为 2"! 。 因 为 其 中 第 一 位 有 种 选择 ( 注 
意 这 位 可 能 是 一 个 多 位 数字 ,但 我 们 数 的 是 不 同 选择 的 数量 ,而 不 是 数位 ), 而 剩 下 
n 一 1 位 每 位 都 有 2 种 选择 。 国 


准确 的 编码 需要 精确 的 信息 管理 。 在 电脑 中 储存 信息 的 模型 迫使 人 们 不 因为 元 余 
信息 而 浪费 “内 存 ”"。 下 面 是 一 些 例子 ， 说 明 应 该 怎样 以 及 不 应 该 怎样 组 织 信息 。 

例 6.2.2 假设 要 计算 词 “BOOBOO” 的 排列 数 。 我 们 已 经 由 Mississippi 公式 知 
道 答案 是 3。 该 如 何 对 其 进行 编码 呢 ? 这 个 词 中 共有 6 个 能 放置 字母 的 “位 置 "。 
每 个 排列 由 放置 B 的 2 个 位 置 唯一 决定 ， 因 为 余下 的 4 个 位 置 一 定 会 被 0 占据 。 换 
言 之 ， 在 从 6 个 位 置 中 选 出 2 个 的 不 同 选择 与 这 些 字母 的 排列 间 ， 存 在 一 个 双 射 。 因 


此 答案 是 | 2] ， 它 当然 等 于 56 。 一 个 常见 的 错误 是 将 B 的 位 置 选择 和 0 的 位 置 选 


择 作 为 两 个 独立 的 选择 过 程 进行 计数 ， 从 而 得 出 错误 的 答案 人。 。 
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想 要 完全 避免 这 一 类 的 错误 比较 困难 ， 但 请 尝试 仔细 思考 “选择 的 自由 性 ”: 问 
问 自己 , 先前 的 选择 是 否 已 经 完全 决定 了 后 面 的 结果 。 在 前 面 的 例子 中 ,一旦 B 的 位 
置 被 选 定 ，O 的 位 置 也 就 被 决定 了 ， 并 没有 选择 的 自由 。 


例 6.2.3 ”假设 有 3 个 不 同 的 玩具 , 需要 分 发 给 2 个 女孩 和 1 个 男孩 (一 人 一 个 )。 
这 些小 孩 将 在 4 个 男孩 和 6 个 女孩 中 选 出 。 这 样 的 分 发 方法 共有 多 少 种 ? 


解答 ”数值 形式 解 为 360。 下 面 是 两 种 不 同方 法 。 
(1) 先 忽略 顺序 ， 但 不 忽略 性 别 : 那么 选择 1 个 六 有 [1] 种 方法 ,选择 2 个 


女 玉 有 [5 种 方法 。 因 尼 共有 (4] | 种 方法 和 1 个 男孩 和 2 个 女孩 。 但 这 并 不 区 


分 诸如 下 面 两 种 情况 :“Joe、Sue、Jane” 和 “Jane、Joe、Sue"。 换 言 之 ， 我 们 还 需要 
乘 以 3! 来 修正 顺序 (因为 玩具 是 不 同 的 且 依次 分 发 ) 。 里 


(2) 从 开始 就 包含 顺序 : 首先 选择 1 个 男孩 (共有 加 种 方法 ) ， 接 着 为 他 选择 


1 个 玩具 (3 种 方法 )。 然 后 ， 选 择 2 个 女孩 但 要 考虑 顺序 〈 P(6,2) = 6x5 种 方法 )。 
四 此 答 守 是 PlG 2)-[。 | 3。 本 

例 6.2.4 再 次 假设 有 3 个 不 同 的 玩具 ， 需 要 分 发 给 3 个 孩子 ， 我 们 从 4 个 男孩 
和 6 个 女孩 中 选 出 这 3 个 孩子 , 且 玩具 一 人 分 一 个 ,同时 要 求 至 少 有 2 个 男孩 有 玩具 。 
这 样 的 分 发 方法 共有 多 少 种 ? 


解答 ”初学 者 往往 会 被 用 编码 方法 快速 得 到 的 答案 所 迷惑 ,并 尝试 将 任何 计数 问 
题 转化 为 简单 的 乘法 或 者 二 项 式 系数 。 


下 面 的 论证 是 错误 的 ， 但 错误 之 处 并 不 明显 。 假 设 给 男孩 排序 〈( 例 如， 按 师 序 分 
发 1 个 电视 游戏 ，1 个 洋娃娃 ，1 个 猜谜 游戏 )。 首 先 选 出 1 个 男孩 ， 并 给 他 电视 游戏 
(4 种 选择 )。 然 后 选 出 另 一 个 男孩 ， 给 他 洋娃娃 (3 种 选择 )。 然 后 将 猜谜 游戏 给 剩 
下 8 个 孩子 中 的 1 个 8 种 选择 )。 这 样 的 做 法 共有 4x3x8 种 。 当 然 ， 我 们 需要 纠正 
其 中 的 性 别 歧 视 。 用 前 面 的 方法 ， 我 们 保证 了 只 有 男孩 能 得 到 电视 游戏 和 洋娃娃 。 猜 
谜 游戏 是 “剩余 玩具 "。 因 此 ， 为 了 使 计数 公平 并 且 对 称 ， 我 们 将 其 乘 以 3， 因 为 “ 番 
佘 玩具 ”共有 3 种 不 同 可 能 。( 此 处 不 乘 以 31 = 6， 因 为 前 两 个 玩具 的 选择 计数 中 已 经 
包含 了 顺序 )。 这 样 ， 我 们 得 到 4x3x8x3=288 种 ， 这 个 数 太 大 了 ! 为 什么 昵 ? 


六 怎样 解 总 ， 效 学 充 者 攻关 空 典 


问题 在 于 “剩余 玩具 "。 有 时 是 某 个 男孩 得 到 它 ， 有 时 是 某 个 女孩 。 如 果 是 女孩 
得 到 的 ， 那 计数 是 没 错 的 。 但 如 果 是 男孩 得 到 的 ， 我 们 将 会 重复 计算 , 重复 因子 是 3。 
为 了 证 实 上 述 结论 ， 假 设 猜 恋 游 戏 是 “剩余 玩具 "， 并 且 我 们 按 顺 序 选择 了 “Joe、Bil 
和 Fred”。 那么 Joe 得 到 电视 游戏 ，Bil 得 到 洋娃娃 ， Fred 得 到 猜谜 游戏 。 现 在 再 假设 
电视 游戏 为 “剩余 玩具 ”， 我 们 仍 会 遇 到 如 下 的 选择 结果 ， Fred 得 到 猜谜 游戏 ，Bi 
得 到 洋娃娃 ，Joe 得 到 电视 游戏 。 但 我 们 却 将 它 误 以 为 是 不 同 的 答案 ! 如 果 得 到 “ 剩 
余 玩具 ”的 是 个 女孩 ， 将 不 会 存在 重复 计数 。 例 如 ， 如 果 Joe 得 到 电视 游戏 ，Bill 得 
到 洋娃娃 ，Sue 得 到 猜谜 游戏 ， 然 后 令 电视 游戏 为 “剩余 玩具 ”， 在 新 的 计数 选择 中 
Sue 得 到 了 电视 游戏 ， 这 当然 是 一 个 不 同 的 选择 ! 


这 很 令 人 费解 ! 如 何 确保 不 出 现 这 样 细微 的 错误 呢 ? 我 们 并 没有 一 个 完美 的 解决 
方法 ， 但 重要 的 是 ， 你 可 以 通过 代入 较 小 的 数字 来 检查 计数 方法 ， 因 为 这 样 的 话 你 可 
以 直接 数 出 方法 数 。 而 且 ， 在 这 种 情况 下 ， 语言 上 的 暗示 也 会 使 你 想到 其 他 方法 的 。 
无 论 何 时 当 看 到 “至 少 ”两 个 字 ， 都 应 该 考虑 分 划 的 方法 "。 它 能 给 出 简单 而 可 靠 的 
解法 ， 因 为 此 时 共有 两 种 情况 ， 


(1) 恰好 选择 了 2 个 男孩 和 个 女孩 。 通 过 如 上 6.2.3 的 论证 ， 共有 人 2 种 选择 
2 个 男孩 的 方法 ， (9 种 选择 1 个 女孩 的 方法 ， 然 后 必须 乘 以 3! 来 修正 顺序 。 


(2) 恰好 选择 了 3 个 男孩 。 这 样 只 有 P(4， 3) 种 选择 〈 因 为 与 顺序 有 关系 ) 。 
最 终 的 答案 就 是 上 面 两 项 的 和 ， 或 表示 为 
(5) pu rey =exexe+24=240, 
它 确实 比 错误 答案 288 小 。 图 
例 6.2.5 曲棍球 棒 恒 等 。 考 虑 下 面 帕斯卡 三 角形 中 标 出 的 “曲棍球 棒 "。 
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在 棒球 柄 中 的 元 素 之 和 等 于 球 棒 击 球 板 处 的 元 素 ， 即 
1+2+3+4=10 。 
这 对 于 任何 平行 的 、 从 三 角形 边界 开始 的 “曲棍球 棒 ” 来 说 (不管 它 的 长 度 和 位 置 ) 
都 是 正确 的 。 例如 ，1+3+6=10 和 1+4+10+20=35 (请 通过 写 出 三 角形 接 下 来 几 行 
来 验证 这 个 等 式 是 正确 的 )。 一 般 地 ， 如 果 从 第 s 行 开始 到 第 f 行 结束 ， 我们 有 
Wh da 
十 十 +…+|”|= 用 
~ k ¥ r r+l 
为 什么 这 是 正确 的 呢 ? 
解答 ”考虑 一 个 特定 的 例子 ， 例 如 1+3+6+10 = 20 。 我 们 需要 解释 为 什么 
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这 个 简单 的 和 式 蕴含 着 分 划 : 让 我 们 考察 所 有 的 从 含有 6 个 元 素 的 集合 中 选 出 的 含有 
3 个 元 素 的 子 集 (将 其 称 为 3- 集 )， 并 看 看 是 否 能 将 其 分 解 为 4 个 “自然 ”的 类 。 
将 含有 6 个 元 素 的 集 写 为 {a,b,c,qd,e,f} ,并且 遵 守 如 下 自然 的 约定 , 邑 所 有 子 集 
按 字母 顺序 写 出 。 这 个 战术 是 一 种 获取 “免费 ”信息 的 既 简 单 又 自然 的 方法 ， 也 是 另 
一 个 单调 化 的 例子 。 因 为 我 们 计算 的 是 组 合 而 不 是 排列 ， 所 以 就 计数 过 程 而 言 ， 顺 序 
是 无 关 紧 要 的 ， 但 这 并 不 表示 不 能 利用 自己 构造 的 合理 顺序 。 
根据 这 个 约定 ， 让 我 们 以 3 个 字母 组 成 的 “单词 ”形式 列 出 所 有 20 个 不 同 的 3- 
集 。 当 然 了 ， 我 们 将 会 以 字母 序 来 列 出 它们 ! 
abc, abd, abe, abf, acd, ace, acf, ade, adf, aefs 
bcd, bce, bcd, bde, bdf, befs 
cde, cdf, cefs 
defs 
上 述 解 实际 上 表明 这 样 一 个 事实 : 可 以 用 起 始 字母 将 全 合 分 类 ! 


在 20 个 不 同 的 3- 集 中 ， 人 0-。 个 以 a 打头 , 因为 确定 了 首 字母 后 还 得 从 剩余 5 
个 可 用 字母 (5 到 帮 中 选 出 其 余 2 个。 如 果 以 5 打头 ， 仍然 需要 选 出 其 余 2 个， 只 是 
此 时 只 有 4 个 可 用 字母 c 到 内， 因此 有 (4 种 可 能 ， 类 位 地 ， (=3+ se 


头 并 且 只 有 1 个 (5) 以 a， (没有 任何 3- 集 以 e 和 /打头 ,因为 每 个 词 中 的 字母 都 


8 怎 相 解 是: 效 字 充 客 攻关 宝典 


是 以 字母 序 排列 的 。) 


到 目前 为 止 , 你 们 应 该 能 完全 理解 为 什么 曲棍球 棒 恒 等 是 正确 的 了 吧 ! 为 了 练习 ， 
下 面 我 们 正式 证 明 该 命题 。 注 意 请 仔细 使 用 符号 并 避免 “只 差 那 么 一 点 的 错误 ” 


(OBOB) 。 
将 证 明 
Oe) 9 
r r 人 r r+l 

对 于 所 有 正 整数 /> 成立。 考虑 集合 {1,2…, f+ 二 的 所 有 含有 (r+ DD 个 元 素 的 子 集 。 
对 于 j=12,…,f -r+1, 令 代表 那些 最 小 元 素 为 / 的 子 集 组 成 的 集 族 。 如 分 划 了 (r+ 

1) 个 元 素 的 子 集 组 成 的 集 族 ， 因 此 
Iak1ale+1Sal 人 7 
如 果 一 个 含有 (r + 1) 个 元 素 的 子 集 的 最 小 元 素 是 7， 那 么 剩余 的 ~ 个 元 素 将 会 从 
7+17+2…J+I 这 个 范围 中 选 出 。 而 这 个 范围 中 共有 (+D-(C+D+1= 大 一 /+1 个 


整数 ， 因 此 得 出 
一 +1 
Iar( 广 门 ， 
将 其 关于 7 从 1 到 -r+1 作 和 便 得 到 (3) 式 。 面 


贫 中 之 球 和 其 他 经 典 的 编码 方法 
下 面 是 一 个 非常 著名 的 问题 ， 它 经 常 以 不 同 的 形式 出 现 。 


例 6.2.6 想象 有 一 张 绘图 纸 。 从 原点 出 发 ， 沿 着 格 线 (间距 为 1) 画 一 条 到 点 
(10,10) 的 总 长 为 20 的 路 径 。 比 如 ， 它 的 一 条 路 径 依次 经 过 点 (0,0)、(0,7)、 (4,7), (4,10) 
直到 (10,10)。 另 一 条 路 径 依次 经 过 点 (0, 0)、(10, 0) 到 (10, 10)。 问 共有 多 少 条 不 同 的 这 
样 的 路 径 ? 

解答 ”每 一 条 路 径 都 能 完全 用 由 U 和 RR 组 成 的 20- 字 母 序列 表示 ， 其 中 U 表示 

“向 上 移动 一 个 单位 ，R 表示 “向 右 移动 一 个 单位 ”。 例 如 ,依次 经 过 点 (0, 0)、(0, 7)、 
(4, 7)、(4, 10) 直 到 (10,10) 的 路 径 可 以 用 这 样 的 字符 申 表示 
UUU RRRRRR 


因为 路 径 从 (0, 0) 开 始 ， 长 度 为 20， 并 在 (10, 10) 结 束 ， 每 条 路 径 必定 包含 10 个 U 和 
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10 个 R。 因 此 路 径 的 总 数 丛 好 是 一 个 简单 的 Mississippi 问题 ， 答 案 是 
20! _{20 
10110! oj 
下 一 个 例子 通过 分 划 和 编码 都 可 以 完成 , 但 从 根本 上 来 讲 编码 方式 的 解 更 卓 有 成 
效 。 


例 6.2.7 共有 多 少 个 由 非 负 整数 组 成 的 三 元 有 序 组 (a, b,c) , 使 得 a+b+c =50 。 


解答 ”在 此 我 们 向 大 家 展示 两 种 完全 不 同 的 解法 ， 第 一 种 用 分 划 方 法 ， 第 二 种 用 
编码 方法 。 首 先 ， 易 知 对 于 每 个 非 负 整数 x»， 有 n+1 个 不 同 的 有 序 对 (a, b) 满足 等 式 
a+b=n， 分 别 为 : 


(0, 7m), (Ln —D), (2,n—2), …, (n, 0) 。 
因此 可 以 将 a+b+c=50 的 解 分 划 为 如 下 互 斥 的 情形 ,， 即 c=0c=lhc=2…，c=50。 
例如 ， 如 果 c=17 ， 那 么 a+b=33 因此 共有 34 个 不 同 的 三 元 有 序 组 (a,5,17) 满足 
a+b+c=50 。 因 此 答案 是 


1+2+3+… 十 5$1= 


这 样 ， 通 过 分 划 方 法 就 轻松 地 解决 了 该 问题 ， 但 使 用 编码 方法 也 能 解决 这 一 题 。 
为 了 展示 编码 方法 如 何 解 题 ， 我 们 用 一 个 更 小 的 数 来 代替 50， 比 如 11。 回 忆 下 在 小 
学 一 年 级 或 二 年 级 第 一 次 学 习 加 法 时 的 情形 ， 当 时 可 能 是 用 画 点 来 练习 例如 
3+6+2=11 的 和 式 : 


S51x52 
De 


eeteoeoeoetee—eeesoesosoe, 
每 个 由 和 为 11 的 非 负 整 数组 成 的 三 元 有 序 组 (a, b, c) 都 可 以 被 看 作 11 个 点 的 一 个 定 
位 ,被 2 个 加 号 分 割 。 三 元 组 (3, 6, 2) 可 以 用 。e。e。+e。eeeee。+ee 进 行 编 码 。 三 元 组 中 
出 现 0 也 没有 问题 ， 我 们 用 0 个 点 来 表示 。 因 此 ++e。eeeeeeeeee 对 应 了 (0,0,11) ， 
并 且 e。eeee++eeeeee 对 应 了 (5,0,6) 。 这 个 方法 将 每 个 三 元 组 唯一 地 编码 为 一 个 包 


含 1 个 3 符号 的 字符 串 , 其 中 有 两 个 + 号 和 11 个。 号 .共有 | 2 ] 个 这 样 的 字符 ( 因 


为 每 个 字符 串 由 13 个 位 置 中 的 放 + 号 的 2 个 唯一 决定 )。 


最 后 ， 用 50 代替 11， 得 到 答案 是 


52) 52x51 
(22. 站 


这 当然 只 是 一 个 更 一 般 的 工具 一 一 僵 中 之 球 公式 的 一 个 例子 ， 此 公式 为 : 
将 靖 个 不 可 区 分 的 球 放 入 za 个 可 区 分 的 营 中 的 不 同方 法 数 为 : 


入 6 生计 解 题 : 次 手 充 害 次 关 宝 趴 


a 
b u-l 
竹中 之 球 公式 非常 有 用 ， 并 应 用 在 许多 出 平 意 料 的 地 方 。 我 们 可 以 将 它 与 鲍 笼 原 


理 (3.3 节 ) 一 起 使 用 ， 来 解决 例 6.1.1。 该 问题 是 : 是 否 存在 10 000 个 能 被 7 整除 的 
10 位 数 ， 其 中 任何 一 个 数 都 能 通过 重新 排列 各 位 数字 次 序 得 到 。 


解答 ”暂时 忽略 一 会 儿 被 7 整除 的 要 求 ， 而 专注 于 理解 如 下 数 集 ， 使 得 “其 中 任 
何 一 个 数 都 能 通过 午 新 排列 各 位 数字 次 序 得 到 "。 将 这 样 的 两 个 由 相同 的 数字 构成 的 
数 称 为 “姐妹 数 "， 并 将 所 有 的 由 相同 的 数字 得 到 姐妹 数 的 尽 可 能 大 的 集合 称 为 “ 妇 


女 社 团 "。 例 如 ，1 111 233 999 和 9 929 313 111 都 是 属于 同一 个 由 个 元 素 构 成 


的 “妇女 社团 ”中 的 姐妹 数 ， 因 为 妇女 社团 的 成 员 数 正好 是 这 些 数码 的 排列 数 。 这 
些 妇女 社团 的 规模 差别 非常 之 大 。 最 特殊 的 一 个 妇女 社团 只 有 1 个 成 员 (如 只 包含 
6 666 666 666 的 妇女 社团 ) ， 而 另 一 个 则 有 101 个 成 员 (包含 数 1 234 567 890 的 那个 
社团 ) 。 

为 了 解决 这 个 问题 ,需要 说 明 存在 一 个 至 少 包 含 10 000 个 能 被 7 整除 的 数 的 社团 。 
一 种 方法 是 寻找 大 的 社团 〈 例 如 包含 10! 个 元 素 的 那个 ) ， 但 可 能 (尽管 看 似 不 可 能 ) 
其 中 绝 大 多 数 的 成 员 不 是 7 的 倍数 。 


然而 ， 解 决 该 问题 的 关键 不 是 上 述 内 容 。 而 是 : 

与 解决 问题 有 关系 的 并 不 是 社团 的 大 小 ， 而 是 社团 的 总 数量 。 

如 果 社 团 的 数量 相当 小 ， 那 么 即使 7 的 倍数 在 它们 中 分 布 得 很 均匀 ,其 中 的 某 个 
社团 还 是 会 有 “足够 ”的 7 的 倍数 。 

说 得 更 精确 些 : 假设 只 有 100 个 社团 (当然 事实 上 有 更 多 的 社团 )。7 的 倍数 共有 
L10"/7]=1428 571428 个 。 根 据 鲁 笼 原理 ， 至 少 有 1 个 社团 包含 T1428 571 428/1001] 
个 7 的 倍数 ， 这 比 需要 的 个 数 还 多 。 无 论 如 何 ， 我 们 还 需要 使 用 倒 推 法 的 策略 : 计算 

(至 少 是 估计 ) 社团 的 数量 。 , 

实际 上 ， 准 确 数字 是 能 计算 出 来 的 。 每 个 社团 都 能 由 万 许 重复 的 10 个 数字 构成 
的 集合 唯一 确定 。 例 如 ， 一 个 (非常 特殊 ) 社团 可 以 叫做 “10 个 6”"， 而 另 一 个 岂 做 
“3 个 4, 1 个 7, 2 个 8 和 4 个 9"。 因 此 这 个 问题 现在 变 成 : 共有 多 少 种 不 同 的 方法 
能 选择 10 个 允许 重复 的 数字 ? 关键 点 转变 为 凶 ， 这 等 价 于 将 10 个 相同 的 球 放 入 10 


个 分 别 标 有 0，1，2，…，9 的 伟 里 。 根 据 全 中 之 球 公式 ， 答案 是 [ -92378 


第 6 章 组合 效 手 全 8 


这 里 ， 我 们 得 到 存在 一 个 社团 至 少 有 
[1428 571428/92 378] =15 465 


个 成 员 。 这 当然 比 10 000 大 ， 因 此 答案 为 “存在 ”。 国 


问题 与 练习 


题 6.2.8 (Jjim Propp) 魔术 师 Sal 让 你 从 一 副 标 准 纸牌 "中 任 选 5 张 牌 。 你 照 做 了 ， 然 后 把 
它们 展示 给 魔法 师 的 助手 Pat。Pat 会 将 这 5 张 牌 中 的 1 张 放 回 原来 那 副 纸 牌 中 ,再 将 其 余 4 张 
本 成 一 气 。Sal 带 着 眼罩 ， 并 没有 看 到 这 一 切 。 然 后 Sal 取 下 眼罩 ， 取 走 这 4 张 牌 ,并 团 了 看 
Pat 整理 过 的 这 4 张 牌 ,然后 能 够 从 剩余 纸牌 中 准确 地 找 出 Sal 放 回去 的 那 第 5 张 牌 (即使 你 在 
当 Pat 将 牌 放 回 剩余 纸牌 后 洗 了 有 牌 )。 假 设 Sal 和 Pat 都 没有 超自然 能 力 ， 并 且 这 副 纸牌 并 没有 
被 做 过 标记 。 这 个 魔术 是 怎样 完成 的 ? 更 难 的 版 本 : 由 你 《而 不 是 Pat) 来 选择 放 回去 的 是 哪 
张 牌 。 


题 6.2.9 一 个 房间 中 有 8 个 人 。 其 中 至 少 有 1 人 得 到 蛋 阁 冰淇淋 ， 也 至 少 有 1 人 得 到 巧 
克 力 曲 奇 。 那么， 至 少 有 工人 同时 得 到 蛋 着 冰淇淋 和 巧克力 曲 奇 的 情况 有 多 少 种 ? 


题 6.2.10 有 多 少 个 {1,2,3,4,…,30} 的 子 集 满足 如 下 属性 ， 即 集合 中 元 素 之 和 大 于 232? 
题 6.2.11 有 多 少 个 以 1 开始 , 以 1000 结束 的 严格 着 增 正 整 数 序列 ? 
题 6.2.12 请 用 另 一 种 方法 证 明 曲 棍 球 棒 恒 等 式 ( 例 6.2.5) (可 利用 求 和 恒等式 (6.1.14))。 


题 6.2.13 对 于 任何 集合 ,证明 它 的 元 素 个 数 为 奇数 的 子 集 的 数量 等 于 元 素 个 数 为 偶数 的 
子 集 的 数量 。 例 如 上 面 问题 中 的 集合 {a,b,c} 有 4 个 包含 偶数 个 元 素 的 子 集 ( 空 集 有 0 个 元 素 ， 


也 是 偶数 ) ， 和 4 个 包含 奇数 个 元 素 的 子 集 - 
题 6.2.14 从 8x8 的 棋盘 中 选 出 两 个 不 同行 且 不 同 列 的 方 格 ， 请 问 共 有 多 少 种 选 法 ? 


题 6.2.15 ”从 8x8 的 棋盘 中 选 出 4 个 不 全 在 同 列 或 同行 的 方 格 , 并 能 以 这 四 个 方 格 为 顶点 
组 成 一 个 矩形 ， 请 问 共 有 多 少 种 选 法 ? 


题 6.2.16 ”将 ”个 红 球 和 w 个 白 球 放 入 靖 个 盒子 里 ， 使 得 每 个 盒子 中 都 至 少 包含 每 种 颜色 
的 球 各 一 个 ， 请 问 共有 多 少 种 放 法 ? 


题 6.2.17 一 个 专门 停放 小 型 车 的 停车 场 有 12 个 相 邻 的 位 置 ， 其 中 8 个 已 经 被 占据 了 。 
来 了 一 辆 大 型 赛车 ， 需 要 两 个 相 邻 的 闲置 的 停车 位 才能 停放 。 请 问 这 辆 车 能 够 停车 的 概率 有 多 
大 ? 请 推广 得 到 一 般 结论 ! 


@@ 一 副 标 准 纸牌 包含 52 张 牌 ， 共 有 4 个 花色 ， 分 别 为 黑 桃 、 方 片 、 红 心 和 草花 。 每 个 花色 中 各 有 
13 张 牌 (2，3，…，10，J，Q,，K，A)。 


区 8 筷 村 角 题 ， 数 手 况 案 必 关 宝 典 


题 6.2.18 为 如 下 的 和 式 找到 一 个 恰当 的 公式 
n n n mn E 
加 ,全 全、 
你 能 解释 为 什么 你 得 到 的 公式 是 正确 的 吗 ? 
题 6.2.19 将 一 个 正 整 数 "写成 至 少 一 个 正 整 数 的 有 序 和 式 ， 共 有 多 少 种 写法 ?例如 
4=1+3=3+1=2+2=1+1+2=1+2+1=2+1+1=1+1+1+1。 
因此 当 n=4 时 ， 共 有 8 种 这 样 的 有 序 分 划 。 
题 6.2.20 8 块 饼干 分 给 10 只 狗 〈 狗 与 狗 之 间 不 会 分 享 间 _ 块 镜 干 )。 验 证 狗 吃 饼干 的 不 
同方 法 数 等 于 ， 
多 【时 ]， 假设 移 有 六 愉 但 计生 无 并 ， 
Co) 10:， 假 设 狗 和 饼干 都 有 差异 例如 每 块 饼 二 有 不 同 的 口味 )。 


题 6.2.21 在 上 面 的 问题 6.2.20 中 , 如果 假设 狗 和 饼干 都 无 差异 , 那么 答案 将 是 多 少 ? ( 答 
案 不 是 11) 


题 6.2.22 将 (x+y+z) ”展开 并 合并 同类 项 后 ， 请 问 共 得 到 多 少 项 ? [例如 ，(x+y)? 在 
展开 化 简 后 共有 3 项 。] 


题 6.2.23 三 元 有 序 正 整数 组 (a, 5, c) 满 足 条 件 a + 5 + c =n， 问 这 样 的 不 同 正 整数 有 序 组 
共有 多 少 个 ? 


题 6.2.24 令 3 是 含有 个 元 素 的 集合 。 从 中 选 出 两 个 子 集 (不 需要 不 相同 或 者 不 交 )， 
使 得 它们 的 并 为 8， 请 问 共有 多 少 种 方法 ? 选择 的 顺序 并 没有 关系 ， 例 如 ， 子 集 对 ac) ， 
{b,c,d,e, /表示 了 与 子 集 对 {b,c,d,e, f} ，{a,c} 相同 的 选择 。 


题 6.2.25 《AIME 1988) 在 一 间 办 公 室 里 ， 老 板 会 在 不 同 的 时 间 让 秘书 录入 一 封 信 , 每 次 
他 都 将 信 放 在 秘书 的 收 件 箱 里 信件 堆 的 最 上 面 。 秘 书 在 有 空 时 会 取 下 信件 堆 最 上 层 的 信件 并 将 
其 录入 。 在 某 一 天 中 共有 9 封 信 要 录入 ， 并 且 老 板 送 来 的 顺序 是 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9。 


在 去 吃 午饭 时 , 秘书 告诉 一 个 同事 8 号 信 已 经 录 人 了 , 但 没有 说 其 他 关于 上 午 录入 的 情况 。 
这 位 同事 想 知道 午饭 后 还 要 录入 9 封 信 中 剩 下 的 哪些 信 以 及 录入 的 顺序 。 根 据 以 上 信息 ， 午 饭 
后 ， 总 共有 多 少 可 能 的 录 人 顺序 ? (一 封 也 不 需要 录 人 就 是 答案 之 一 。) 


题 6.2.26 (AIME 1983) 园丁 将 3 标 根 树 、4 棵 橡树 和 5 标 白 桦 树种 在 一 排 。 种 树 的 顺序 
很 随机 ， 每 种 安排 的 几率 均 相 等 。 求 白桦 树 不 相 邻 的 概率 。 


题 6.2.27 (AIME 1983) 25 个 人 围 坐 在 一 张 圆 桌 旁 ， 从 中 随机 选 出 3 个 人 。 请 问 3 个 人 
中 至 少 有 2 个 人 相 邻 的 概率 是 多 少 ? 
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题 6.2.28 给 定 贺 周 上 的 n 个 点 ， 并 且 连 接 每 两 点 之 闻 的 弦 已 画 出 。 如 果 任意 三 条 弦 不 交 
于 同一 点 ， 则 这 些 纺 共有 多 少 个 交点 ? 例如 当 n=6 时 共有 15 个 交点 。 


题 6.2.29 设 有 g 个 女孩 和 4b 个 男孩 共有 多 少 种 方法 能 将 他 们 安排 举 在 一 列 g + 5 个 座 
位 中 ， 使 得 没有 男孩 相 邻 ? 这 有 两 种 不 同 的 理解 方式 : 一 种 是 不 区 分 女孩 ， 也 不 区 分 男孩 (也 
就 是 说 ， 不 认为 “Becky，Sam，Amy，Tony” 和 “Amy，Tony，Becky，Sam” 这 两 种 安排 方 
法 是 不 同 的 ) ， 另 一 种 是 区 分 他 们 。 在 每 一 种 理解 下 分 别 解答 这 个 问题 。 找 到 一 个 具有 一 般 性 
的 公式 ， 并 证 明之 。 

题 6.2.30 舍 中 之 球 公式 说 明 ， 如 果 从 一 家 卖 种 不 同 幅 子 的 商店 定购 项 帽子 《可 以 相 


大 十 为 一 1 


同 )， ml 有 [ 天 


] PR 的 可 的 直 由。 运用 分 划 论 证 说 明 这 也 等 于 后 


题 6.2.31 利用 组 合 论证 证 明 ， 对 于 所 有 正 整数 n,m,k， 且 n,m 大 于 等 于 则 有 
en m nt+m 
0)( k ) 
这 被 称 为 范 德 蒙 德 卷 积 公式 。 


题 6.2.32 在 例 62.4 中 ， 不 正确 的 论证 多 算 了 48。 请 准确 说 明 差异 的 来 源 。 
题 6.2.33 正如 问题 43.17 定义 的 ， 令 pm) 代表 n 的 无 限制 分 划 数 。 证 明 对 于 所 有 
n> 2，P(n) > 外 人 成 立 。 


题 6.2.34 (Putmam 1993) 令 勾 为 {1. 2，… 巴 的 子 集 集 族 。 令 c(n, m) 为 如 下 函数 的 数 
量 , f 妈 一 1,2,…,m, 使 得 (4 门 B)=min{ 了 (4),f(8)} 。 证 明 


cn, m= 。 
气 


6.3 容 斥 原理 


分 划 战 术 作 了 一 个 理想 的 假定 , 即 需 要 计数 的 事物 能 很 好 地 分 解 为 两 两 不 交 的 子 
集 。 现 实情 况 往往 更 为 混乱 ， 于 是 需要 新 的 战术 。 下 面 我 们 将 考虑 一 些 新 的 方法 ， 来 
处 理 重 又 和 重复 计数 不 一 致 的 集合 的 情形 。 


多 B 和 本 解 是 ， 攻 这 充 窒 攻关 宝 典 
计算 剩余 部 分 


我 想 现在 你 已 经 习惯 了 转变 视角 的 策略 。 这 个 策略 在 计数 问题 中 的 一 个 特殊 的 应 
用 就 是 : 


如 果 想 要 计数 的 事物 邻 人 困惑 ， 那 就 党 试 着 考虑 用 它 的 对 立 部 分 来 蔡 代 。 
例 6.3.1 求 有 多 少 个 至 少 包 含 一 个 0 的 二 位 字符 串 〈0~1 字符 串 ) ? 


解答 ”直接 计算 本 题 是 很 困难 的 ， 因 为 共有 n 种 情形 ， 即 恰好 1 个 0、 恰 好 2 个 

0, ee 这 样 做 当然 是 不 可 能 的 了 ， 但 一 种 更 简单 的 方法 是 首先 注意 到 总 共有 2" 种 可 
能 的 ”位 字符 种 ， 然 后 计算 其 中 总 共有 多 少 是 不 包含 0 的 。 事 实 上 只 有 1 个 字符 串 不 
包含 0 (就 是 由 n 个 1 组 成 的 那个 字符 串 )。 因 此 答案 是 2 - 1。 ] 


例 6.3.2 ”10 个 孩子 在 一 家 店 中 购买 蛋 卷 冰淇淋 , 店 中 共有 31 种 不 同 口味 的 冰 淇 
淋 。 有 多 少 种 购买 方法 ， 使 得 至 少 有 2 个 孩子 得 到 同一 种 口味 的 蛋 卷 冰淇淋 ? 


解答 ”我 们 先是 做 出 符合 常理 的 假设 ， 即 所 有 孩子 是 不 同 的 。 那 么 需要 计算 的 就 
是 一 件 非常 复杂 的 事 。 例 如 ， 一 种 购买 方法 可 以 是 所 有 的 孩子 都 购买 6 号 口味 的 冰 淇 

另 一 种 可 以 是 7 号 和 9 号 孩子 购买 12 号 口味 的 , 而 1 号 到 4 号 孩子 购买 29 号 口 
味 的 , 等 等 。 先 来 计算 在 没有 任何 限制 的 情况 下 所 有 可 能 的 购买 方法 , 那 就 是 319 种 ， 
因为 10 个 孩子 中 的 每 一 个 都 有 31 种 不 同 的 选择 。 现 在 再 计算 没有 重复 口味 的 情形 ， 
那 就 是 31x30x29x…x22 = P(31, 10)。 答 案 便 是 它们 的 差 310-P(31, 10)。 王 


集合 的 容 斤 原理 
当 补 集 的 计算 和 原 集 的 计算 一 样 复杂 时 ， 不 宜 采用 计算 对 立 部 分 的 战术 。 容 斥 原 
理 (PIE, The principle of inclusion-exclusion) 是 处 理 这 些 复杂 情况 的 一 种 系统 性 方法 。 
用 最 简单 的 形式 叙述 容 斥 原理 ; 两 个 集合 并 集 的 元 素 个 数 等 于 两 个 集合 的 元 素 个 
数 之 和 减 去 它们 的 交集 的 元 素 个 数 。 可 以 用 符号 这 样 写 出 : 
14UB|=|41+|1B8|-14NB|。 
很 容易 看 出 为 什么 这 是 正确 的 ， 因 为 将 |4| 与 |18| 相 加 超过 了 |4UB| 的 值 。 此 处 的 重复 


计数 并 不 是 一 致 的 ， 并 不 是 所 有 元 素 都 被 数 了 两 次 ,而 只 有 4 人 8 中 的 元 素 被 重复 计 
数 了 。 因 此 ， 通 过 减 去 |4 门 8| 可 以 纠正 此 处 的 重复 计数 错误 。 


进行 一 些 试验 就 很 快 可 以 得 出 对 于 ”个 集合 一 般 性 的 容 斥 原理 的 猜想 。 
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例 6.3.3 证 明 对 于 3 个 集合 ， 容 斥 原理 为 


14UBUCI=L4I+1BI+ICI-04nBI+IAnCI+IBnCD+tI4nBncl。 
例 6.3.4 证 明 对 于 4 个 集合 ， 容 斥 原理 为 


I4UBUCUDF 

+HIAI+IBI+ICI+ID)D) 
AINBIHIANCI+IANDI+IBNCI+IBNDI+ICNDD 
+IANBNCI+HIANCNDI+IANBNDI+IBNCNDI! 
+IANBNCNDI, 


一 般 地 ， 我 们 猜测 
nn 个 集合 之 并 的 基数 = 
+ (集合 基数 之 和 ) 
一 (所 有 可 能 的 两 个 集合 的 交集 的 基数 之 和 ) 
+ (所 有 可 能 的 三 个 集合 的 交集 的 基数 之 和 ) 


土 _(n 个 集合 的 交集 的 基数 之 和 ) ， 
其 中 ， 如 果 是 偶数 ， 则 最 后 一 项 为 负 ， 如 果 n 是 奇数 则 为 正 。 


我 们 很 容易 通俗 地 解释 此 式 。 例 如 ， 考 虚 如 下 的 图 表 ， 它 描述 了 3 个 集合 时 的 情 
形 。 


它 将 每 个 集合 展现 为 一 个 橡胶 盘 。 集 合 之 并 的 基数 对 应 着 图 中 整个 阴影 部 分 的 
“ 映 图 面积 ”。 然 而 ， 阴 影 有 三 种 不 同 的 饱和 度 。 最 淡 的 阴影 对 应 着 单 层 橡胶 的 厚度 ， 
中 等 浓度 阴影 对 应 着 双 晨 橡胶 的 摩 度 ， 最 浓 的 阴影 则 对 应 着 三 层 柳 胶 的 厚度 。 我 们 需 
要 的 “ 映 图 面积 ”只 是 包含 单 层 橡胶 厚度 的 区 域 。 如 果 只 是 将 三 个 盘 的 区 域 相 加 ， 那 
便 会 重复 计数 ， 淡色 的 区 域 没 问 题 ,但 中 等 浓度 部 分 被 重复 计算 了 两 次 而 最 深 的 部 分 
则 被 重复 计算 了 三 次 。 为 了 修正 这 点 ， 我 们 要 将 相交 的 区 域 4 门 B, 4 Cc, 8 几 C 的 面 
积 减 去 。 但 现在 深 色 区 域 4niBmnc 的 面积 没有 计算 在 内 (开始 被 计算 了 三 次 ， 后 来 
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又 被 碱 去 三 次 )， 因 此 要 将 它 加 回来 ， 现 在 我 们 完成 了 计算 。 在 一 般 情形 下 ， 我 们 将 
交替 着 加 上 和 减 去 不 同 饱和 度 的 区 域 ， 这 是 很 有 道理 的 。 


这 段 论 证 很 有 吸引 力 ， 但 很 难 严格 地 推广 到 ”个 集合 的 情形 。 下 面 我 们 尝试 着 给 
出 容 斥 原理 的 严格 证 明 。 它 阐明 了 优秀 的 计数 方法 和 有 效 的 表示 形式 。 令 所 给 集合 为 
4 42…， 4 如， 再 令 人 代表 所 有 可 能 的 上 个 集合 之 交集 的 基数 之 和 。 例 如 
S5141tl4 ttl4 l= 141, 


并 且 
$=|4N41+I ANG t+IA N41= 3 14N41, 
:Se 


注意 下 标记 号 《请 花 一 些 时 间 仔细 研究 ， 可 能 需要 举 出 一 些 例子 )。 条 件 1<i<j<n 
由 了 两 个 不 同 下 标的 所 有 没有 重复 的 [2] 种 可 能 的 组 合 。 例 如 ，| 丸 站 丸 | 在 和 式 中 
只 出 现 了 一 次 ， 因 为 | 义 门 丸 | 是 不 允许 出 现 的 。 一 般 地 ， 

S = 过 14n4n…n41。 


1h <h echen 
根据 这 样 的 记号 ， 容 斥 原理 可 写 为 ; 
14U4U-UA ES -8 +5, -+(-D"s, (9) 

为 了 证 明 这 个 等 式 , 令 xe 4U 丸 U…U 和 4 为 n 个 集合 并 集中 任 一 元 素 。 这 个 元 
素 x 在 (4) 式 左边 恰好 被 算 了 一 次 ,因为 等 式 左边 的 意义 是 “n 个 集合 的 并 集中 的 元 
素 个 数 "， 所 以 ， 如 果 能 证 明 (4) 式 的 右边 也 恰好 算 了 元 素 x 一 次 ， 则 等 式 便 得 到 了 
证 明 *。 

邻 + 为 包含 x 的 集合 的 数量 。 例如， 如果 xe 和 4 且 不 属于 其 他 集合 ， 那 么 r= 1。 
当然 ,> 可 以 介 于 1 和 之 间 (包括 1 和)。 下 面 考察 每 个 5; 计算 了 元 素 x 多 少 次 。 
当 计 算 51 时 , 每 个 集合 4 中 的 每 个 元 素 都 被 数 到 了 ， 因 此 元 素 * 恰 好 被 数 了 + 次 ,在 
包含 它 的 每 个 集合 中 都 被 数 了 1 次 。 为 了 计算 5,， 我 们 计算 形 如 A4 门 4, 且 i< j 的 每 


个 集合 中 的 元 素 。 与 我 们 的 问题 有 关 的 只 是 包含 x 的 那些 集合 ， 这 些 集 合共 有 (人 


交集 , 并 且 对 于 每 个 交集 , 元 素 x 都 会 被 计算 一 次 , 因此 5 恰好 计算 了 x 元 素 @ 次 。 


@ 注意 此 处 的 新 的 计数 思想 : 为 了 考察 一 个 组 合 等 式 的 正确 性 ， 我 们 需要 检查 等 式 的 每 一 边 是 如 何 
对 一 个 代表 元 素 进行 计数 的 。 
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一 般 地 ，Si 计 算 了 x 元 素 (x. 如 果 大 > r， 那 么 St 是 上 >r 个 集合 的 交集 的 基数 之 


和 ， 而 这 些 交集 中 没有 一 个 能 包含 *， 因 为 x 只 包含 在 r 个 集合 中 | 当然 ，5, 只 计算 
了 x 一 次 (人 jw 因为 只 有 一 个 > 集合 交集 包含 x。 


我 们 已 经 将 容 斥 原理 的 证 明 简化 为 证 明 如 下 等 式 


her) 


m= ("和 1-(9)， 因此 上 面 的 等 式 有 如 下 的 等 价 公式 


(9)-() (a)r+es (=o, G) 


这 是 问题 6.1.22 的 一 部 分 。 至 少 可 以 用 以 下 三 种 不 同 的 方法 来 证 明 等 式 (5)， 请 尝试 
每 种 方法 ! 


。 数学 归纳 法 加 上 帕斯卡 三 角形 的 求 和 恒等式 (6.1.14)， 

。 利用 对 称 恒 等 式 〈6.1.13) 和 求 和 恒等式 ， 直 接 考察 帕斯卡 三 角形 的 元 素 ， 

。 这 可 能 是 最 精巧 的 方法 了 ,将 0 = (1-1)" 用 二 项 式 定理 展开 ， 便 立即 得 到 
(5) 式 ! 

无 论 如 何 ， 既 然 我 们 已 经 知道 (5) 是 正确 的 ， 于 是 就 证 明了 容 斥 定理 。 加 


再 举 几 个 例子 就 能 使 人 相信 容 斥 原理 在 解 题 时 的 强大 效用 。 解 决 此 类 问题 的 关键 
是 : 不 管 是 在 计算 原 集 还 是 计算 补 集 时 要 有 灵活 多 变 的 意识 。 


例 6.3.5 “从 一 副 标 准 纸牌 中 一 次 取出 5 张 牌 ， 使 得 其 中 每 种 花色 的 纸牌 至 少 有 
一 张 ， 问 : 有 多 少 种 这 样 取 牌 的 可 能 ? 
解答 首先 注意 , 抽出 5 张 牌 总 共有 © 种 可 能 , 这 是 因为 取出 的 牌 的 顺序 并 不 


重要 。 每 当 看 到 词 “ 至 少 ”， 你 就 应 该 注意 是 否 需要 计算 补 集 。 哪 一 种 更 容易 计算 呢 ， 
是 不 包含 方 片 的 花色 数 ， 还 是 包含 至 少 一 张 方 片 的 花色 数 ? 当然 前 者 更 容易 计算 。 如 
果 没 有 方 片 , 那 只 有 52-12=39 张 牌 可 供 选择 ， 因 此 不 包含 方 片 的 不 同 的 一 手 (5 张 ， 


下 略 ) 各 的 数量 为 [2 )， 这 瞳 含 着 可 以 定义 4 个 “基础 ” 集 C，D， 万 ， 5， 它们 分 
别 为 不 包含 黑 桃 、 方 片 、 红 心 、 草 花 的 5 张 牌 的 集合 。 我 们 不 仅 有 
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IciIol=lel=lsi= 人 3)， 


而 且 集 合 的 交集 也 容易 计算 。 例 如 ，D 几 二 是 既 不 包含 方 片 也 不 包含 红心 的 一 手 牌 的 
集合 。 共 有 51-2x13=26 张 牌 可 供 选 择 ， 因 此 


26 
ona-( 5 ] 。 
通过 类 似 的 推导 不 难得 到 
13 
onans-(3). 
注意 CNDNHNMS = ， 因 为 四 种 花色 都 不 包含 是 不 可 能 的 


这 些 集合 不 仅 计算 方便 , 也 很 有 用 , 因为 CUDUHUS 由 所 有 至 少 缺 一 个 花色 的 
一 手 牌 组 成 。 这 恰好 是 我 们 要 求 的 事物 的 补 集 ! 


因此 , 我们 使 用 容 斥 原理 来 计算 1CUDUAUS|， 并 且 从 | 2] 让 大 去 此 结果 。 我 


们 有 
ICUDUREUSI=S -5, +5,-5,, 


其 中 
S54CI+IDI+IHI+IS}, 
S$, 4CNDI+ICNHI+ICNSI+IDNHI+IDNSI+IHNS), 
$4CNDNAI+ICNDNSI+ICNAHNSI+IDNANS), 
& 4CNDNAHNS|. 
换言之 ， 


39) (4)f26) (4Y13Y (4 
Ieuovaust (5s)} (a )(sNs) (0 = 
我 们 常 将 容 斥 原理 与 计算 补 集 的 方法 结合 使 用 ,因此 如 下 的 补 集 容 斥 原 理 交错 公式 很 
值得 注意 (及 证 明 )。 
例 6.3.6 补 集 容 斥 原 理 。 给 定 入 个 元 素 ， 和 个 集合 41, 42…,4kt， 则 这 六 个 元 
素 中 ， 不 含有 这 些 4 中 的 元 素 的 元 素 个 数 等 于 
N-S +5,—S,+.…+S, , 
其 中 5 是 从 这 些 4(j = 1,2… 有 ) 中 任意 取出 i 个 集合 组 成 的 交集 的 基数 ， 并 对 不 同 的 
取 法 得 到 的 基数 求 和 得 来 的 ， 且 如 果 上 是 偶数 ， 则 最 后 一 个 符号 是 正 的 ， 反 之 亦 然 。 


下 面 的 例题 将 “ 补 集 容 斥 原理 ”与 其 他 思想 相 结合 ， 其 中 包括 非常 有 用 的 编码 工 
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具 发 明 字体 。 借 此 ,我 们 暂时 将 数 个 符号 “冷冻 ”在 一 起 ,来 定义 一 个 单独 的 新 符号 。 
例 6.3.7 4 对 年 轻 夫妇 人 成 一 排 。 有 多 少 种 安排 位 置 的 方法 ,使 得 所 有 人 都 与 他 
(她 ) 的 “ 另 一 半 ” 不 相 邻 ? 
解答 显然 ,共有 8! 种 不 同 的 可 能 的 从 法 。 不 失 一 般 性 地 ， 将 这 些 人 分 为 男人 和 
女人 ， 并 用 ,4b, 如 ,b 及 g, 82, gs 8 来 表示 ， 其 中 假设 b 和 8g 是 夫妻 ，i=12,3,4。 
令 4 为 所 有 的 使 甸 和 gi 相 邻 的 座位 安排 方法 。 为 了 计算 141， 共 有 两 种 情形 ， 即 bh 要 


么 坐 在 吕 左 边 要 么 坐 在 8 右边。 对 于 每 种 情形 , 都 有 7! 种 可 能 性 ,因为 它 是 对 7 个 符 
号 的 排列 : 单个 符号 bg; (或 gjb,) 加 上 另外 6 个人。 因此 |4|= 2x7 ! 对 于 所 有 i 都 


成 立 。 接 着 来 计算 14 站 4 1。 现 在 固定 夫妇 i 和 夫妇 ,并 让 其 余 4 个 人 自由 排列 。 这 


与 排列 6 个 符号 是 相同 的 ， 因 此 得 到 6!。 然 而 ， 共 有 22 = 4 种 这 样 的 情况 ， 因 为 夫妇 
i 能 被 安排 为 男 一 女 或 者 女 一 男 ， 并 且 夫 妇 j 也 可 以 这 样 安排 。 因 此 |4 门 4 上 4x61!。 


依据 相同 的 原因 ，|4 门 4 间 4. 睹 23x51 且 |4 门 44 间 4 站 4 上 2:x4!1。 最 终 ， 由 容 斥 
原理 得 到 


14U4U4U4 F4x2x7r ?jxer( ?> x5L24x41， 
其 中 之 所 以 使 用 二 项 式 系数 ， 是 因为 共有 | 2] 种 方法 做 两 个 集合 的 交集 ， 等 等 。 不 管 


怎样 ， 在 从 8! 中 碱 去 它 后 ， 便 得 到 没有 男人 与 他 的 妻子 相 邻 的 排列 数 13 824。 
容 斥 原 理 与 指 元 函数 


有 关 容 尺 原理 的 讨论 并 没有 完成 。 至 此 , 你 应 该 已 经 对 容 斥 原理 有 了 初步 的 理解 ， 
并 且 可 能 也 理解 了 上 面 给 出 的 证 明 ， 但 可 能 会 对 容 斥 原理 给 出 的 古怪 等 式 和 
(1-D =0 的 事实 感到 困惑 。 接 下 来 我 们 将 给 出 补 集 容 斥 原理 公式 (6.3.6) 的 证 明 ， 
其 中 使 用 了 指示 函数 的 “二 进 制 ”语言 。 
通过 回想 ， 我 们 知道 集合 4 的 指示 函数 记 为 4， 定 义 域 为 UV (其 中 U 为 包含 4 
的 “全 集 ”")， 值 域 为 {0,1} ， 定 义 为 
0 xeld, 


1 -{ xreh 


对 于 每 个 xeU。 例如 ,如 果 U= 且 4={12,3,45)， 则 14(3)=1 且 1417)=0。 
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同样 ， 注 意 对 于 任意 两 个 集合 4，B， 下 列 论述 是 正确 的 (这 是 问题 5.1.2)， 
LO)ls (x) = Lna(x) 。 (0) 
1-1(x)=1;(7%) 。 (7) 
换言之 ， 两 个 指示 函数 的 乘积 是 两 个 集合 交集 的 指示 函数 ， 一 个 集合 补 集 的 指示 
函数 是 1 减 去 原 集合 的 指示 函数 所 得 的 函数 。 


另 一 个 容易 验证 的 等 式 (问题 5.3.12) 是 对 于 任何 有 限 集 4， 
DuWd4l. (8) 
xeU 


这 只 是 一 种 简洁 的 说 法 ， 即 如 果 考虑 UU 中 每 个 元 素 x*， 只 要 xe 4 时 就 写 下 一 个 “1”， 
那么 这 些 “1” 的 和 当然 便 是 4 中 元 素 的 个 数 。 _ 
下 面 利 用 这 些 简单 的 概念 来 给 出 补 集 形式 容 斥 原理 (6.3.6) 的 一 个 新 的 证 明 。 假 
设 全 集 U 包含 NN 个 元 素 ， 不 失 一 般 性 地 ， 假 设 我 们 只 有 四 个 集合 41, 4z, 43, 44。 定 义 
No 为 避 中 不 包含 有 这 四 个 集合 中 元 素 的 元 素 个 数 。 也 就 是 说 ，No 计 算 了 在 U 中 而 不 
在 41,42, 4s, 44 中 的 元 素 个 数 。 定 义 函数 g() 为 
gE- Ol, ON- CD) 一 LA CD)。 
然后 ， 通 过 等 式 (6) 和 (7) 可 以 得 到 (请 证 明 !) g(x)=1wo(*) ， 因 此 (8) 蕴含 着 
(请 证 明 !) 
No = 3, g(x) 。 
Ee 
也 就 是 说 ， 
N= 1, DIL, PI- COML-L CD) 。 
weU 


将 等 式 右边 的 4 个 因 式 乘 开 ， 有 
No=+y 1 
xeU 
-Zh + + + )) 
xeU 
+ Ol +1 OU, P+ DU DO +H OL +1 CO CO+1 CO (x)) 
-Zl 4 CO Os, WP +1 CO, OO +1 Os 4, + 1 Os, O(n)) 
12 (OL, PU, PU GD) 。 


如 果 应 用 等 式 (6) (7) (8)， 可 以 看 到 这 个 复杂 的 等 式 恰好 是 
No=N-S,+8,—S,+S5,, 


其 中 使 用 了 《6.3.6) 的 记号 。 也 就 是 说 ， 我 们 已 经 证 明了 4 个 集合 的 容 斥 原理 。 上 述 
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论证 当然 可 以 推广 ， 因 为 其 中 只 用 到 了 如 下 的 代数 事实 ， 即 扩展 
(1—-a}1~b)(l—e)-:… 
等 于 如 下 交错 和 
1l-(at+b+:…)+(ab+act+::.)+.® [ 


问题 与 练习 


题 6.3.8 在 例 6.3.2 中 , 我 们 假设 小 孩 是 不 同 的 。 但 如 果 只 考虑 不 同 口味 的 冰淇淋 的 顺序 ， 
那 小 孩 就 可 以 看 作 相同 的 了 。 例 如 ， 一 种 顺序 可 能 是 “3 个 16 号 口味 的 冰淇淋 ，7 个 28 号 口 
味 的 冰淇淋 "。 在 这 种 情形 下 一 共有 多 少 种 可 能 的 购买 方法 ? 


题 6.3.9 下 面 给 出 的 例 6.3.7 的 “ 解 ”有 什么 问题 ? 


第 一 个 人 当然 能 自由 选择 ， 因 此 他 有 8 种 选择 。 接 下 来 的 人 不 可 能 是 第 一 个 人 的 同伴 ， 于 是 共 
有 6 种 选择 。 第 三 个 人 又 不 可 能 是 第 二 个 人 的 同伴 ， 所 以 共有 5 种 选择 。 因 此 乘积 是 
8x6x5x4x3x2xlxl， 
因为 最 后 两 个 位 置 没有 选择 的 自由 。 


题 6.3.10 在 1 与 1000 间 ( 含 1 和 1000) 存在 多 少 个 不 能 被 2，3，5 整除 的 整数 ? 


题 6.3.11 (USAMO 72) 一 个 随机 数 生成 器 能 随机 且 等 概率 地 生成 整数 1, 2,…,9 。 求 当 生 
成 了 n 个 数 后 ， 这 个 数 的 乘积 是 10 的 倍数 的 概率 。 


题 6.3.12 a+b+c+d=17 在 给 定 条 件 d < 12 下 ， 共 有 多 少 组 非 负 整数 解 ? 


题 6.3.13 令 ai, ax…, an 为 上 个 不 同 物体 组 成 的 有 序 序列 。 这 个 序列 的 一 个 扰动 是 这 样 一 
个 排列 ， 它 使 得 没有 物体 停留 在 原先 的 位 置 。 例 如 ， 如 果 原 序列 是 1，2，3，4， 则 2，4，3， 
1 不 是 一 个 扰动 ， 而 2，1，4，3 则 是 。 令 D, 代 表 元 序列 的 所 有 扰动 的 数量 。 证 明 


其 中 Di 的 定义 与 前 一 问题 的 相同 。 


题 6.3.15 10 个 人 围 着 一 张 加 桌 而 坐 , 要 使 每 个 人 右边 的 邻居 和 原来 的 不 相同 , 请 问 有 多 
少 种 不 同 的 交换 位 置 的 方法 ? 


@ 原 书 中 最 后 一 项 误 写 为 一 (ab + ac + …)。 一 一 译 者 注 


人 生 村 解 息 : 交手 充 赛 炊 关 宝典 


题 6.3.16 假设 要 把 蛋 卷 冰淇淋 分 给 "个 小 孩 ， 一 人 一 个 ， 并 有 这 些 冰 湛 淋 共有 上 种 不 同 
的 口味 。 假 设 口味 不 能 混和 ， 证 明 : 将 所 有 种 口味 的 冰淇淋 分 发 给 小 孩 的 方法 数 为 


人 大 -i 大 oy 大 十 k 
k (Ve yy + 人 2) (ee "+ y(t) 


题 6.3.17 (IMO 89) zt 是 {1,2,…,2n) 形成 的 排列 。 当 至 少 有 一 个 ie {1,2,…， 2n-1}”, 使 
得 1rOD)-mG+D 上 二 ， 则 称 天 具有 性 质 P。 证明， 对 于 所 有 给 定 的 n 来 说 ， 满 足 性 质 P 的 排列 
比 不 满足 性 质 P 的 排列 更 多 。 


6.4 递归 


分 析 许 多 与 自然 数 有 关 的 问题 时 , 需要 寻找 对 所 有 自然 数 n 均 成 立 的 公式 或 者 算 
法 。 如 果 运 气 好 ， 只 需 少 许 的 试验 就 能 猜想 出 一 般 的 公式 ， 然 后 再 尝试 去 证 明 这 种 猜 
想 。 但 有 时 问题 却 非常 复杂 ， 以 至 于 在 一 开始 很 难 从 “全 局 ”理解 ， 而 一 般 性 的 公式 
可 能 根本 就 无 法 找到 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 仍然 可 以 关注 “局 部 ”的 情况 来 获知 解 题 
点 ， 即 先 观 察 从 n=1 到 n=2 的 变化 ， 然 后 以 此 类 推 ， 观 察 从 到 n+1 的 变化 过 程 。 
下 面 是 一 个 非常 简单 的 例子 。 


贴 瓷砖 和 装 疲 那 契 递归 


例 6.4.1 定义 一 个 多 米 诺 骨牌 为 一 个 1x2 的 矩形 。 有 多 少 种 将 骨牌 平 铺 在 一 起 
得 到 nx2 的 和 矩形 的 方法 ? 


解答 令 思 代表 一 个 nx2 和 矩形 的 平 铺 种 数 。 显 然 5 =1， 且 易 见 总 =2 (如 下 图 只 


有 2 种 可 能 的 平 铺 方法 )。 


考虑 9。 将 7x2 矩形 的 所 有 平 铺 方法 归 为 两 类 : 
。 类 六 包 含 所 有 的 在 右 端 有 一 块 垂直 骨牌 的 平 铺 方法 。 


@ 原 书 误 写 为 ie [2n -1] 。 一 一 译 者 注 


。 类 瓦 包含 所 有 其 他 的 平 铺 方法 。 如 果 右 端 不 是 一 块 垂直 的 骨牌 ， 那 就 必须 是 
两 块 水 平 的 骨牌 。 


这 绝对 是 一 个 分 划 , 因为 每 种 平 铺 方法 都 会 是 这 两 类 之 一 , 并 且 这 两 类 没有 公共 元 素 。 
类 包含 6 个 元 素 : 取 6x2 矩形 的 任 一 平 铺 ， 加 上 右 端的 垂直 的 骨牌 ， 便 得 到 了 类 
中 的 7x2 矩形 的 平 铺 。 同 理 , 在 类 瓦 中 共有 忆 种 平 铺 。 换言之 , 我 们 说 明了 妨 = 帮 + 二 
以 上 论证 当然 可 以 推广 ， 因 此 有 递归 公式 
fn = (9) 
我 们 是 否 已 经 解决 了 这 个 问题 呢 ? 既 可 以 说 已 经 解决 了 ， 也 可 以 说 没有 解决 。 式 
(9) 加 上 初始 值 4 =1 = 2 ， 便 完全 确定 了 1, ，Yne N+ 。 并 且 我 们 有 一 个 计算 它们 
值 的 简单 算法 ， 只 要 从 头 开始 并 应 用 递归 公式 ! 开始 的 几 个 值 如 下 表 所 示 ， 


虹 和 上 
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这 些 值 从 好 是 韭 波 那 契 数列 〈 问 题 1.3.18) 的 前 几 项 。 回 忆 辈 波 那 契 数 及 通过 
万 =0 厂 =1 且 大 = 大:+ 太 2，1>1 来 定义 。 韭 波 那 契 递归 公式 与 式 (9) 相同， 只 
是 边界 值 不 同 。 但 因为 /=1=4 和 及 =2=， 便 有 4,= /对 于 所 及 成立。 因此 问 


题 被 “解决 ”了 ， 因 为 我 们 认 出 平 铺 数 正好 是 斐 波 那 契 数 。 


当然 你 可 能 会 质疑 这 个 问题 并 未 完全 解决 , 因为 我 们 没有 得 到 tn 或 矿 的 简单 公式 。 
事实 上 ， 问 题 1.3.18 确实 表明 了 这 个 经 典 的 公式 


1 HT (1-v5Y 
-人 2 ]- 2 站 
它 对 所 有 n>0 成 立 。 


下 面 来 证 明 这 个 公式 ， 先 暂且 搓 置 一 个 更 为 重要 的 问题 ， 即 它 从 哪儿 来 的 。 也 就 
是 说 ,下 面 先 说 明 它 怎么 样 ,而 暂时 忽略 它 为 什么 是 这 样 。 我 们 所 要 做 的 只 是 证 明 (10) 
同时 满足 辈 波 那 奥 递归 公式 和 两 个 初始 条 件 万 = 0, f=1。 最 后 两 项 是 容易 验证 的 ， 


家 和 所 村 乌 征 数字 充 客 攻关 宝典 


并 且 证 明 递归 公式 是 一 个 有 趣 的 代数 练习 ， 令 


a=l5, pL 

2 2 

注意 到 
a+pB=1, of=-1, 

因此 a 和 都 是 如 下 二 次 方程 的 根 : 

x —x—1l=0。, 
也 就 是 说 ，w 和 都 满足 

x =X+1。 


这 意味 着 如 果 定 义 一 个 序列 gw: = 必 ， 它 便 满 足 斐 波 那 契 递 归 ! 对 于 所 有 2a > 0 ， 有 
gm=0" =0" 0 =o(+D=on+o =g,+g,,。 


类 似 地 ， 如 果 定 义 为 二 p" ， 这 个 序列 也 将 会 满足 递归 条 件 。 事 实 上 ， 如 果 4 和 B 是 
任意 常数 ， 那 么 序列 

u, :二 4an +BP" 
将 会 满足 递归 条 件 ， 因 为 

Wn = A + BB" = AlO" +0")+B(P" + PB"™!) =u, 让 

因此 ， 特 别 是 ， 如 果 定 义 | 

i 

万 : 万 PB"), 
那么 fn = 刀 + 刀 -:。 因 为 它 也 满足 边界 值 条 件 ， 所 以 一 定 会 产生 整个 斐 波 那 契 数列 。 
国 
得 到 产生 斐 波 那 契 数列 的 “简单 ”公式 是 妙 不 可 言 的 ， 知 道 递 归公 式 也 是 同样 美 

妙 。 然 而 ， 有 时 要 得 到 递归 公式 的 一 个 闭 式 解 是 不 可 能 的 或 者 是 非常 难 的 。 这 节 结 尾 
的 几 个 问题 讨论 了 求解 递归 问题 的 一 些 方法 "。 但 现在 ， 让 我 们 只 专注 于 发 现 一 些 有 
趣 的 递归 公式 。 


Catalan( 卡特 兰 ) 递归 
在 下 面 的 例子 中 ， 将 要 导出 一 个 在 相当 多 场合 出 现 的 复杂 递归 公式 。 


例 6.4.2 多 边 形 的 三 角形 分 割 的 思想 已 在 例 2.3.9 提出 。 请 计算 凸 ” 边 形 的 三 角 
形 分 割 方法 数 。 


@ 也 可 参见 4.3 节 ， 其 中 有 另 一 种 求解 分 析 递归 的 一 般 方法 。 


第 6 车 组合 妆 手 全 


部 分 解 通过 试验 得 出 和 =14 =2,4 =5 。 例 如 ， 一 个 凸 五 边 形 共有 5 种 不 同 的 
三 角形 分 割 : 


< 


接 下 来 考察 六 边 形 ， 并 尝试 发 现 它们 和 边 数 小 的 多 边 形 的 联系 。 固 定 一 个 基础 ， 
考虑 形成 三 角形 的 4 种 可 能 的 顶点 组 : 


注意 : 这 四 幅 图 片 对 三 角形 分 割 法 进行 了 分 类 。 第 一 张 图 产生 了 种 新 的 三 角形 分 割 
(对 应 着 虚线 上 方 部 分 的 所 有 三 角形 分 割 方法 ), 而 第 二 张 图 产生 # 种 三 角形 分 割 (其 
中 唯一 包含 的 选择 是 四 边 形 的 三 角形 分 割 )。 继 续 这 个 推理 ， 得 到 

ts = + + tds =14, 


可 以 通过 仔细 画 出 各 种 可 能 的 图 形 来 得 到 这 个 式 子 。 


在 完成 此 题 之 前 ， 让 我 们 来 看 一 下 七 边 形 的 情形 。 三 角形 分 割 能 分 为 以 下 五 种 
情形 : 


第 一 张 图 产生 了 6 种 三 角形 分 割 ， 第 二 张 产生 种 ， 但 第 三 张 产生 #“ 种 ， 这 是 因 
为 我 们 能 为 图 中 虚线 两 侧 的 两 个 四 边 形 任意 地 选择 三 角形 分 割 方法 。 一 般 的 情形 是 ， 
每 张 图 都 把 七 边 形 分 解 为 3 个 多 边 性 ， 其 中 一 个 是 有 固定 基 的 三 角形 ， 另 两 个 既 可 能 
有 选择 也 可 能 没有 选择 。 另 两 个 多 边 性 可 能 包含 一 个 “退化 ”的 两 边 形 (例如 ， 第 一 
张 和 最 后 一 张 ) 或 者 三 角形 ， 并 且 在 两 种 情况 中 都 没有 新 的 选择 。 但 在 其 他 情况 下 ， 
我 们 将 能 自由 选择 ， 并 将 需要 通过 乘法 来 计算 每 张 图 中 的 三 角形 分 割 总 数 。 如 果 我 们 
将 “退化 ”情形 包含 在 内 ， 并 定义 请 等 于 1， 会 有 如 下 的 更 一 致 的 等 式 


b=bts thls thta tht +tsh, 


全 生计 解 是 才学 充 赛 次 关 宝 典 


= tha tt = Dt,, (11) 


其 中 右 端 和 式 的 指标 是 和 为 n+ 1 的 所 有 u,v: 我 们 不 需要 更 多 的 限制 , 只 需要 接受 有 
意义 的 约定 : 如 = 0 对 于 所 有 x < 1 均 成 立 。 

既然 我 们 有 一 个 递归 式 外 加 初始 值 条 件 ， 那 么 我 们 已 经 “ 解 出 ”了 这 个 问题 至 
少 在 计算 的 意义 下 已 经 解 出 了 ， 因 为 我 们 想 计 算出 多 少 的 值 就 能 计算 出 多 少 。 国 


下 表 给 出 了 数列 开始 的 几 项 ， 


h 1 1 2 | s | 4 | 132 | 429 1430 | 4862 


序列 1，1，2，5，14，… 被 称 为 Catalan 数列 (根据 一 些 约定 ， 指 标 从 0 开始 ， 
因此 如 果 Cr- 表示 第 个 Catalan 数 ， 那么 1, =C,_, )。 例 如 (11) 的 递归 公式 看 起 来 可 
能 相当 复杂 ,但 它们 确实 是 标准 计数 思想 (分 划 和 简单 编码 原理 ) 的 直接 应 用 。 从 代 
数 角度 说 ， 这 个 和 式 应 该 旨 在 提醒 你 多 项 式 乘法 法 则 ， 进 而 也 提醒 你 生成 函数 (4.3 
节 )。 


例 6.4.3 利用 生成 函数 寻找 C* 公 式 。 
解答 ”定义 生成 函数 


ff)=C +CxtCx + 
两 边 平方 ， 有 
f(x)* = CC + (CC + CC)x+(CC + OC + CC )x + = C+ Cx+ Cx + 
这 暗示 着 
Hf = 7CD-C =f0)-1。 
通过 二 次 方程 求 根 公 式 解 (x) 得 到 
Vl—4x 


1 
A 


考察 x 趋 于 0 时 的 情形 ， 易 得 上 式 根 式 前 应 取 减 号 ， 也 就 是 
1-VL-4x 
CD = a 


现在 剩 下 的 就 是 要 通过 短 级 数 寻 找 Cs 的 公式 。 我 们 需要 推广 的 二 项 式 公式 ( 见 
问题 9.4.12)， 其 表达 式 如 下 : 


(+y)” =1+ 工 人 C-D CntDyn 
i nt 


因此 ， 


es 
1-4x=1+D 4) 
ml 


nl 


DO OC dr 
I 2°n! 


-1 (2) -Co De 

n /i (Cn 一 DIKP 一 D1! 

人 ( 和 1 DVB) 2n -4YO) (2 2) 
nS! (n—D!l(n—D)! 


“a 


然后 ， 得 到 
1-Vi-4x 1Af2n-2 ,, 
nr js 
并 且 次 的 系数 为 
而 (和 2 可 、 
n+l\ (n+l])-1 
因此 可 以 得 到 结论 : 


c- 二 (站 
n+l\n 


关于 这 个 公式 的 一 个 非常 有 趣 的 组 合 性 的 推广 ， 请 见 文献 [16]。 


问题 与 练习 


在 下 面 的 问题 中 ， 应 该 注意 斐 波 那 契 数 列 与 Catalan 递归 在 其 他 问题 中 的 普遍 存 


在 性 。 


题 6.4.4 考虑 一 种 语言 ， 它 的 字母 表 中 只 有 一 个 字母 ， 但 允许 任意 长 度 的 单词 存在 。 消 
息 以 单词 开头 和 结尾 。 并 且 ， 当 输入 一 条 消息 时 ， 两 个 单词 间 按 一 次 空格 键 。 那 么 在 这 种 语言 


中 ,通过 次 按键 能 输入 多 少 种 不 同 的 消息 ? 


题 6.4.5 ”对 于 一 个 整数 集 S， 定义 S+1 为 {x+1:xe 5) 。 有 多 少 {1, 2,…, n} 的 子 集 5 满 


是 SU(S+D)={1,2…,n}? 你 能 将 它 推广 吗 ? 
题 6.4.6 求 {1,2,…,n} 中 不 包含 两 个 连续 数字 的 子 集 的 数量 。 


题 6.4.7 求 平面 中 由 n 个 “V 字 ” 划 分 得 到 的 最 大 区 域 数 。 一 个 “V 字 ” 是 指 拥有 共同 起 


点 的 两 条 不 同 的 射线 的 并 集 。 


人 筷 村 解 题 ， 效 党 竞赛 攻关 宝典 
题 6.4.8 固定 正 数 a,b，c。 定 义 一 个 实数 列 {x,}， 使 得 ,=a, =b 且 w= crx 。 
求 蕊 的 一 个 尽 可 能 简化 的 表达 式 。 


题 6.4.9 对 于 每 个 mn 之 1， 称 一 个 由 nn 个 “(”[ 左 括号 ] 和 个 “)” [ 右 括 号 ] 组 成 的 序列 是 
“合法 ”的 ， 如 果 括 号 以 菜 种 方式 配 成 对 。 例 如 ， 如 果 n = 4， 序 列 (000) 是 合法 的 ， 但 OOXO 
不 合法 。 令 代表 2n 个 括号 的 合法 排列 数 。 求 为 的 一 个 递归 关系 式 。 


题 6.4.10 有 多 少 种 使 用 2x1 的 骨牌 来 平 销 3x 矩形 的 方法 ? 


题 6.4.11 (Putnam 1996) 定义 自私 集 为 一 个 以 自己 的 基数 (元 素数 ) 为 元 素 的 集合 。 找到 
并 证 明 {1, 2,…, n} 的 最 小 自私 集 数 。 此 处 最 小 自私 集 是 指 不 存在 其 任何 真子 集 为 自私 集 的 集合 。 


题 6.4.12 在 如 下 的 帕斯卡 三 角形 中 ， 考 察 每 条 虚线 上 的 元 素 和 。 
ss 


请 猜想 虚线 上 的 元 素 之 间 的 关系 ， 请 先 猜测 并 证 明 。 
题 6.4.13 记 w(n) 为 分 划一 个 元 集 的 方法 数 。 例 如 ，u(3) = 5， 对 应 着 
{a, b,c}; {a, b}, {c}; {a},{b, c}; {a, c},{6}; tale 


求 um) 的 一 个 递归 关系 。 注 意 ; 你 可 能 希望 4) = 14， 那 将 是 一 个 Catalan 递归 序列 , 但 遗憾 的 
是 ，u(4) = 15。 


题 6.4.14 一 家 电影 院 票 价 为 $5/ 张 。 收 银 员 开始 并 没有 零钱 ， 并 有 每 个 顾客 只 会 支付 $5 
或 $10 (并 得 到 找 回 的 钱 )。 显 然 ， 如 果 有 太 多 的 蚂 客 只 有 $10， 那 收银 员 就 有 洲 烦 了 。 事 实 表 
明 ; 一 共 来 了 2n 个 顾客 ， 但 收银 员 并 没有 拒绝 一 个 人 ， 然 而 当 售票 给 最 后 一 个 顾客 后 ， 收 银 
机 里 已 经 没有 $5 的 钱 了 。 令 w 代表 上 述 现象 发 生 的 不 同 的 可 能 性 。 求 w 的 一 个 递归 表达 式 。 


题 6.4.15 我 们 曾 在 问题 6.3.13 中 给 出 扰动 数 D, 的 定义 。 证 明 
D,=(n-1XD, ,+D,,), 


Ce 


并 利用 此 式 和 数学 归纳 法 证 明 6.3.13 中 给 出 的 公式 。 
Stiriing 数 
问题 6.4.16 -6.4.22 建立 了 二 项 式 定理 的 一 个 奇特 的 “对 偶 "。 


题 6.4.16 对 于 正 整 数 由 让 使 得 上 > 天 宇和 ( 称 为 第 二 类 Stiring 数 ?) 为 把 一个 


四 关于 第 一 类 Stirling 数 请 参见 文献 [16] 第 6 章 。 
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元 集 划分 为 上 个 非 空子 集 的 不 同 分 划 方法 的 数量 。 例 如 ， 人 = 因为 集合 (abc 共有 6 个 
分 为 三 个 部 分 的 分 划 ， 它 们 分 别 是 : 
{ah{bhtod}; (ahfehad taMahtaeh 
{bh{ehtad); {bh{dh ac}; {ce},(a),(ab) 
证 明 对 于 所 有 n>0， 


四 们 = : 


中 全 =2!-1。 
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题 6.4.17 “寻找 一 种 组 合 论证 来 解释 如 下 递归 式 


nt+l n n 
fj 由 
题 6.4.18 假设 你 准备 给 个 小 孩 分 蛋 着 冰淇淋 , 每 人 一 个 , 冰淇淋 共有 上 种 不 同 的 口味 。 
假设 口味 不 能 混合 ,证明 所 有 种 口味 的 冰淇淋 都 能 分 发 给 小 孩 的 方法 数 为 


4. 


题 6.4.19 前 一 个 问题 会 使 大 家 想到 问题 6.3.16， 共 表述 为 把 蛋 卷 冰淇淋 分 给 n 个 小 孩 
一 人 一 个 ， 则 将 种 口味 的 冰淇淋 分 给 小 孩 的 方法 数 为 : 


人 A i 3 De 
k -er + 人 (je 2) fs 3)+…+(D) (ye. 


如 果 前 面 没有 完成 的 话 ， 请 你 现在 完成 问题 6.3.16 (利用 容 斥 原理 )。 


题 6.4.20 结合 前 面 两 个 问题 ， 你 会 得 到 关于 第 二 类 Stirling 数 的 一 个 简洁 的 公式 。 虽 然 
它 不 是 闭 形式 的 ， 但 谁 还 会 抱怨 呢 ? 请 证 明之 。 


1 _ 1 世 和 
从 -让 ce 人 nD)" 。 


题 6.4.21 回头 再 思考 蛋 卷 冰淇淋 的 问题 ， 现 在 考虑 不 一 定 要 将 所 有 上 种 口味 的 冰淇淋 都 
分 给 小 孩 的 情形 。 


人 怎样 解 是 : 数学 竞赛 攻关 宝典 
人 @) 证 明 现 在 有 如 种 不 同 分 发 方法 这 是 之 前 曾 遇 到 过 的 一 个 简单 的 编码 问题 )。 
(b) 根据 使 用 口味 的 确切 数量 将 这 如 种 不 同 分 发 方法 进行 分 划 。 例 如 ， 令 4 代表 只 使 用 1 
种 口味 的 分 发 方法 集合 ， 显 然 | 人 (Je 2 


题 6.4.22 Stirling 数 是 二 项 式 定理 的 “对 偶 "。 对 于 正 整数 r， 定 义 
x=x(x-)(x—r+l) 。 


(这 样 二 便 是 > 项 的 乘积 )。 利 用 前 一 个 问题 来 证 明 


“人 和 人 
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数论 ， 即 对 于 整数 Z 的 研究 ,是 最 古老 的 数学 分 支 之 一 ， 也 是 个 包含 着 丰富 又 有 
趣 的 问题 的 领域 。 在 本 章 中 , 我 们 将 会 简明 扼要 地 探讨 基础 数论 中 几 个 最 主要 的 内 容 。 
将 特别 关注 对 问题 求解 者 而 言 很 重要 的 思想 。 这 章 内 容 既 包含 一 些 命题 也 包含 一 些 
问题 ， 在 阅读 的 同时 ， 您 应 该 尝试 求解 或 证 明 它 们 。 还 要 指出 ， 这 章 是 独立 成 章 的 ， 
且 在 叙述 过 程 中 假设 您 没有 研究 过 这 方面 的 内 容 。 但 如 果 确 实 没 有 学 习 过 ,您 可 能 需 
要 查阅 一 些 基础 的 材料 ， 例 如 文献 [45]， 以 便 更 加 深入 或 更 加 从 容 地 学 习 。 


此 外 ， 值 得 一 提 的 是 :在 以 前 的 章节 中 ， 我 们 已 经 讨论 了 一 些 关于 数论 的 话题 。 
如 果 您 已 经 阅读 了 这 些 内 容 ， 它 们 将 是 进一步 学 习 的 稳固 的 基石 。 如 果 您 还 没有 阅读 
这 些 内容 ， 在 下 面 的 内 容 中 ， 我 们 会 在 适当 的 时 候 提醒 您 ， 请 阅读 (或 再 次 阅读 ) 
它们 。 

约定 也 表示 整数 集 (包括 正 负 整数 和 0)，N 表示 自然 数 集 ( 正 整数 ) 。 在 本 章 中 ， 
我 们 会 延续 使 用 任意 罗马 字母 ”(a 到 z) 代表 整数 及 字母 p 和 9g 代表 素数 的 约定 。 


7.1 素数 与 整除 性 


若是 一 个 整数 ， 则 称 5 整除 a， 或 者 称 b 是 a 的 一 个 因数 或 除数 。 这 也 可 以 用 
记号 
如 
来 表示 ， 这 个 记号 读 作 “ 整除 a”。 等 价 地 ， 存 在 一 个 整数 m 使 得 a = bm。 


@ 罗马 字母 ， 也 作 拉 丁字 母 ， 为 西欧 语言 (包括 英语 ) 所 采用 的 字母 系统 ， 是 世界 上 最 通用 的 字 
母 。 一 一 译 者 注 


全 8 息 村 解 惩 ， 数字 竟 寄 攻关 宝典 


算术 基本 定理 


毋庸 置疑 ， 您 熟悉 素数 集合 。 如 果 一 个 数 没有 除了 1 与 以 外 的 因子 ， 我 们 称 
之 为 案 数 ， 否 则 称 之 为 合 数 。 根 据 约定 ， 1 既 不 是 素数 也 不 是 合 数 。 因 此 素数 集 从 以 
下 数字 开始 ; 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19°, 23, 29, 3 .yw 
这 个 数列 是 否 有 限 是 不 明显 的 。 事 实 上 


素数 有 无 限 多 个 。 


这 个 问题 在 问题 2.3.21 中 首次 出 现 ， 但 当时 如 果 没 有 解决 它 ,这 里 则 提供 一 种 完 
整 的 证 明 ， 该 证 明 是 通过 在 十 希 腊 时 期 便 众所周知 ， 并 由 欧 几 里 得 记录 下 来 的 经 典 反 
证 靶 来 实现 的 。 这 个 证 明 是 数学 中 的 一 颗 丙 玉 的 宝石 ， 请 掌握 它 。 


假设 只 有 有 限 个 素数 Pi, pz, pa…。pw( 从 小 到 大 顺序 ) 。 现在 (精妙 而 关键 的 一 步 | ) 
考 虚 数 Q 二 {pp,p，…py}+1。 它 要 么 是 素数 ， 要 么 是 合 数 。 如 果 是 第 一 种 情形 ， 则 
与 PN 是 最 大 的 素数 的 假设 矛盾 ， 因 为 C 明显 比 py 大 。 但 如 果 是 第 二 种 情形 ， 则 也 会 
产生 了 矛盾。 因为 如 果 CO 是 合 数 ， 它 一 定 至 少 有 一 个 素 因 子 ， 我 们 称 它 为 p。 容 易 观察 
到 : p 不 可 能 等 于 pi, pz, p3,…, pw。 因为 如 果 将 Q 除 以 任何 p,， 余数 会 是 1。 因 此 ,，p 
是 不 在 pl, pz, Pps,…, pw 中 的 一 个 新 的 素数 ， 这 与 Pu,Pz,Pa…,Pw 是 所 有 素数 矛盾 。 


例 7.1.1 上 面 的 证 明 中 有 一 个 小 的 跳跃 。 我 们 做 了 一 个 不 严谨 的 命题 ， 即 C 至 
少 有 一 个 素 因子 。 为 什么 这 是 对 的 昵 ? 更 一 般 地 ,证 明 每 个 比 1 大 的 自然 数 能 被 完全 
的 因 式 分 解 为 素数 。 例 如 ，360= 23x32x5 。 建 议 ， 如 果 想 要 得 到 正式 的 证 明 ， 请 使 
用 强 归纳 法 。 


事实 上 ,在 素数 书写 顺序 的 意义 下 ， 这 个 分 解 是 唯一 的 。 我 们 把 这 个 唯一 分 解 的 
性 质 称 为 算术 基本 定理 (Fundamental Theorem of Arithmetic，FTAs)， 同 时 把 将 因子 
归 为 素数 的 过 程 称 为 素数 需 分 解 (prime-power factorization，PPF)。 有 时 我 们 采取 一 
种 不 太 简 洁 但 必要 的 记 法 ， 将 一 个 数 n 写 为 “一 般 的 ” 素数 备 分 解 : 
n= pr pr? pr 。 
您 可 能 在 想 , “算术 基本 定理 有 什么 好 证 明 的 ? 它 是 显而易见 的 ”在 那 种 情况 下 ， 
您 可 能 也 在 考虑 如 下 的 “显然 ”: 


@ 原著 漏 掉 了 这 个 数 。 一 一 译 者 注 
@ “FTA” 也 是 代数 基本 定理 (Fundamental Theorem of Algebra) 的 缩写 。 
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令 交 为 满足 5x=37 的 整数 ， 那 么 3k 且 5by。 

但 如 何 严格 地 证 明 它 呢 ? 您 推导 得 到 5x 是 3 的 倍数 ， 且 因为 3 和 5 是 不 同 的 素 
数 ，x 必须 在 它 的 素数 寡 分 解 中 包含 3。 这 个 推理 过 程 基于 算术 基本 定理 。 因 为 ， 如 
果 没 有 唯一 分 解 ， 那 一 个 数 很 可 能 在 一 种 分 解 方 法 中 有 素 因 子 5 而 没有 3， 并 在 另 一 
种 分 解 方法 中 有 素 因 子 3 而 没有 5。 

例 7.1.2 还 不 相信 ? 考虑 集合 巨 = {0, +2, 土 4, …} ， 它 只 包含 偶数 。 


。 注意 2，6，10，30 都 是 巨 中 的 “素数 "， 因 为 在 互 中 它们 不 能 被 因 式 分 解 。 
。 也 请 注意 


60=2x30=6xl0， 

另 言 之 ,60 有 两 个 完全 不 同 的 E- 素 分 解 .在 这 种 情形 下 ,如 果 x, ye 满足 2x = 10y， 
尽管 2 和 10 都 是 EE 素数 ， 我 们 也 不 能 推断 10k，2by。 毕 竞 ，x 可 能 等 于 30,， 且 y 可 
能 等 于 6。 在 这 种 情况 下 , x 不 是 中 10 的 倍数 ， 因 为 30 是 一 个 素数。 类 似 地 ,yy 
不 是 2 的 倍数 。 


这 个 例子 相当 特殊 ， 但 通过 它 应 该 能 看 到 ， 算 数 基本 定理 并 非 显然 而 是 有 实 实在 
在 的 内 容 的 。 特 定 的 数 系 有 唯一 分 解 ， 而 其 他 的 并 没有 。 由 集合 Z 的 重要 的 性 质 得 算 
术 基 本 定理 成 立 。 我 们 将 会 发 现 这 些 性 质 ， 并 且 在 本 节 中 构造 算术 基本 定理 的 一 个 证 
明 ， 同 时 引入 一 些 在 后 面 都 有 用 的 解 题 工具 。 


最 大 公约 数 (SCD )、 最 小 公 倍 数 (LCm ) 和 带 余 除法 


给 定 两 个 自然 数 *，2， 它 们 的 最 大 公约 数 ， 定 义 为 同时 整除 za 和 45 的 最 大 整数 ， 
记 作 (a, 已 或 GCD(a, b)。 例 如 ，(66, 150) = 6，(100, 250) = 50? 且 (4 096, 999) = 1。 如 果 
两 个 数 的 最 大 公约 数 为 1， 便 称 这 两 个 数 互 案 。 例 如 ， 如 果 pp 和 9g 是 不 同 的 素数 ， 则 
@, 9) = 1。 我 们 将 频繁 地 使 用 记号 a 上 5 来 表示 (a, 6) = 1。 类 似 地 ， 将 o,5 的 最 小 公信 
数 (LCM) 定义 为 : 既是 a 的 倍数 ,也 是 5 的 倍数 的 最 小 正 整 数 。 使 用 记号 [a, 5b] 或 者 
LCM(a, b)。 ® 


例 7.1.3 下 面 是 一 些 关于 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 重要 的 事实 , 请 思考 并 验证 。 
[如 果 学 有 余力 ， 对 于 (a)(b)(c)， 可 以 假设 算术 基本 定理 是 正确 的 。] 


@ 原著 误 写 为 25。 一 一 译 者 注 
外 我 们 也 能 定义 两 个 以 上 数字 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 .例如 (70, 100, 225) = 5 且 [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7， 
8,9] = 2 520, 


入 8 怎样 解 是 : 效 学 竞赛 攻关 宝典 


人 @) aLb 等 价 于 “a 和 6 在 它们 的 素数 等 分 解 中 没有 共同 的 素数 "。 
人 @) 如 果 a= prpP2…pr 且 b= pfpf…pfh (其 中 的 一 些 指 数 可 能 为 0)， 那么 


(a,b) = Pa Dea .pricesf) > 
[a,8]= A se Dh) 
例如 ， 360=2 x3?x5 和 1597 050=2x3?x52x7xl13: 的 最 大 公约 数 为 
24x3?x5:x 7T°x13° =90。 
(c) 对 于 所 有 正 整数 a,5 有 (a, b)[a, b] = ab。 
(d) 如 果 gla 且 glbp， 那么 glex + by, 其 中 x 和 y 为 任意 整数 。 称 形 如 ax + by 的 量 
为 a 和 45 的 线性 组 合 。 
(e) 相 邻 的 两 个 整数 永远 是 互 素 的 。 
(f) 如 果 存 在 整数 ?使 得 ax+ 妨 =1， 那 么 aoLb。 
例 7.1.4 回忆 带 余 除法 。 您 曾 在 问题 3.2.17 中 遇 到 过 如 下 问题 。 
邻 a 和 bb 为 正 整 数 ，b>a ， 则 存在 整数 9，r 满 足 q21 和 0s<r<a， 使 得 
b=4gat+r。 
(a) 如 果 还 没 证 出 这 个 结论 ， 现 在 请 证 明 它 (使 用 极限 原理 )。 
(b) 举例 说 明 带 余 除 法 在 例 7.1.2 中 定义 的 数 系 中 并 不 成 立 , 并 说 明 不 成 立 的 理 
由 。E 缺 少 了 Z 拥有 的 什么 ? 


例 7.1.5 加 上 7.1.3(d)， 带 余 除 法 的 一 个 重要 的 结论 是 


Ga 与 b 的 最 大 公约 数 是 a 与 b 的 最 小 线性 组 合 。 

例如 (8, 10) =2, 并 且 很 明确 地 , 如 果 x, y 取 遍 所 有 整数 ( 正 的 和 人 负 的 ),，8x + 10y 
的 最 小 正 值 为 2( 例 如 当 x= 一 1，y = 1)。 另 一 个 例子 7 上 11 意 味 着 :存在 整数 zx，? 
使 得 7x + 11y = 1。 通 过 试 误 靶 很 容易 找到 x 与 > 的 值 ， x = 一 3，y = 2 就 是 满足 条 件 
的 一 对 。 

现在 , 让 我 们 证 明 7.1.5。 它 虽然 枯燥 , 但 却 是 结合 运用 极限 原理 和 有 反 证 论证 的 典 
范 。 定 义 u 为 a 与 5 线性 组 合成 的 最 小 正 数 ， 并 令 g := (a, 5)。 由 7.1.3(d) 知 道 g 整 
除 任何 a 与 5 的 线性 组 合 ， 因 此 g 当然 整除 x。 这 意味 着 g<u 。 事 实 上 我 们 想 要 证 明 
8g=u。 思 路 是 :由 证 明 w 是 a 与 5 的 一 个 公约 数 来 证 明 这 点 。 因 为 u 大 于 等 于 g, 并 
且 g 是 a 与 b 最 大 公约 数 , 便 有 gg 必须 等 于 zx。 


反 设 w 不 是 a 与 5 的 公约 数 。 不 失 一 般 性 地 ,假设 4 不 整除 a。 那么 根据 带 余 除 
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法 ， 存 在 商 上 >1 和 正 余数 "<， 使 得 

a=kutr, 
但 因此 r=a- ku 是正 的 , 同时 小 于 u。 这 是 一 个 巴 盾 。 因 为 + 也 是 a 与 5 的 一 个 线性 
组 合 ,而 w 定义 为 线性 组 合 最 小 的 正 数 ! 因此 ，w 整除 a。 类似 地 ，u 整除 5。 所 以 x 
是 一 个 公约 数 ， 故 x= 8。 国 


最 大 公约 数 的 线性 组 合 特征 确实 相当 引 人 注 目 。 因 为 开始 时 ， 您 可 能 会 认为 计算 
两 个 数 的 最 大 公约 数 需要 素数 宕 分 解 。 但 事实 上 ， 计 算 最 大 公约 数 并 不 依靠 素数 宕 分 
解 ， 我 们 不 需要 7.1.3(b)， 但 可 以 使 用 7.1.5。 也 就 是 说 ， 在 计算 最 大 公约 数 时 ， 不 需 
要 假设 算术 基本 定理 成 立 。 


例 7.1.6 例 7.1.5 的 另 一 个 结论 ; 
如 果 思 是 素数 且 plab， 那么 pla 或 者 pIb。 


我 们 将 不 使 用 算术 基本 定理 而 用 反 证 法 来 证 明 它 .假设 p 既 不 整除 a 也 不 整除 b。 
如 果 尸 不 整除 as， 那 么 局 La ， 因 为 乙 是 素数 。 则 存在 整数 x，? 使 得 Px + ay = 1。 现 
在 需要 使 用 pleb 的 条 件 。 将 上 一 个 等 式 两 边 同 乘 以 5 便 会 产生 “ab”: 
pxb+aby=b。 
但 现在 已 将 b 写 为 两 个 量 的 和 ， 每 个 量 都 是 p 的 倍数 。 因 此 ，b 是 p 的 倍数 。 巴 盾 。 


终于 ,我 们 能 证 明 算术 基本 定理 了 。 关 键 思 想 是 命题 7.1.6。 让 我 们 通过 具体 的 例 
子 来 避免 记号 的 复杂 性 。 令 n=2 x7  ， 如 何 证 明 这 个 分 解 是 唯一 的 昵 ?” 首 先 ， 能 证 
明 nn 不 包含 其 他 素 因子 。 因 为 如 果 nn 包含 其 他 素 因子 ,比如 17jn。 那 么 反复 应 用 7.1.6 
会 得 出 17|2 或 者 17I7 的 结论 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 两 个 不 同 的 素数 不 能 互相 整除 。 
另 一 种 可 能 性 是 : n 有 因子 2 和 7， 但 存在 一 个 指数 不 同 的 分 解 ， 例 如 ，z= 2 x7 可 
能 也 是 正确 的 。 在 这 种 情形 下 会 有 

2xT =2x7, 
然后 ， 将 等 式 两 边 的 每 个 素 因子 除 掉 它 所 能 除 的 最 大 的 指数 ， 得 到 
72 

这 简化 成 了 第 一 种 情形 : 不 能 有 两 个 拥有 不 同 素数 因子 的 分 解 。 可 以 用 更 多 的 例子 来 
检验 说 明 上 面 的 论证 能 够 完全 推广 。 我 们 的 论证 可 以 到 此 为 止 : 算术 基本 定理 是 正 
确 的 。 国 


整数 的 这 个 重要 性 质 是 带 余 除 法 的 一 个 推论 ， 而 后 者 又 是 良 序 原理 和 1 是 整数 这 
个 事实 的 推论 。 这 便 完 成 了 所 需 的 证 明 ! 
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下 面 是 算术 基本 定理 推理 的 一 个 简单 应 用 一 一 问题 5.4.13 的 一 个 解 。 

例 7.1.7 回忆 如 果 整 系数 多 项 式 的 最 高 次 项 系数 为 1， 则 该 多 项 式 被 称 为 首 一 
的 。 证 明 : 如 果 首 一 的 整 系数 多 项 式 有 一 个 有 理 零 点 ， 那么 这 个 零点 一 定 是 整数 。 

解答 设 多 项 式 为 /0%) 二 x"+a, yx"+…ax+ay。 令 uy 是 这 个 多 项 式 的 一 个 堆 
点 。 关 键 的 一 步 : 不 失 一 般 性 地 ， 假 设 w Lv 。 那么 有 


uaau"! QU 
一 + eT tt to =0。 


ww 
接着 ， 我 们 自然 要 去 分 式 ， 通 过 两 边 同 乘 以 w。 由 此 得 到 
WU +a a Vtet a +av =0, 
或 者 
一 (ay 十 二 OU + aov") 。 

因为 右边 是 "的 倍数 ， 且 v 与 冯 没 有 公约 数 ，- - 定 有 = 二 1 ， 也 就 是 wv 是 整数 。 国 

既然 我 们 很 好 地 理解 了 最 大 公约 数 ， 让 我 们 来 解决 例 2.2.2 中 的 一 些 老 问题 。 

例 7.1.8 (AIME 1985) 序列 

101, 104, 109, 116 

中 的 数 有 形式 a, =100+m? ， 其 中 = 1,2,3,… 对 于 每 个 n， 令 为 0 与 aw 的 最 大 公 
约 数 。 求 当 n 取 遍 正 整数 时 4, 的 最 大 值 。 

解答 ”回忆 兽 考察 过 的 序列 os = wx + 到 ， 其 中 x 固定 ， 并 且 经 过 一 些 试验 欣喜 地 
发 现 co,aovu 的 表达 式 ，wo =W(4u+D 且 ay。 = (+D(4w+D) 。 这 当然 意味 着 4u + 1 
是 ax 和 ax 的 公约 数 。 事 实 上 ， 因 为 相 邻 的 整数 互 素 (7.1.3)， 有 

(Gy ,G21) = Au+1。 
接着 只 需 说 明 这 便 是 最 大 的 可 能 的 最 大 公约 数 。 采 用 如 下 缩写 
Can =utn, ban =u+(n+l), g~=(a, 及。 
下 面 寻找 a, b 的 恰当 的 线性 组 合 ， 从 而 得 到 4x + 1。 有 
b-a=2n+1。 
这 很 简洁 ， 但 如 何 去 掉 呢 ? 因为 a=u+r， 下 面 构造 台 项 有 
n(b~a)=2n +n, 2a= 2u+2n, 
因此 
2a—n(b—a)=2u—n, 
将 两 边 同 乘 以 2 并 加 回 到 5 一 a 得 到 
2(2a~n(b—-a)+(b-a)= 2(2u—n)+(2n+1) = 4n+1。 
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也 就 是 说 ， 我 们 构造 了 a 和 6b 的 一 个 等 于 4u + 1 的 线性 组 合 [ 即 组 合 (3+2m)a+ 
(1~2n)b]。 因 此 无 论 n 等 于 什么 , 都 有 gl(4u + 1)。 既 然 得 到 此 值 ， 则 我 们 断定 4u + 1 
确实 是 最 大 的 连续 项 的 最 大 公约 数 。 加 


注意 我 们 并 不 需要 极其 敏锐 的 洞察 力 来 猜想 出 这 个 线形 组 合 。 我 们 所 需要 的 全 部 
只 是 一 些 耐心 的 “推导 ”， 从 而 向 消去 的 目标 进发 。 


问题 与 练习 
题 7.1.9 写 出 算术 基本 定理 的 一 个 正式 的 证 明 ， 
题 7.1.10 “回顾 例 3.2.4， 一 个 包含 最 大 公约 数 、 最 小 公信 笋 和 极限 原理 的 有 趣 问 题 。 
题 7.1.11 证 明 对 每 个 正 整 数 来 涪 ,分 式 (+ 2n)/ot +3m +]) 都 是 既 约 分 式 。 


题 7.1.12 辐 转 相 除 法 。 反 复 使 用 带 余 除法 能 方便 地 计算 两 个 数字 的 最 大 公约 数 。 例 如 ， 


计算 (333, 51);: 
333=6x51+27; 


51=1x27+24; 

27=1x24+3 

24=8x3+0。 
我 们 从 333 除 以 51 开始。 然后 把 51 除 以 上 一 步 的 余数 。 在 接 下 来 的 每 步 中 ， 我 们 都 用 最 后 的 
余数 除 以 上 一 步 得 到 的 余数 。 一 直 这 样 做 直到 余数 为 0， 并 且 答 案 (最 大 公约 数 ) 是 最 后 的 非 
0 余数 (在 本 例 中 是 3)。 


下 面 是 另 一 个 例子 。 为 了 计算 (89, 24)， 有 
89=3x24+17; 


24=1x17+17; 
17=2x7+3; 
7=2x3+1, 
因此 最 大 公约 数 为 1。 
这 个 方法 称 为 驾 转 相 除 法 。 请 解释 为 什么 它 是 对 的 ! 


题 7.1.13 ”线形 丢 香 图 方程 。 因 为 17111, 存在 整数 x, y 使 得 17x + 11y = 1。 例 如 , x= 2， 
y= 一 3 成 立 。 下 面 是 一 个 简洁 的 生成 这 个 方程 整数 解 的 技巧 。 只 要 令 
x=2+1lt, y=—3—17t, 
其 中 + 是 任何 整数 。 
(a) 验证 无 论 1 是 什么 , x=2+ 111, y=-3 -17t 是 17x+ 11y = 1 的 解 。 这 是 一 个 简单 的 代 
数 练习 ， 也 确实 是 创造 性 地 添加 零 的 方法 (the add zero creatively tool) 的 一 个 典 例 。 
(b) 证 明 17x + 11y = 1 的 所 有 台 数 解 有 如 下 形式 , 即 如 果 x, y 是 满足 17z + 11y = 1 的 整数 ， 
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那么 存在 某 个 整数 1， 使 得 x=2+111, y= 一 3 一 171。 

(9) 通过 反复 试验 容易 得 到 解 x<=2, y = 一 3， 但 对 于 比较 大 的 数字 ， 能 逆向 使 用 驾 转 相 除 
法 。 例 如 ， 利 用 问题 7.1.12 中 的 例子 来 求 x, y 使 得 89x+ 24 = 1。 由 将 1 写 为 3 和 7 的 线形 组 
合 开始 ， 再 将 3 写 为 7 与 17 的 线性 组 合 ， 以 此 类 推 。 

(d) 当然 如 果 x=2,y= -3 是 1T7z+ 11)= 1 的 一 个 解 ,那么 x= 2uw, y= 一 3u 是 方程 17x + 
lly =u 的 一 个 解 。 如 上 题 ， 验 证 所 有 解 都 有 形式 x= 24+ 111, y= -3x 一 17t。 

(e) 这 个 方法 当然 能 被 推广 到 ax + by = c 形式 的 方程 ， 其 中 a，5， c 是 常数 。 首 先 将 两 边 
同 除 以 a 与 的 最 大 公约 数 ， 如 果 这 个 最 大 公约 数 不 是 c 的 约 数 ， 则 不 存在 解 。 然 后 通过 反复 
试验 或 辊 转 相 除法 得 到 一 组 解 。 

(f) 为 了 考察 生成 丢 番 图 方程 无 限 多 个 解 的 方法 ,请 看 一 下 关于 Pell 方程 的 问题 (7.4.17 一 
7.4.22)。 

题 7.1.14 考虑 集合 已 ={a+bV-6,abeZ) 。 定 义 范 数 函数 N 为 N+bY-6) = a?+6b?。 
这 是 一 个 “自然 ”的 定义 ， 它 正 是 复数 a+ biV6 模 的 平方 ,并且 它 非常 有 用 ， 因为 其 值 为 整数 。 

(a) 证明, 乘积 的 范 数 等 于 范 数 的 乘积 , 也 就 是 , 如 果 a, pe 严 ,那么 N(ap)= N(ON(B) 。 

@) 说 明 : 如 果 we 天 不 是 整数 (也 就 是 说 ， 如 果 它 有 非 零 的 虚 部 )， 那 么 N(o)>6 。 

(0) 一 个 到 素数 是 王 的 这 样 一 个 元 素 ， 它 在 严 中 除 1 与 它 本 身 之 外 没有 其 他 因子 。 证 明 2 
和 5 是 下 素数 。 

(d) 证 明 : 7 和 31 不 是 已 素数 。 

(e) 类 似 地 ,证 明 2-V-6 和 2+\-6 是 F- 素 数 。 

(f) 推导 下 没有 唯一 分 解 性 质 。 


题 7.1.15 证 明 ， 连续 的 斐 波 那 契 数 永远 是 互 素 的 。 

题 7.1.16 证 明 : (a, b)[a, 5b]= ab。 请 不 要 利用 素数 吞 分 解 , 而 利用 最 大 公约 数 与 最 小 公信 
数 的 定义 。 

题 7.1.17 (USAMO 1972) 令 a,b,ceN。 证 明 : 


[lab _ (ab,c)’ 
[a,bl[b,cllc,a] (a,bXb,cXe,a) " 


题 7.1.18 证 明 ， 两 个 连续 素数 的 和 不 可 能 等 于 某 个 素数 的 两 倍 。 
题 7.1.19 是 否 可 能 有 4 个 连续 的 整数 都 为 合 数 ? 5 个 呢 ? 多 于 5 个 呢 ? 任意 多 个 呢 ? 


题 7.1.20 证 明 


1 
2 3 


永远 不 会 是 一 个 整数 。 
题 7.1.21 证 明 ， 全 对 于 所 有 0<k<p 来 说 是 p 的 信 数 。 
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题 7.1.22 证 明 ; 100! 以 249 个 0 结尾 。 请 推广 至 一 般 性 结论 ! 


题 7.1.23 令 reN， 证 明 ; 当 0<k<p' 时 ， (Jip tem. 


题 7.1.24 证 明 : 如 果 整除 一 个 占 波 那加 数 ， 那 么 它 将 整除 无 限 多 个 占 波 那 回 数 。 


题 7.1.25 证 明 : 存在 无 限 多 个 乱 +3 形式 的 素数 ， 也 就 是 说 ， 序 列 {3, 7, 11, 19,…} 是 无 


题 7.1.26 证 明 ， 存在 无 限 多 个 6m 一 1 形式 的 素数 。 


题 7.1.27 (BAMO 1999) 证 明 : 在 连续 的 12 个 正 整数 中 至 少 存在 1 个 数 ， 这 个 数 小 于 它 
所 有 真 因数 之 和 。( 正 整数 "的 真 因数 是 除 1 与 = 以 外 所 有 整除 ”的 数 。 例 如 ，14 的 真 因数 为 
2 和 7.) 


题 7.1.28 (BAMO 2000) 证 明 : 任何 大 于 等 于 7 的 整数 可 以 写 为 两 个 互 素 的 、 大 于 1 的 
整数 之 和 。 例 如 ，22 和 15 互 素 ， 因 此 37 = 22 + 15 便 是 我 们 想 要 的 37 的 分 解 。 


题 7.1.29 (BAMO 2006) 因为 24=3+5+7+9， 数 24 能 被 写 为 至 少 两 个 连续 正 奇数 之 
和 。 


(a) 数 2005 能 被 写 为 至 少 两 个 连续 的 正 奇数 之 和 吗 ? 如 果 能 ， 举 例 说 明 如 何 做 到 ， 如 果 不 
能 ， 给 出 证 明 。 

(b) 数 2006 能 被 写 为 至 少 两 个 连续 的 正 奇 数 之 和 吗 ? 如 果 能 ， 举 例 说 明 如 何 做 到 ， 如 果 不 
能 ， 给 出 证 明 。 

题 7.1.30 ”如 果 一 个 整 系数 多 项 式 的 系数 互 素 ， 则 该 多 项 式 称 为 是 本 原 的 。 例 如 ， 
3x?+9x+7 是 本 原 的 而 10x* 一 5x+15 不 是 。 

(a) 证 明 ， 两 个 本 原 多 项 式 之 积 也 是 本 原 的 。 提 示 : 极限 原理 。 

(b) 利用 (a) 证 明 高 斯 引 理 ， 如 果 一 个 整 系数 多 项 式 能 被 分 解 为 两 个 有 理 系数 多 项 式 ， 那 它 
也 能 被 分 解 为 两 个 整 系数 本 原 多 项 式 。 


题 7.1.31 判断 正 误 ， 并 说 明理 由 ， 

(a) 两 个 连续 正 整数 之 积 不 可 能 等 于 一 个 完全 平方 数 。 

(b) 三 个 连续 正 整数 之 积 不 可 能 等 于 一 个 完全 平方 数 。 

题 7.1.32 (俄罗斯 1995) 对 于 所 有 i#j， 自 然 数 序列 ai oz… 满 足 

GCD(a,a)) = GCD(i, /) , 

证 明 ， 对 于 所 有 i, 有 a=i。 

题 7.1.33 (USAMO 1973) 证 明 ， 三 个 不 同 素数 的 立方 根 不 可 能 是 某 个 等 差 序列 的 三 项 
(不 必 连 续 的 )。 
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7.2 同 余 


同 余 记号 在 2.3 节 中 已 经 提出 。 回 忆 : 如 果 a-- 是 mm 的 倍数 ， 我 们 记 作 
4s pmod m) ( 读 作 “a 同 余 于 5 模 m”)。 

例 7.2.1 下 面 是 一 些 您 应 当 会 证 明 的 命题 。 

(a) 如 果 将 a 除 以 得 到 余数 r， 这 等 价 于 说 a=r(mod b) 。 

@) 只 存在 m 个 模 m “不 同 ” 的 整数 , 因为 只 存在 mw 个 不 同 的 余数 0,1,2,…,m 一 1 
称 这 m 个 数 为 模 m 整数 或 者 2 。 例 如 ， 在 Zs。 中 有 5+5=4, 25 =2， 等 等 。 另 一 个 
使 用 的 术语 是 模 m 余数 。 例 如 ，7 和 3 是 不 同 的 模 5 余数 ， 但 是 相同 的 模 4 余数 。 

(0) 命题 a=b(mod m) 等 价 于 说 存在 整数 上 使 得 a=b + mk。 

(d) 如 果 a=pmodm 和 csd(modm) ， 那 么 atcsb+t+d(mod m) 和 ac= bd 
(mod m) 。 


最 后 一 条 命题 特别 有 用 。 例 如 ,假设 我 们 想 要 求 2” 除 以 17 的 余数 。 注意 : 24= 
16= -1(mod 17)。 这 样 便 有 2.”= (29250 = (-1)20= 1， 因 此 余数 是 1。 

例 7.2.2 这 种 方法 的 另 两 个 例子 产生 了 后 面 著名 的 整除 性 法 则 。 证 明 并 记 住 它 
们 ! 

(a) 如 果 一 个 数 用 十 进 制 写 出 ， 那 么 它 与 它 各 位 数字 之 和 模 9 或 模 3 同 余 。 

@) 如 果 一 个 数 用 十 进 制 写 出 , 那么 它 与 个 位 数字 一 十 位 数字 + 百 位 数字 一 千 位 
数字 ( 依 此 类 推 ) 模 11 同 余 。 

选取 一 个 合适 的 m 来 观察 一 个 模 m 的 问题 是 一 种 神奇 的 化 简 战 术 ， 因 为 它 将 整 
数 这 个 无 穷 的 字 宙 减 为 Z。 的 有 限 世界 。 您 在 奇偶 性 中 已 经 磁 到 过 这 种 思想 ， 那 时 只 
是 m=2 的 情形 ， 您 也 遇 到 过 m 为 其 他 值 的 情形 。 我 们 经 常 (但 不 总 是 ) 求助 于 素数 
值 的 m， 因 为 素数 是 更 简单 、 更 “基础 "， 也 更 容易 理解 的 对 象 。 一 般 地 


当 开 始 考察 一 个 数论 问题 时 ， 假 设 变量 是 素数 或 至 少 是 互 素 的 。 一 般 情 形 往往 能 
通过 一 些 “ 技 术 ” 细 节 从 素数 情形 得 到 。 
例 7.2.3 党 马 大 定理 。 令 mn>3。 证 明 等 式 


各 十 加 二 2 
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没有 非 零 整数 解 。 

我 们 并 不 准备 证 明 它 ， 费 马 大 定理 或 许 是 在 所 有 的 数学 问题 当中 最 著名 最 出 色 的 
问题 。 法 国 数学 家 费 马 在 300 多 年 前 猜想 它 是 正确 的 ， 然而 这 个 问题 直到 1995 年 才 
被 解决 。 但 是 我 们 将 指出 两 种 简化 情形 。 

。 不 类 一 般 性 地 ，n 为 素数 。 例 如 ， 如 果 好 + 六 = 于 没有 非 苓 整数 解 ， 则 

到 + 站 =z? 也 没有 非 零 整 数 解 ， 因 为 后 者 能 被 重 写 为 
+0) =(z) 。 

。 类 似 地 , 可 以 假设 Xz 是 一 个 本 原 解 ; 也 即 , x, yz 没有 公共 因子 (除了 1)。 
为 了 说 明 原因 ,假设 g 是 x,y,z 的 最 大 公约 数 。 则 存在 某 些 整 数 a, 六 c， 使 得 
X=ga,y=gb,z= gc。 注 意 4a, b,c 没有 公共 因子 ,以 及 

XA +y =2" (ga)" +(gb)" =(gc)" a" +b" =c", 


其 中 第 三 个 等 式 由 第 二 个 除 以 外 得 到 。 


为 什么 素数 这 么 好 ? 

素数 方便 的 原因 之 一 是 : 它 存在 唯一 的 “乘法 逆 "。 例 如 ， 在 Zs 中 ， 数 5 有 一 个 
乘法 逆 ， 也 就 是 它 本 身 ， 因 为 5x5=1(mod 6) 。 然 而 ，2 没有 乘法 逆 ，4 也 没有 。 相 比 
之 下 ，2 的 所 有 非 零 元 素 都 有 逆 ， 而 且 是 唯一 的 。 有 

1xl=s2x4=3x5=6x6=lmod7) ， 

因此 1，2，3，4，5，6 在 Z, 中 的 逆 分 别 为 1，4，5，2，3，6。 一 般 地 ， 

如 果 是 素数 ， 且 Xx 不 是 pp 的 倍数 ， 那 么 存在 唯一 的 ye {1,2,3,…,p 一 1} 使 得 

y=1(mod p)。 

这 在 例 2.3.4 已 经 被 证 明了 。 倒 数 第 二 步 是 一 个 非常 有 用 的 事实 

如 果 已 是 素数 ， 且 区 zx0(mod p) ， 那 么 (了 -1) 个 数 

为 25 37,%°, (p— 1 
在 妃 中 是 不 同 的 。 
等 价 地 ， 如 果 p 是 素数 ， 且 x 0(mod p) ， 那 么 在 也 中 ， 
{x, 2x, 3x, *%°, (p-1)x} = {1, 2, 3,…, p—1} (1) 

例如 ， 如 果 p=7 和 x=4， 那么 有 ( 模 p) 


伪 B 怎 村 解 是 : 关节 充 客 攻关 宝典 


4x1=4,4x2=1,4x3=5,4x4=2,4x5=6,4x6=3， 
验证 了 在 Z, 中 4 的 非 零售 数 正 是 Z, 中 非 零 值 的 排列 。 


费 马 小 定 


让 我 们 导出 (1) 的 一 个 漂亮 的 结论 ,。 设 p 为 素数 ， 且 alp。 由 于 集合 {a, 24, 3a，…， 
(Pp 一 1)a} 和 {1,2,3, …,p 一 1} 在 Z, 中 相等 , 则 其 中 元 素 的 乘积 在 Z, 中 也 相等 。 也 就 是 
说 ， 

ax2ax3a:'…(p—Das1xX2x3.….(p—1) (mod p), 
这 等 价 于 
ar'(p-D!=(p—D!(mod p) 。 
因为 p 是 素数 ，(p-1)!Lp 并 且 因 此 ， 我们 能 在 两 边 “ 约 去 ”(p 一 DD)!," 得 到 费 马 小 定 
理 
a =1(mod p) 。 
(“小 ”用 来 区 分 它 和 费 马 大 定理 。) 我 们 也 能 通过 乘 以 a 来 去 掉 假设 “a 模 p 非 零 ””， 
得 到 等 价 的 命题 
a? =a(mod p) 
对 于 所 有 整数 a， 素 数 p 均 成 立 。 
下 面 的 例子 说 明 如 何 使 用 费 马 小 定理 来 创造 合 数 。 


例 7.2.4 (德国 1995) 令 a 和 5 为 正 整数 ， 并 令 序 列 Co)nzo 定义 为 z =1 和 
xurl = Cos +b ，n 为 非 负 整数 。 证明: 对 于 任何 a 和 “的 选择 ， 序 列 (xjr>o 包 含 无 限 多 
个 合 数 。 

解答 首先 来 做 个 试验 。 尝 试 a=5，b=7， 结 果 是 

1, 12, 67, 342, 1 717, 8 592,.… 
显然 ， 每 隔 一 项 便 是 偶数 ， 且 如 果 a 和 5b 都 是 奇数 ， 那 么 结论 恒 成 立 。 如 果 a 和 4b 有 
不 同 的 奇偶 性 ， 例 如 ，a = 2，b = 3， 序 列 将 会 是 
1, 5, 13, 29, 61, 125, 253, 509, 1 021, 2 045,… 

注意 ， 从 a, =5 开始， 每 隔 3 项 便 出 现 一 个 5 的 倍数 。 则 接 下 来 的 几 项 是 . 


四 参见 题 7.2.5。 
@ 短语 “ 模 p 非 零 "、“ 与 p 互 素 "、“ 不 是 p 的 倍数 ”和 “在 即 中 非 堆 ” 全 都 等 价 。 
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ak = 2u+3, 

Gis2 =2(24+3)+3= 4u+9, 

at =2(4u+9)+3=8u+21, 

isa =2(8x+21)+3=16xw +4S。 
因此 事实 上 ，ar,4 将 是 5 的 倍数 。 如 果 够 仔细 的 话 ， 可 以 在 这 个 序列 中 生成 合 数 。 让 
我 通过 反 证 法 来 尝试 给 出 一 个 正式 的 论证 ， 使 用 任何 给 定 的 a 和 5 的 值 。 


假设 结论 不 成 立 ， 也 就 是 说 ， 这 个 序列 只 包含 有 限 多 个 合 数 。 这 意味 着 “最 终 ” 
这 个 序列 只 有 素数 ， 也 就 是 说 ， 存 在 某 个 M 使 得 对 于 所 有 n > M，a, 为 素数 。 这 个 陈 
述 有 “立足 之 处 ”， 因 为 素数 往往 比 合 数 处 理 起 来 要 简单 ， 并 且 特 别 地 ， 我 们 对 于 素 
数 有 好 的 工具 ， 比 如 费 马 小 定理 。 现 在 我 们 需要 利用 试验 来 构造 一 个 对 于 所 有 a 和 用 
的 值 都 可 行 的 矛盾 ! 


令 n>M, 且 基 =p, D 为 素数 。 过 一 会 儿 序列 会 发 生 什么 事 呢 ? 我 们 有 xz = op+ 
b,x =a ptabt+b,x.,s =ap+ab+ab+b ， 等 等 。 一 般 地 ， 对 于 任何 上 有 


一 
a dp tba ters tt =at pth 1: 
和 


如 果 能 证 明 xm 对 于 某 些 上 不 是 素数 那 将 会 很 好 。 因 为 对 己 已 经 熟悉 ， 我 们 来 利 


用 它 : 如 果 能 正明 4 3 的 信 数 ， 就 大 功 告 成 了 ! 现在 ， 费 马 小 定理 将 起 到 


关键 作用 : 只 要 a 不 是 p 的 倍数 ,我 们 有 a =1mod p) ， 因 此 如 果 选 择 &=p-1， 那 
么 -1 是 p 的 倍数 。 然而, 我 们 把 它 除 以 了 a 一 1。 如果 p 整除 a 一 1 会 怎样 ? 那么 我 
们 将 会 陷入 麻烦 。 因 此 现在 别 担心 它 ! 只 要 先 假设 p 不 整除 a 一 1。 


回顾 一 下 ， 如 果 假 设 p 既 不 整除 a 也 不 整除 a-1， 那 么 wp-1 将 会 是 pp 的 倍数 ， 
这 便 产生 了 矛盾 。 如 何 能 保证 p 满足 这 两 个 条 件 ? a 给 定 了 ， 它 是 固定 的 。 因 此 只 有 
有 限 多 个 素数 p 或 者 整除 a 或 者 整除 a 一 1。 但 根据 假设 ， 对 于 n> M，a, 的 值 都 是 素 
数 ， 并 且 会 有 无 限 多 个 素数 ， 因 为 序列 是 递增 的 。 因 此 有 无 限 多 个 素数 供 选 择 ， 只 要 
选 一 个 有 用 的 就 行 了 ! 国 


问题 与 练习 


题 7.2.5 已 知 ar=br(mod m) 且 r 上 m， 证 明 : 可 以 从 这 个 同 余 式 两 边 约 去 r， 从 而 得 到 
Q= (mod m) 。 当 (m,r)>1 时 又 会 如 何 ? 


题 7.2.6 证 明 : 如 果 a?+b? =c?*， 那 么 3lab。 


僵 8 乞 村 解 息 : 妆 手 竞赛 攻关 宝典 


题 7.2.7 证 明 : 如 果 台 + 六 =z?， 这 三 个 数 中 必 有 一 个 是 7 的 倍数 。 
题 7.2.8 求 所 有 使 得 闷 + 2 为 素数 的 素数 x。 
题 7.2.9 证 明 ， 存在 无 限 多 个 不 能 表示 为 3 个 完全 立方 数 之 和 的 正 整 数 。 


题 7.2.10 令 N 为 一 个 由 9 个 不 同 的 非 零 数字 组 成 的 数 , 使 得 对 于 每 个 从 1 到 9 ( 含 两 端 ) 
的 ,的 前 个 数字 组 成 的 数 能 被 整除 。 求 N (答案 唯一 )。 


题 7.2.11 令 /(m) 代 表 n 的 各 位 数字 之 和 。 


(a) 对 于 任何 整数 >”， 证 明 : 序列 
f0), fF), fF (FD 

最 终 会 变 成 常数 。 这 个 常数 称 为 二 的 数位 和 。 

@) 证 明 : 任意 两 个 挛 生 素数 除了 3 和 5) 之 积 的 数位 和 等 于 8。( 李 生 素 数 是 两 个 素数 ， 
同时 也 是 两 个 相 邻 的 奇数 。) 

(Cc) (IMO 1975) 令 m= 44444 从 ， 不 用 计算 器 求 /CACFCD)。 

题 7.2.12 使 用 鲍 笼 原理 证 明 : 一 定 存在 一 个 17 的 方 矫 数 以 00001 结尾 ， 并 尝试 推广 此 
结论 。 

题 7.2.13 a 模 p 的 阶 定义 为 最 小 的 正 整数 上 使 得 a =1(mod P) 。 证 明 : 如 果 p 是 素数 ， 
那么 a 的 阶 一 定 整除 pp-1。 

题 7.2.14 令 p 为 素数 ,证明 ; 如 果 六 =1(mod p) 对 于 所 有 非 零 的 x 均 成 立 , 那么 p-1 整 
除 。 

题 7.2.15 令 {4,}wo 为 一 个 满足 wu = 2a, +1 的 整数 列 。 是 否 存在 m 使 得 这 个 序列 包含 全 
部 素数 ? 


题 7.2.16 通过 对 a 使 用 数学 归纳 法 ,证明 费 马 小 定理 (将 需要 二 项 式 定理 )。 

题 7.2.17 我 们 对 费 马 小 定理 的 讨论 包含 了 量 (p 一 1)!。 请 重新 阅读 威尔逊 定理 的 证 明 ( 例 
3.1.9)， 它 说 如 果 p 是 素数 , 则 (p 一 )!= 一 l(mod p) 。 

题 7.2.18 中 国 利 余 定理 。 考 虑 下面 两 个 同时 成 立 的 同 余 


x=3(mod11), 
x=5 (mod 6), 


通过 检验 容易 找到 一 个 解 , x=47。 有 另 一 个 方法 ， 因 为 6L11， 我 们 能 找到 6 和 11 的 一 个 
等 于 1 的 线性 组 合 ， 例 如 ，(-Dxll+2x6=1。 计 算 
5x(-Dxll+3x2x6=-19 。 
这 个 数 是 一 个 解 ， 模 66 = 6x11 : 事实 上 ，47 = -19(mod 66)。 


(a) 为 什么 此 式 成 立 ? 
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(b) 注意 两 个 同 余 〈 例 子 中 是 11 与 6) 必须 是 互 素 的 。 举 例 说 明 ， 如 果 两 个 同 余 拥 有 一 个 
公共 因子 ， 那 同时 成 立 的 两 个 同 余 关系 并 不 总 是 存在 解 。 

(0) 令 mln, 令 a 和 5 为 任意 值 ,再 令 x 同 时 满足 同 余 关系 x=a(mod m) 和 x= bmod n) 。 
上 面 描述 的 算法 能 产生 x 的 一 个 解 。 证 明 ， 这 个 解 在 模 mn 下 是 唯一 的 。 

(d) 证 明 ; 这 个 算法 能 被 推广 到 有 限 个 同时 成 立 的 同 余 关 系 ， 只 要 同 余 是 两 两 互 素 的 。 

(e) 证 明 ， 存在 3 个 连续 的 数 ， 每 个 数 都 能 被 一 个 整数 的 1 999 次 每 整除 。 

人 ) 证 明 : 存在 1 999 个 连续 的 数 ， 每 个 数 都 能 被 一 个 整数 的 3 次 等 整除 。 

题 7.2.19 (USAMO 1995) 令 咏 为 一 个 奇 素数 。 序 列 (ao 定义 如 下 : ao =0， 
=1…,4a,- = 一 2 并 且 ， 对 于 所 有 np 一 1 ，as 是 最 小 的 大 于 a, 的 数 ， 使 得 它 与 前 面 任 
意 项 不 能 组 成 一 个 长 度 为 p 的 等 差 数 列 。 证 明 ， 对 于 所 有 n，a。 是 将 nn 用 p 一 1 进 制 写 出 并 用 p 
进 制 阅读 得 到 的 数 。 

题 7.2.20 (Putnam 1995) 数 did，,…d, 是 一 个 9 位 (每 位 数字 不 必 不 同 ) 的 十 进 制 数 。 数 
&1e2…e9 是 这 样 的 数 ， 将 did，…d, 每 次 把 一 个 di 用 相应 的 ej 替换 得 到 的 9 个 数 中 ， 能 被 7 整除 
的 那些 数 。 数 有,… .以 相同 方式 与 ae,…e 关联 ， 也 即 ， 通 过 将 一 个 e; 用 对 应 的 有 代替 得 
到 的 9 个 数 中 ， 能 被 7 整除 的 那些 。 证 明 ， 对 于 每 个 i，d, 一 下 能 被 7 整除 。( 例 如 ， 如 果 
diqd,…qd, =199 501996 ， 那 么 e6 可 以 等 于 2 和 9， 因 为 199 502.996 和 199 509 996 是 7 的 倍 
数 .) 

题 7.2.21 《Putnam 1994) 假设 a, 5， c,d 是 满足 0<a<b<99,0<c<d<99 的 整数 。 对 于 任 
何 整 数 i, 令 n =101i+1 002 。 证明; 如 果 nu+ 蕊 与 .+na 模 10100 同 余 , 那么 a=c 及 b=d。 


7.3 数论 函数 


在 定义 域 为 NN 的 无 限 多 个 函数 中 ， 我 们 将 要 选 出 特别 感 兴趣 的 那些 。 这 些 函 数 大 
多 数 都 是 积 性 函数 ， 即 当 a1b 时 ， 具 有 这 种 性 质 的 函数 /满足 
f(ab) =f (a) f(b), 
例 7.3.1 证 明 : 如 果 广 RN 一 N 是 积 性 函数 ， 则 7() = 1。 


例 7.3.2 证 明 : 如 果 f 是 积 性 函数 ， 则 “得 到 f 的 所 有 值 ”等 价 于 “对 每 个 素数 
了 和 每 个 re 世 得 到 /(p")”。 


因子 和 
定义 


全 和 培 解 征 ， 效 季 充 客 次 关 宝 典 


COD=2dr， 
Er 
其 中 > 是 任何 整数 。 例 如 ， 
0,(10)=1 +2 +5 +10? =130。 
另 言 之 ，G《m) 是 n 的 因子 的 r 阶 知之 和 。 尽 管 对 任意 7 值 定义 这 个 函数 是 有 用 的 ， 但 
是 实际 上 ， 我 们 很 少 考虑 除 r=0 和 += 1 以 外 的 值 。 
例 7.3.3 注意 mln) 等 于 的 因子 数 。 这 个 函数 一 般 用 dln) 来 表示 。 您 曾 在 例 3.1 
与 问题 6.1.21 中 见 到 过 它 。 回 忆 : 如 果 
n=pr pr pr 
是 的 素数 竺 分解， 那么 
d(n)=(e +D(e, +1):…(e, +)) 。 
由 这 个 公式 ， 可 以 推断 d(m) 是 积 性 函数 。 
例 7.3.4 举例 说 明 : 如 果 a 与 总 不 是 互 素 的 , dAab) 不 总 是 等 于 da)d(b)。 事实 上 ， 
可 证 明 : 当 a 与 5 不 是 互 素 的 时 ，d(ab)<dla)d(b)。 


例 7.3.5 函数 gi(m) 等 于 nn 的 因子 之 和 ， 并 且 常 简单 地 用 oln) 表 示 。 


( 证明， 对 于 素数 和正 数 x， 有 oP”) 全 于 


人 b) 证 明 : 对 于 不 同 的 素数 P，9， 有 ca(pq)=(P+l(9+D 。 

例 7.3.6 一 个 重要 的 计数 原理 。 令 n=ab, 其 中 alb。 证 明 : 如 果 d 则 4=zm， 
其 中 ula 且 尼 。 进 一 步 讲 ， 这 是 一 个 一 一 对 应 关系 ， 即 每 对 满足 dla， 呈 的 wy 产 
生 了 一 个 不 同 的 整除 的 d: = uv。 

例 7.3.7 利用 (7.3.6) 来 推断 cm) 是 积 性 函数 。 例 如 12 = 3x4， 且 314, 并 且 有 

Ci2)=1+2+4+3+6+12 
=(1+2+4)+(1x3+2x3+4x3) 
=(1+2+4)(1+3) 
=0(4)0(3). 
例 7.3.8 注意 ; 事实 上 ， 能 用 (7.3.6) 来 证 明 oi(m) 是 积 性 的 ， 无论 取 何 值 。 
例 7.3.9 事实 上 , 能 得 出 进一步 的 结论 。 我 们 曾 使 用 的 计数 原理 可 以 以 如 下 方式 


被 重新 整理 : 令 n=ab 且 alb， 并且 令 为 任意 积 性 函数 。 仔 细 证 明 (请 尝试 多 个 具 
体例 子 ) 
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-中 3rovo 


Een) 


FW=2 /00) 
如 果 了 是 积 性 的 ， 那 么 下 也 是 积 性 的 。 


我 们 已 经 证 明了 如 下 一 般 事 实 
令 


Ph 和 Mu 


定义 名 (n) 为 小 于 等 于 并 与 互 素 的 正 整数 个 数 。 例如 儿 (12)=4, 因为 1, 5, 7， 
11 是 与 12 互 素 的 。 


我 们 能 使 用 容 斥 原理 ( 见 6.3 节 ) 来 估计 儿 (n)。 例 如 ， 为 了 计算 儿 (12), 仅 需 考 
虑 的 相关 性 质 是 被 2 整除 的 性 质 或 被 3 整除 的 性 质 ， 因 为 2 和 3 是 仅 有 的 能 整除 12 
的 素数 。 关 于 如 何 继续 计算 剩余 部 分 ， 我们 已 经 计算 过 很 多 次 了 。 那 就 是 计算 介 于 1 
与 12 ( 含 两 端 ) 的 整数 与 12 有 公 因子 的 个 数 。 如 果 令 MM 代表 不 大 于 12 的 倍数 的 
个 数 ， 那 么 只 需要 计算 

| M, UM, |， 
因为 任何 与 12 有 公 因 子 的 数 将 是 2 或 3 (或 两 者 都 是 ) 的 倍数 。 现 在 容 斥 原理 瞳 示 着 
IM Ua|=|Maz|+las|-|xcnac|。 
因为 2 上 3 ， 能 将 M, 门 M, 重 写 为 Ms 。 因 此 有 
@012)=12-|M, UM|=12-(|M,|+|M|)+ Me|=12-(6+4)+2=4。 
例 7.3.10 令 p 和 9g 为 不 同 的 素数 。 证明: 
(a) CCP)= 忆 -15 


人 Dp)=p' -p=p"'(p-D)=p [3 


1 1 
@ =(p—l)(a—1l)= == Ni-—= 
(c) OS(pq)=(p-D(q -1l) ~( Al ， 
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四 Dp'q)=p"(p-Dg"(g-D)=p'g € | 3 


上 面 这 些 特殊 情况 显然 蕴含 着 儿 是 积 性 的 。 用 容 斥 原理 容易 证 明 。 例 如 ,假设 
只 包含 不 同 的 素数 ，g，w。 ate 有 
Gm)=n-(M, |+|M, |+|M, D+( Ms, [+1M,, |+|M,, D-|M,, 
一 般 地 ， 


但 因为 p，qg，w 都 整除 上， 我 们 能 去 掉 括 号 ; 
on 2 rE 上 es (2) 
pa w pq aw pw) paw 
并 且 这 些 因子 可 简化 为 


Gn) -中 Ce Ce EL 
P 八 39 八 wm 
如 果 记 n= p'q'w ,有 


CD = 六 (3)e (1) (3)= Gp Dg OW) , 
Pp q w 


其 中 使 用 了 7.3.10 中 的 公式 。 这 个 论证 当然 可 以 推广 到 任何 不 同 的 素数 ， 因 此 我 们 已 
经 证 明了 儿 的 积 性 。 在 证 明 过 程 中 我 们 得 到 了 一 个 公式 ， 它 从 直觉 上 来 讲 很 有 道理 。 
例如 ， 考 虑 360= 23x3?x5 。 我 们 的 公式 表明 


co 


且 这 也 是 有 意义 的 。 因 为 能 证 明 ; 小 于 等 于 360 的 正 整数 中 有 一 半 是 奇数 ， 并 且 其 中 
三 分 之 二 不 是 3 的 倍数 ， 剩 余部 分 中 的 五 分 之 四 不 是 5 的 倍数 。 最 终 360 中 的 


(¥ 2x 乓 个 数 将 会 是 与 360 没有 公 因子 的 数 。 这 个 论断 不 是 很 严格 。 它 的 隐 含 条 件 


是 : 假设 被 不 同 素数 的 整除 性 在 概率 意义 下 有 “独立 ”的 意思 。 这 是 对 的 ， 并 且 我 们 
也 能 把 它 变 得 严格 ,但 这 不 是 将 它 严格 化 的 地 方 。? 
让 我 们 暂时 换 一 个 内 容 ， 来 介绍 莫 比 乌 斯 函数 JAn)。 定 义 
1 n=1; 
Hm =10 Pp? |m， 其 中 p 是 某 个 素数 ; 
(~-D”n= ppPs…Pp,， 其 中 p, 是 r 个 互 不 相同 的 素数 。 


Q@ 文献 [24] 中 有 关于 此 以 及 相关 问题 的 精彩 讨论 。 
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这 是 相当 古怪 的 定义 ,但 事实 证 明 ; 莫 比 乌 斯 函数 很 方便 地 “编码 ”了 容 斥 原理 。 下 
表 是 由 开头 的 几 个 /Xn) 值 构成 的 。 


[3 上 二 2 | 
车 枯 轩 EEEIEN -| 


例 7.3.11 证 明 : 4 是 积 性 的 。 
例 7.3.12 利用 例 7.3.11 和 例 7.3.9 来 证 明 : 
n=]; 


ZLO= 起 n>l 


Ln) 的 值 根据 w 的 素 因 子 数量 的 奇偶 性 来 改变 符号 。 这 就 使 莫 比 乌 斯 函数 与 容 斥 原理 
相关 。 例 如 ， 我 们 能 重 写 等 式 (2) 为 


Dm) = Pu) (3) 
dn ad 


从 Lh 的“ 过滤” 性 质 来 看 ， 这 也 是 成 立 的， 事实 上 如 果 在 上 式 中 因子 d 包含 了 大 于 1 
的 指数 ，/JA4) = 0， 因 此 这 项 就 没有 出 现 。 如 果 4d 是 一 个 单独 的 素数 ， 例 如 pp， 对 应 项 


为 = 也。 类 似 地 ， 如 果 4=pg， 对 应 项 变 为 + ， 依 此 类 推 。 当 然 (3) 是 一 般 的 公式 ， 
它 对 于 任何 n 均 成 立 。 


问题 与 练习 

题 7.3.13 ”利用 手绘 或 计算 机 制作 一 张 表 ， 其 中 包括 d(m)，Jn)， a(n)，pln) 的 值 
(1<x<100 )。 

题 7.3.14 证 明 ，C(nm) =14 没 有 解 。 

题 7.3.15 在 7.3.4 中 , 已 证 明 ; 当 a 和 6b 互 素 时 ，d(ab)<da)dl(5)。 关 于 此 处 的 o 函 数 能 得 
到 什么 ? 

题 7.3.16 求 满足 名 (n) =6 的 最 小 的 整数 n。 

题 7.3.17 求 满足 d(n)=10 的 最 小 的 整数 n。 

题 7.3.18 求 xeN, 使 得 Lm)+JU(n+D+JUln+2)=3 的 n 值 。 

题 7.3.19 证 明 : 对 于 所 有 ,reN， 


颌 8 阜 梓 解 是 ,数学 计 守 次 关 空 内 


Gn) _ 
Oo-,(n) 


题 7.3.20 对 于 n>1, 定义 eXn)= 玉 1， 
pe 


其中 和 式 中 的 必须 是 素数 。 对 于 n= 1， 令 eX) =1， 也 就 是 说 od 罗 是 的 不 同 素 因 子 个 
数 。 例 如 ，wxl2) = 2 并且 a7x)=1。 


(a) 对 于 = 1，…，25， 计 算 axm)。 

(b) wx170 等 于 什么 ? 

(c) @% 是 积 性 的 吗 ? 请 解释 。 

题 7.3.21 类 似 地 ， 对 于 n>1， 定义 

m= Te。 
Pe 

同样 ， 必须 是 素数 。 对 于 ”= 1， 定 义 2(n)=1。 这 样 2(n) 是 n 的 素数 署 分 解 中 出 现 的 所 有 
指数 的 和 。 例 如 ，42012) =2+1=3， 因 为 12=2?x3! 。 

(a) 对 于 n=1,，…，25 计算 2(n) 。 

(b) 使 用 反例 证 明 ， .2 不 是 积 性 的 。 

(6) 然而 ， 当 (a，b)= 1 时 ， 存 在 一 个 2(ab) 的 简单 公式 。 它 是 什么 ? 请 解释 。 


题 7.3.22 定义 
F(n)= ,8(q), 
din 
其 中 8G)=1 且 如 果 心 1，8g(t)=(-D2% 。 求 下 的 一 个 简单 的 法 则 。 
题 7.3.23 共有 两 种 巡 异 的 方法 可 以 证 明 7.3.12。 您 可 能 已 经 使 用 过 第 一 种 证 明 方 法 ， 即 
先 注意 到 F(m) = snJ(qd) 是 积 性 的 函数 ， 再 计算 FF(p”) =0 对 于 所 有 素数 成 立 。 但 还 有 另 一 
种 证 明 方法 ;考虑 如 下 等 式 


全 \ 大 


中 co =Q-D“m =0， 


其 中 am 在 7.3.20 中 已 经 给 出 定义 。 请 解释 这 个 等 式 成 立 的 原因 ， 以 及 它 为 什么 能 证 明 
了 .3.12。 


题 7.3.24 证 明 : AD) + oln) =2n 成 立 当 且 仅 当 是 素数 。 


题 7.3.25 党 马 小 定理 的 欧 拉 推广 。 模 仿 费 马 小 定理 的 证 明 来 证 明 如 下 命题 : 
令 me 局 ， 不 必 是 素数 ， 并 令 aLm。 那 么 
a?2™ =1 (mod m) 。 


题 7.3.26 令 .Am) 为 一 个 严格 递增 积 性 函数 ,其 值 域 为 正 整 数 集 , 且 满足 KD = 1 和 f2) = 2。 
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证 明 ， 对 于 所 有 n 有 ftn) = m。 
题 7.3.27 不 用 计算 机 ， 求 9” 的 最 后 两 位 数字 。 
莫 比 乌 斯 反 演 公式 


问题 7.3.28~7.3.31 探讨 了 莫 比 乌 斯 反 演 公式 ， 它 是 从 等 式 FP(n) 二 也 my(a) 中 得 到 “求解 ” 
了 的 出 色 的 方法 。 


题 7.3.28 在 7.3.9 中 ,已 经 证 明 : 如 果 Fn) 对 7(d) , 并且/ 是 积 性 的 , 那么 万 也 是 
积 性 的 。 证 明 上 述 命题 的 逆 命 题 ， 如 果 F(n) = 下, f(d) 且 是 积 性 的 ， 那 么 /必须 也 是 积 性 
的 。 提 示 ， 强 数学 归纳 法 。 


题 7.3.29 另 一 个 计数 原理 。 令 F(m) 汪 玉 4f(d) ， 并 令 8 为 任意 函数 。 考 虑 如 下 和 式 
Zeor( 引 -Zewm 5 AD， 
年 和 

对 于 每 个 ksm ， 和 式 有 多 少 项 包含 因子 jb? 首先 注意 加。 接着 证 明 包含 (局 的 项 将 是 


fk) 3 sgGoD 。 
rk) 


得 到 
F 引 - 大 网 
Zs ( 了 EA ) Zs 
上 式 非 常 繁琐 ， 但 如 果 仍 不 厌 其 烦 ， 并 计算 几 个 例子 的 话 ， 会 发 现 其 实 它 并 不 难 1 


题 7.3.30 上 面 的 等 式 使 用 了 任意 函数 g。 如 果 用 J 代替 8, 则 我 们 能 使 用 例如 7.3.12 的 一 
些 特殊 的 性 质 。 这 导出 了 英 比 乌 斯 反 演 公式 ， 即 如 果 天 (二 六 7(a) ， 则 


/=P 7(3) : 


题 7.3.31 一 个 应 用 。 考 虑 由 26 个 字母 构成 的 ，n 个 字符 的 所 有 可 能 “单词 "。 如 果 一 个 
词 不 是 由 相同 小 词 的 连接 形成 的 ， 我 们 说 它 是 “ 素 ” 的 。 例 如 ，booboo 不 是 素 的 ,而 booby 是 
素 的 。 令 PC 代表 长 度 为 ”的 素 词 个 数 。 证 明 ， 


Pm)= MaD26… 。 
dn 
例如 ， 这 个 公式 表明 P(D = J(1).26' = 26 ， 这 是 合理 的 ， 因 为 每 个 单字 符 词 都 是 素 的 。 类 似 地 ， 


P(2)= JUD).26?+J(2).26'=26? - 26 。 这 也 合理 ， 因 为 有 26? 个 两 字符 单词 ， 并 且 除了 26 个 词 
aa，bb，…，zz 以 外 都 是 素 的 。 
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7.4 委 春 图 方 各 


丢 番 图 方程 是 指 任何 变量 只 能 取 整 数值 的 方程 。 您 曾 在 问题 7.1.13 中 过 到 过 线性 
丢 番 图 方程 一 一 一 族 有 “完整 理论 ”的 方程 。 借 此 ， 我 们 表示 : 给 定 任何 线性 丢 番 图 
方程 , 都 能 够 确定 它 是 否 存在 解 。 并且, 如果 存在 解 , 便 存 在 一 个 找到 所 有 解 的 算法 。 
例如 ， 因 为 GCD(3, 21) 不 整除 19， 线 性 丢 理 图 方程 3x + 21y = 19 没有 解 。 另 一 方面 ， 
等 式 3x + 19y =4 有 无 穷 多 个 解 ， 例 如 x= -24 + 19!，y = 4-31，! 可 取 任 意 整数 。 


多 数 高 阶 丢 番 图 方程 是 有 争议 的 , 并 没有 完整 的 理论 , 并 且 有 时 只 可 能 部 分 理解。 
然而 这 个 领域 尚 有 很 多 内 容 等 待 发 掘 。 我 们 将 只 稍稍 涉及 这 方面 的 内 容 ， 并 专注 于 一 
些 时 常 能 被 理解 的 方程 类 型 ， 以 及 一 些 在 多 种 问题 中 反复 使 用 的 有 用 战术 。 


一 般 的 策略 与 战术 
给 定 任意 丢 得 图 方程 ， 有 四 个 必须 问 的 问题 : 


。 问题 是 在 “简单 ”形式 吗 ? 务必 保证 已 经 除 掉 了 所 有 的 公 因子 ， 或 者 假设 变 
量 没有 公 因 子 ， 等 等 。 见 例 7.2.3 对 此 的 简要 讨论 。 

。 存在 解 吗 ? 有 时 实际 不 能 解 出 这 个 方程 ， 但 能 说 明 至 少 存在 一 个 解 。 

。 问题 没有 解 吗 ? 通常 ， 这 是 首要 问题 。 正 如 有 时 候 用 反 证 法 证 明 方程 没有 解 
反而 容易 。 当 开始 考察 时 ， 先 花 一 些 时 间 在 这 个 问题 上 ， 这 是 有 百 利 而 无 一 
害 的 。 

。 我 们 能 找到 所 有 解 吗 ? 一 旦 已 经 找到 一 个 解 ， 我 们 要 尝试 理解 如 何 能 生成 更 
多 的 解 。 证 明 找 到 的 解 已 经 是 全 部 解 ， 这 有 了 时 是 相当 束 手 的 问题 。 

下 面 是 有 “完整 ” 解 的 问题 的 一 个 简单 例子 ， 运 用 了 最 重要 的 战术 之 一 : 因 式 

分 解 。 


例 7.4.1 求 所 有 边 长 为 整数 且 面 积 等 于 周 长 的 所 有 直角 三 角形 。 
解答 令 x,y 为 直角 边 ,，z 为 斜 边 。 那么 根据 勾 股 定理 ，z = yx*+y 。 又 由 面 


积 与 周 长 相 等 推出 
时 =xty+ye +y 。 


基本 的 代数 策略 指示 我 们 要 消除 所 有 最 明显 的 困难 , 在 这 个 问题 中 困难 指 的 是 分 
式 与 根 号 。 乘 以 2， 将 根 号 单独 放 在 一 边 ， 再 平方 。 这 推出 了 
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(7 -2x+7)* = 4 +y) 

或 者 
Ty 49(x+W) +A +y +20y) = Hx +y) 。 

在 合并 同类 项 后 ， 有 

XYy -4xy(x+y)+8y =0。 
显然 应 该 约 去 功 ， 因 为 它 永远 不 会 为 0。 得 到 

DW-4x-4y+8=0。 

到 目前 为 止 ， 所 有 的 都 是 简单 的 代数 。 现 在 我 们 采取 一 些 聪明 的 做 法 ， 在 两 边 加 8， 
让 等 式 左边 因 式 分 解 ， 这 步 很 漂亮 。 现 在 有 


Cc-4- 和 =8。 
且 因 为 变量 为 整数 ， 只 有 有 限 种 可 能 性 。 仅 有 的 解 为 (6,8)，(8,6)，(5,12)，(12,5)， 这 
只 产生 了 2 个 直角 三 角形 ， 即 6-8-10 和 5-12-13 三 角形 。 四 


仅 有 的 棘手 一 步 是 求 因 式 分 解 。 但 这 实际 上 并 不 难 ， 因 为 很 明显 ， 等 式 左边 “ 几 
平 ” 已 经 被 因 式 分 解 。 只 要 尝试 因 式 分 解 ， 要 找到 合适 的 代数 步骤 往往 不 是 很 难 。 

对 于 求解 来 说 ， 因 式 分 解 战术 是 基础 。 另 一 个 基础 战术 是 选择 合适 的 mn”， 将 问题 
通过 模 n 来 进行 “过 滤 ”"。 这 个 战术 经 常 有 助 于 说 明 不 存在 解 ， 或 者 所 有 解 必 须 满足 
的 特定 形式 。" 您 已 经 在 7.2 节 看 到 一 点 这 种 战术 了 。 下 面 是 另 一 个 例子 。 

例 7.4.2 ” 求 丢 番 图 方程 好 + 思 =1000 003 的 所 有 解 。 

解答 ”考虑 模 4 的 问题 。Z4 中 仅 有 的 平方 余数 为 0 和 1， 因 为 

0=0,1=1 2:=0, 3:=1(mod 4) 。 

因此 和 六 + 六 在 4 中 只 能 等 于 0，1 或 2。 又 因为 1000 003 = 3(mod 4) ， 我 们 得 到 方 


程 无 解 。 一 般 地 ， 当 n=3 (mod 4) 时 ， 妆 + 太 =7 无 解 。 国 
现在 继续 讨论 一 个 复杂 的 问题 ， 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 的 完整 理论 。 
例 7.4.3 求 方程 
A+ =2 (4) 
的 所 有 解 。 


解答 首先 ， 做 一 些 基本 的 简化 。 不 失 一 般 性 地 ， 假 设 所 有 变量 是 正 的 。 此 外 ， 
假设 解 是 本 原 的 ， 也 就 是 说 ， 三 个 变量 没有 公 因子 。 任 何 本 原 解 能 通过 乘法 产生 无 穷 


@ 带 余 除 法 的 使 用 同 因 式 分 解 战术 是 有 紧密 联系 的 ， 见 例 5.4.1 的 一 个 详尽 的 说 明 。 


和 葡 B 怎 村 解 是 ， 获 字 吏 额 攻关 宝典 


多 个 非 本 原 的 解 ， 例 如 (3, 4, 5) 产 生 (6, 8, 10), (9, 12, 15)，…… 


在 这 个 特殊 的 情形 下 ， 本 原 的 假设 ， 能 引出 一 些 更 强 的 结论 。 如 果 4 是 x 和 ?的 
公 因 子 ,那么 4 | 叉 + 六 也 就 是 说 ，d? |z? 也 即 相 z。 类 似 的 论证 说 明 : 如 果 4 是 任 
何 两 个 变量 的 公 因 子 ， 那 么 4 也 整除 第 三 个 变量 。 因 此 可 以 假设 解 不 但 要 是 本 原 的 ， 
而 且 要 两 两 互 素 。 


接 下 来 ， 做 一 些 奇偶 性 分 析 ， 也 即 ， 让 我 们 来 看 一 下 模 2 的 情形 。 一 直 从 奇偶 性 
来 人 手 ， 而 奇偶 性 分 析 是 难以 捉摸 的 。 考 虑 一 些 x 和 ?奇偶 性 的 情况 。 


。 都 是 偶数 。 这 不 可 能 ， 因 为 变量 两 两 互 素 。 
。 都 是 奇数 。 这 也 不 可 能 。 通 过 与 在 例 7.4.2 中 使 用 过 的 相同 推理 ， 如 果 x 和 y 
都 是 奇数 ， 那 会 使 得 z? = 2(mod 4) ， 而 这 不 可 能 发 生 。 
我 们 推断 : 如 果 (4) 的 解 是 本 原 的 话 ， 那 么 恰好 x 和 ? 中 的 一 个 是 价 数 。 不 失 一 般 
性 地 ， 假 设 x 是 偶数 。 


现在 我 们 如 同一 个 适应 了 的 解 题 者 那样 前 进 , 异想天开 方法 (wishful thinking) 促 使 

我 们 尝试 一 些 之 前 用 过 的 战术 。 让 我 们 将 等 式 因 式 分 解 ! 显然 的 一 步 是 将 它 重 写 为 
X= -y=(2—y)(z+y). (5) 

另 言 之 , z 一 和 z+y 的 乘积 是 完全 平方 。 如 果 能 得 到 zy 和 z+?) 都 是 完全 平方 就 最 
好 不 过 了 ， 但 这 在 一 般 情况 下 是 不 成 立 的 。 例 如 ，6? =3x12 。 

另 一 方面 ， 下 面 的 论述 是 正确 的 ， 即 : 如 果 viw 且 如 = vw， 那么 y 和 w 必须 为 
完全 平方 (这 利用 素数 寡 分 解 很 容易 验证 ) 。 因 此 在 这 个 问题 中 ， 和 其 他 很 多 问题 一 
样 ， 应 该 专注 于 关键 量 的 最 大 公约 数 ， 在 此 处 应 是 z+y 和 zy。 


回 到 (5)， 如 果 两 个 数 最 大 公约 数 为 2， 且 它们 的 积 为 完全 平方 ， 能 得 到 什么 结论 
呢 ? 再 一 次 利用 素数 署 分解 的 简单 分 析 ， 能 导出 如 下 结论 
z+y=2r’, 2—y=25°, 
其 中 rls。 对 y》 和 z 求解 产生 =r? 一 s*，z=r?+s* 。 我 们 胜利 在 望 ， 但 要 注意 最 后 
一 个 细节 : 如 果 r 和 s 都 是 奇数 ， 这 会 使 》 和 z 都 是 偶数 ， 这 与 本 原 性 矛盾 。 因 此 ~ 
和 s 中 的 一 个 必须 是 偶数 ， 另 一 个 必须 是 奇数 。 
最 终 ， 我 们 能 得 出 (4) 的 所 有 本 原 解 由 下 面 的 式 子 给 出 
x= 2rs，)= 产 一 52，2= 产 二 52 。 


其 中 r+ 和 s 是 互 素 整数 ， 一 个 是 偶数 ， 一 个 是 奇数 。 国 
因 式 分 解 、 模 ”过 滤 (特别 是 奇偶 性 ) 和 最 大 公约 数 分 析 是 大 多 数 丢 亚 图 方程 分 
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析 的 核心 ,而 此 外 还 有 许多 其 它 有 用 的 工具 。 下 面 的 例子 包含 不 等 式 ， 以 及 素数 害 分 
解 中 素数 的 指数 这 个 工具 的 使 用 。 我 们 将 会 引进 一 个 新 的 记号 ， 令 pln 表示 + 是 最 大 
的 使 得 py 整除 的 数 ， 例 如 3|360。 


例 7.4.4 (Putnam 1992) 给 定 正 整 数 m， 求 所 有 的 正 整数 三 元 组 (n, xXx, 四, n 与 w 
互 素 , 满足 
(P+y m= xy) 。 © 
解答 下 面 是 这 个 问题 的 一 个 完整 解答 ， 故 非常 详尽 。 这 是 对 研究 进程 自然 的 记 
录 : 我 们 做 了 多 个 简化 ， 得 到 多 个 有 效 的 方法 ， 然 后 逐渐 排除 一 些 可 能 性 。 最 终 ， 起 
初 很 有 希望 的 工具 (主要 是 奇偶 性 分 析 ) 不 能 完全 起 作用 ， 但 部 分 成 功 为 我 们 指明 了 
全 新 的 方向 个 能 得 到 令 人 赞叹 的 结论 的 方向 。 


好 了 ， 让 我 们 开始 吧 。 这 个 问题 的 难点 之 一 就 是 两 个 指数 m 和 nn。 因为 这 有 很 多 
种 可 能 啊 ! AM-GM 不 等 式 帮 助 消除 掉 其 中 一 些 可 能 ， 有 
x +y 2X) ， 


这 意味 着 
(9 = + )" 2(2xy)" =2" (xy)" ， 
因此 能 推断 n> m, 这 当然 有 帮助 。 让 我 们 考虑 一 个 例题 , 在 如 下 条 件 下 , 例如 m= 1， 
= 2。 丢 番 图 方程 现在 变 为 
+H = 

因 式 分 解 立 即 得 出 无 解 ， 因 为 两 边 加 1 产生 

-Dy -D=1, 
这 没有 正 整 数 解 。 但 其 他 情况 下 因 式 分 解 不 起 作用 (至 少 以 明显 的 方式 不 行 )。 例 如 ， 
尝试 m=3, n=4,， 现在 有 

(+y) =09) (7) 
首先 要 尝试 的 就 是 奇偶 性 分 析 。 对 四 种 情形 的 仔细 观察 表明 ， 唯 一 的 可 能 是 x 和 ? 必 
须 都 是 偶数 。 因 此 把 它们 写 为 x= 2a,y = 25。 我 们 的 等 式 在 经 过 一 些 简化 后 ， 现 在 变 
(a +b) =4(ab)’ 。 
再 一 次 思考 奇偶 性 。 当 然 a 和 4 不 能 有 不 同 的 奇偶 性 。 但 它们 也 不 可 能 都 是 奇数 ， 因 
为 在 此 种 情况 下 等 式 左边 将 会 是 一 个 偶数 的 三 次 敌 ， 这 使 得 它 是 8 的 倍数 。 然 而 ， 等 
式 右边 等 于 一 个 奇数 四 次 宕 的 4 倍 , 矛盾 。 因此 a 和 4 必须 都 是 偶数 。 记 a=2u,5=2v 
将 方程 变 为 

(Ww +v) =16(uv)’ 。 


多 怎 村 解 题 : 站 竹 充 者 炊 关 宝典 


让 我 们 尝试 以 前 用 过 的 分 析 类 型 。 类 似 地 ，x 和 v 必须 有 相同 的 奇偶 性 ， 而 且 它 们 不 
能 都 是 奇数 。 如 果 它 们 是 奇数 ， 等 式 右边 将 会 等 于 一 个 奇数 的 16 倍 ， 也 就 是 说 ，24 
是 2 的 能 整除 它 的 最 高 次 吞 。 但 等 式 左边 是 一 个 偶数 的 三 次 方 ， 因 此 2 的 能 整除 它 的 
最 高 次 每 应 该 是 2 或 2 或 2 这 样 的 数 。 又 一 次 得 到 矛盾 。 因 此 内 7 必须 均 为 偶数 。 


以 此 类 推 ， 我 们 能 制造 一 个 无 限 的 ， 能 证 明 变量 依次 地 被 2 整除 的 论证 链 ， 而 每 
次 整除 后 仍然 是 偶数 ! 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 没有 一 个 有 限 整 数 有 这 种 性 质 。 但 让 我 们 
利用 极限 原理 来 避免 无 限 性 的 昏暗 。 回 到 等 式 (0))， 令 r,s 分别 是 2 的 能 整除 x,y 的 最 
高 次 每。 然后 记 x= 2 ,= 25 ， 其 忠和 情 是 奇数 ， 而 且 知 道 > 和 =* 都 是 正 的 。 共 
有 两 种 情况 : : 
。 不 失 一 般 性 地 ,假设 r+<s。 则 (7) 变 成 
(22a2 十 22782)2 韦 24145 gp 
并 且 在 两 边 除 以 2*， 得 到 
(@ 十 27 和 240404 。 
注意 指数 4s-2r 是 正 的 ， 使 得 等 式 右边 为 偶数 。 但 等 式 左边 为 一 个 奇数 
的 三 次 智 ， 也 是 奇数 。 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 不 存在 解 。 
。 现在 假设 +=s。 那 么 (7) 变 成 
(a? +b°) =2” a (8) 
两 边 都 是 偶数 这 是 可 能 的 ， 但 如 果 分 析 得 更 细致 ， 会 产生 矛盾 : 因为 a 
和 b 都 是 奇数 ，a? = 刀 =1(mod 4) ， 因 此 q+b?=2(mod 4) ， 这 意味 着 
2 1 + 久 ， 所 以 2 + 把 ) 。 另 一 方面 ，2x 2”atb， 其 中 是 正 整 数 。 
27=3 是 不 可 能 的 ， 因 此 等 式 (8) 左 边 和 右边 在 素数 震 分 解 中 2 的 系数 不 相同 ， 
这 不 可 能 。 
“万 事 俱 备 ， 只 欠 东 风 ”， 最 后 讨论 一 般 情况 。 虽 然 问 题 看 起 来 无 解 ， 但 让 我 们 
以 开放 性 的 思维 来 考虑 本 题 。 
考虑 等 式 (+)”= (9)” 。 我 们 知道 n>m 并 且 x 和 y 都 是 偶数 (使 用 和 前 面 一 
样 的 奇偶 性 分 析 )。 令 2 ||x, 2' 上 |y 。 考 虚 下 面 两 种 情形 ; 


(1) 不 失 一 般 性 地 ,假设 r<s, 则 22 有? + 站 且 2”* 丰 Gy)"。 这 意味 着 2rm = 
nr+ns， 这 不 可 能 ， 因为 m 严格 比 n 小 。 
(2) 假设 r=s。 那 么 我 们 能 记 x=2 a, y=2"b ， 其 中 a 和 4。 都 是 奇数 。 这 样 


(x 4)" =22m (a +b2)” ， 
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其 中 4a?+6b? = (mod 4) ， 且 因此 22mtw || (x? + 入 ) 。 因 为 22” (xy)" ， 得 到 
2rm + m = 2rn, 
并 且 令 人 惊讶 地 ， 这 个 方程 有 解 。 例 如 ， 如果 m=6, 那么 r=1 且 n=9 便 成 立 。 这 
不 意味 着 原 方程 有 解 ， 但 当然 不 能 排除 这 种 可 能 性 。 
现在 又 怎样 ? 看 起 来 我 们 需要 研究 更 多 情形 。 但 首先 ， 让 我 们 思考 其 他 的 素数 。 
在 奇偶 性 分 析 中 ， 能 用 任意 素数 p 代替 2 吗 ? 在 上 述 的 情形 1 中 ， 这 是 可 行 的 ， 即 选 
择 任 何 素数 p 并 令 pil，ply。 现 在 ， 如 果 假 设 x < v， 得 到 pom ||(xz+y2)” 并 且 
Pp”" 上 9y)”， 则 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 n> m。 我 们 能 推断 出 什么 吗 ? 那 就 是 : 无 论 素 
数 是 什么 ，x 和 v 不 可 能 不 相等 。 也 即 ， 对 于 任意 素数 ， 唯一 的 可 能 就 是 x 和 ，* 永远 
相等 。 这 意味 着 x 和 ) 相等 ! 
换言之 ， 我 们 已 经 证 明了 只 有 x = y 时 才 可 能 存在 解 ， 其 他 情况 下 不 存在 解 。 在 
这 种 情形 下 ， 有 
(2x°)" = (2)”， 
因此 2"xz" =xzm ， 或 者 zz =2m 。 因此 x=2 ， 有 2nt-2mt=m， 或 者 
(21+ Dm = 2nt, 
最 终 ， 我 们 使 用 了 假设 > 上 m。 因 为 24121+1 也 成 立 ， 土 式 成 立 的 唯一 方法 是 n=2:+ 
1 和 m = 21。 这 最 终 也 产生 了 无 穷 多 个 解 。 如 果 m = 21 且 n= m+ 1， 那 容易 验证 
X=y=21 确实 满足 
+) = 9) 
并 且 这 些 是 仅 有 的 解 。 也 就 是 说 ， 如 果 mm 是 奇数 ， 无 解 ， 如 果 六 是 偶数 ， 则 存 
在 唯一 解 


n=m+l, x=y=2"? 加 


问题 与 练习 


题 7.4.5 ”严格 证 明 下 面 两 个 命题 ， 我 们 在 例 7.4.3 中 用 到 过 它们 ， 
(a) 如 果 w 上 y 且 vw= 世 ， 则 ww 和 v 一 定 是 完全 平方 数 。 
(b) 如 果 p 是 素数 且 GCD(u,Y)=p 以 及 w=x?, 则 w=pr?,v=ps? 且 rs。 


题 7.4.6 (希腊 1995) 求 所 有 的 正 整 数 mn， 使 得 -54+ 55+ 5" 是 完全 平方 数 。 对 24+ 27+ 2" 
做 同样 的 工作 。 


全 儿 生 村 解 题 : 效 池 充 赛区 关 宝典 


题 7.4.7 (英国 1995) 求 所 有 三 元 正 整 数组 (apic) 使 得 
1 1 1 
(2 2， 
题 7.4.8 证 明 :恰好 存在 一 个 整数 使 得 28+ 21+ 2" 是 完全 平方 数 。 
题 7.4.9 求 满足 


的 所 有 有 序 正 整 数 对 (x,y) 的 个 数 。 


题 7.4.10 (USAMO 1979) 求 方程 
弄 十 磺 十 … 十 区 =1 599 
所 有 非 负 整数 解 nm, nn2,…, m14)。 
题 7.4.11 求 abc-2=a+b+c 的 所 有 正 整数 解 。 
题 7.4.12 (德国 1995) 求 所 有 满足 小 +8x? -6x+8= 少 的 非 负 整 数 对 (x, )。 
题 7.4.13 (印度 1995) 求 所 有 正 整 数 x,y， 使 得 7 一 3 =4。 
题 7.4.14 为 等 式 x*+2y? =z? 发展 一 套 完整 的 理论 。 您 能 推 而 广 之 吗 ? 


题 7.4.15 23 个 的 人 决定 踢 足 球 ， 他 们 的 体重 都 是 整数 。 将 他 们 分 成 两 队 ， 每 队 11 人 ， 
外 加 工 个 裁判 。 为 了 保证 公平 ， 选 出 的 两 支队 伍 要 有 相同 的 总 体重 。 事 实证 明 : 无 论 如 何 选择 
裁判 ， 这 都 是 可 以 做 到 的 。 证 明 : 这 23 个 人 必须 都 有 相同 的 体重 。 

题 7.4.16 《印度 1995) 求 方程 x*+y? =p’ 的 所 有 正 整 数 解 (x,y,z,p)，p 是 素数 。 

Pell 方 程 

二 次 丢 盏 图 方程 一 必 ? =n ,其 中 d 和 固定 , 称 为 Pell 方程 。 问题 7.4.17~7.4.22 将 会 介 
绍 这 个 有 趣 问 题 的 一 些 性 质 与 应 用 , 我 们 将 把 注意 力主 要 集中 在 n= 土 1 的 情形 。 关 于 这 个 主题 
的 完整 研究 ， 包 括 Pell 方程 与 连续 分 式 的 关系 ， 请 参阅 任何 一 本 数论 教材 。 

题 7.4.17 证 明 ; 如 果 d 是 负 的 ， 那么 x? 下 y* =n 只 有 有 限 个 解 。 

题 7.4.18 ”类似 证 明 ， 如 果 d 是 完全 平方 ， 那 么 x? ~ dy? =n 只 有 有 限 多 个 解 。 


题 7.4.19 因此 ， 唯 一 “有 趣 ”的 情形 是 当 4 是 正 的 且 不 是 完全 平方 数 。 让 我 们 考虑 一 个 
具体 例子 : x? -2y? =1。 


(a) 容易 验证 发 现 (1, 0) 和 (3, 2) 是 解 。 做 更 多 的 工作 有 利 找到 下 一 个 解 (17, 12)。 

@) 请 先 庶 住 下 面 的 (c)! 现在 ， 看 看 是 否 能 找到 一 个 简单 的 线性 递归 : 从 (1, 0) 产 生 (3, 2)， 
再 从 (3, 2) 产 生 (17, 12)。 使 用 这 个 结论 来 创造 一 个 新 的 解 ， 并 检查 它 是否 可 行 。 

(c) 可 以 发 现 : 如 果 (x，y) 是 安 -27 =1 的 解 ， 那 么 (3u + 4w 2u + 3v) 也 是 。 证 明 该 命题 成 
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立 ， 这 上 比 当初 发 现 它 容易 多 了 ， 因 此 如 果 在 (b) 里 你 “ 作 商 ”了 ， 请 不 要 自 责 。 

(dd) 至此， 您 理解 了 从 已 有 的 解 精巧 的 线性 组 合 的 生成 新 解 这 个 有 用 的 工具 ， 应 该 动手 尝 
试 刀 -8)”=1。 一 般 地 ， 给 定 任何 正 的 非 完全 平方 的 q， 这 个 方法 将 会 为 Pell 方程 提供 无 限 多 
个 解 。 

题 7.4.20 注意 (3+2V2)* =17+12V2 。 这 是 巧合 吗 ? 请 思考 并 做 出 猜想 及 归纳 。 

题 7.4.21 对 于 一 些 正 的 非 完全 平方 的 4， 尝试 求 妆 一 内 "= -1 的 解 。 

题 7.4.22 如果 一 个 整数 的 素 因 子 都 是 至 少 二 次 方 的 ， 我 们 称 之 满 平方 (square- full) 。 证 
明 : 存在 无 限 多 对 连续 的 满 平方 的 整数 。 


7.5 各 种 各 样 有 启发 性 的 例子 


前 几 节 几乎 没有 呈现 数论 的 丰富 性 。 我 们 用 一 些 有 趣 的 例子 来 结束 本 章 ， 每 个 例 
子 均 运用 新 的 或 者 旧 的 方法 解决 问题 。 要 特别 指出 的 是 ,我 们 要 提出 几 个 “交叉 ”型 
的 问题 ， 它 们 体现 了 数论 与 组 合 数学 深层 次 的 联系 。 


多 项 式 总 能 输出 素数 吗 ? 


例 7.5.1 考虑 多 项 式 f(x):=x?+x+41, 您 可 能 回想 起 了 它 在 问题 2.2.35 中 出 现 
过 。 欧 拉 研 究 了 这 个 多 项 式 , 并 且 发 现 : 在 为 从 0 到 39 的 整数 时 , Rn) 都 是 素数 值 。 
观察 者 在 无 意 地 尝试 了 一 些 n 以 后 ， 猜 想 这 个 多 项 式 总 是 输出 素数 。 要 证 明 这 不 成 立 
不 用 什么 计算 ， 只 要 让 x= 41， 便 有 (4D 一 4P+41+41， 明 显 这 是 41 的 倍数 (并且 


也 容易 看 出 : 如 果 x = 40， 它 也 会 是 41 的 倍数 )。 现 在 我 们 面 对 了 一 个 “有 趣 ” 的 
情形 ， 
存在 整 系 数 、 常 数 项 为 +l 的 多 项 式 /(x)， 使 得 (n) 对 于 所 有 me 是 素数 吗 ? 
研究 记 


f(t) = ax + ax" + 二 Ta (9) 
其 中 ,a 是 整数 ， 且 a。=+1。 注 意 : 不 能 使 用 在 x?+x+41 中 适用 的 “插入 ao” 的 技 
巧 。 因 为 我 们 暂时 犯难 了 ， 于 是 采取 惯常 的 做 法 一 一 试验 ! 考虑 了 (x)= x+x+1。 让 
我 们 列 一 张 表 ， 如 下 所 示 : 


车 生计 解 征 : 族 竹 充 额 炊 关 宝典 


1 2 3 
大 汪 要 其 攻 这 攻 划 这 汪 攻 生 区 芝 下 有 


这 个 多 项 式 输出 的 不 全 是 素数 ， 第 一 个 “失败 ”的 值 为 x=4。 但 我 们 只 是 为 了 如 
找 特征 。 注 意 到 /(4) =3x23 ， 并 且 下 一 个 合 数 为 1(7)=3 x13 ,注意 到 4=1+3 且 
7=4+3。 现 在 我 们 已 经 准备 做 出 一 个 尝试 性 的 狂想: /(7 + 3) 也 将 等 于 3 的 倍数 。 这 
看 起 来 似乎 妙 不 可 言 ， 然 而 

f(10)=10 +10+1=1011=3x337 。 
让 我 们 尝试 证 明 这 个 猜想 ， 至 少 是 对 于 特殊 的 多 项 式 做 尝试 。 给 定 3| Ka)， 我 们 想 要 
证 明 3|Ra+3)。 有 
f(a+3)=(at+3) +(at+3)+1=(a +9a +27a+27)+(a+3)+1, 
千 万 不 要 想 合 并 同类 项 一 一 那 将 会 是 没有 目的 的 “化 简 ”"。 反 而 ,我 们 要 结合 f(a) 是 3 
的 倍数 的 假设 。 接 着 写 
f(a+3)=(a tat+D)+(9a +27a+27+3) ， 

这 样 ， 这 步 便 大 功 告 成 。 因 为 第 一 个 括号 中 的 表达 式 是 f(a)， 这 是 3 的 倍数 ， 并 且 第 
二 个 括号 中 的 表达 式 的 系数 都 是 3 的 倍数 。 


解答 ”现在 我 们 准备 好 了 尝试 一 个 更 一 般 的 论证 。 假设/() 是 (9) 中 定义 的 一 般 多 
项 式 , 对 于 某 个 整数 a, 令 Kx) =p， 其 中 是 素数 。 我 们 想 要 证 明 fu +p) 将 是 的 倍 
数 。 有 


fut+p)=a,(ut+p) ta utp)” ++a(ut+p)+aoo 
在 因为 这 个 等 式 的 复杂 性 量 倒 前 ， 让 我 们 来 对 其 进行 考量 。 如 果 将 每 个 + py 表达 式 
通过 二 项 式 定理 展开 , 首 项 会 是 水 。 因 此 当然 能 展开 f(u)。 我们 需要 考察 剩 下 什么 了 ， 
也 就 是 ， 
fu+p)-f(u)=a,((u+p) —u")+a (ut p)™ —u™)++ap 。 
这 相当 于 要 证 明 : 对 于 所 有 大， 
(u+ p): —ut 
能 被 p 整除 。 这 是 一 个 使 用 同 余 记 号 的 简单 练习 ， 因 为 
ut+p=u(mod p) 
蕴含 着 
(u+p) =u' (mod p) 。 
我 们 还 没有 全 部 完成 ， 因 为 可 能 出 现 f(u+p)--f(w)=0 的 情形 。 在 这 种 情况 下 ， 
fu+p)=p，, 不 是 合 数 。 如 果 这 发 生 , 我 们 就 一 直 加 上 的 倍数 。 同 理 可 证 ; Xu + 2p)， 
Au + 3p),… 将 全 部 是 p 的 倍数 。 因 为 fx) 是 多 项 式 , 对 于 有 限 多 个 x 值 , 它 只 等 于 p( 或 
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-)[ 如 车 不 然 ,新 多 项 式 g(x): = /oO)- 忆 将 会 有 无 穷 多 个 零点 ,这 与 代数 基本 定理 矛盾 ]。 
国 


硕 便 说 一 句 ， 我们 从 来 没有 使 用 p 是 素数 的 事实 。 因 此 得 到 了 一 个 “意外 ”的 结 
论 : 


如 果 J CO 是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 那 么 对 于 所 有 整数 ga， (a+jJ(a)) 是 Fa) 的 倍数 。 
如 果 能 计数 ， 那 它 便 是 整数 


例 7.5.2 令 版 N。 证 明 : 大 个 连续 整数 的 乘积 能 被 整除。 


解答 ”通过 “ 纯 ”数论 推导 能 够 解决 这 个 问题 ,但 通过 一 个 简单 的 观察 ， 这 个 问 
题 会 变 得 更 为 简单 和 有 趣 ， 即 
m(m+l(m+2):--(m+k-1) (m+k—l 
k! 罗 
并 且 二 项 式 系 数 都 是 整数 ! 加 


这 个 例子 告诉 我 们 : 要 保持 灵活 的 思维 。 任 何 包含 整数 的 问题 中 都 有 组 合 推理 的 
用 武之 地 ， 下 面 的 例子 延续 这 种 思想 。 


费 马 小 定理 的 一 个 组 合 证 明 


回忆 费 马 小 定理 说 如 果 p 是 素数 ， 那 么 
a? = a(mod p) 
对 于 所 有 a 成立。 等 价 地 , 费 马 小 定理 说 a? -a 是 p 的 倍数 。 表达 式 a 有 许多 简单 的 
组 合理 解 。 例 如 ， 使 用 a 个 字母 的 字母 表 共 有 of 个 不 同 的 p 字符 单词 。 


让 我 们 使 用 a = 26, p = 7 的 例子 ， 并 且 考 虑 这 26 个 单词 的 字典 今 。 定 义 转移 函 
数 s: 9 一 9 为 将 一 个 单词 最 后 一 位 字母 《最 右边 的 字母 ) 移 到 第 一 位 的 操作 。 例 如 ， 
s(fermats) = sfermat。 字 典 今 中 ， 如 果 对 其 中 一 个 单词 有 限 次 地 使 用 转移 函数 能 得 到 
另 一 个 单词 ， 我 们 将 这 两 个 单词 称 为 “姐妹 "。 例 如 ，integer 和 gerinte 是 姐妹 ， 因 为 
(integer) = gerinte。 让 我 们 将 一 个 单词 的 所 有 姐妹 称 为 “姐妹 会 "。 因 为 任何 单词 都 
是 自己 的 姐妹 ， 故 包含 integer 的 “姐妹 会 ”包含 这 个 词 和 

Tintege, erinteg, gerinte, egerint, tegerin, ntegeri。 

例 7.5.3 证 明 : 如 果 s(UV) = U， 那 么 U 这 个 单词 的 所 有 字母 相同 。 下 面 当然 恰 
好 是 所 有 26 个 这 样 的 “无 聊 ” 的 单词 ， 
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aaaaaaa, bbbbbbb, -…, zzzzzzz 
例 7.5.4 证 明 : 如 果 s"(U)=U ， 其 中 0<r<7， 那么 U 一 定 是 一 个 “无 聊 ” 的 
单词。 


例 7.5.5 证 明 : 所 有 “姐妹 会 ”要 么 恰好 有 1 个 成 员 ， 要 么 怡 好 有 7 个 成 员 。 
例 7.5.6 证 明 ; 急 中 的 (26"-26) 个 “ 非 无 聊 ” 单 词 一 定 是 7 的 倍数 。 


例 7.5.7 推广 您 的 论证 ,使 得 它 对 任何 素数 p 成 立 。 在 证 明 过 程 中 需要 用 到 哪 
个 简单 的 数论 原理 ? 


两 个 平方 数 之 和 

我 们 将 以 下 述 丢 番 图 方程 来 结束 本 章 ， 

+ yy =N。 

在 此 不 连 求 理论 的 完备 ( 见 文献 [30], 非常 易 懂 的 阐述 ), 但 将 会 考虑 为 素数 p 的 情 
形 。 下 面 的 探索 将 会 用 到 以 前 已 经 用 过 的 策略 和 战术 ， 包 括 伍 笼 原理 、 高 斯 配对 和 画 
图 分 析 。 叙 述 过 程 看 似 不 着 边际 ， 但 请 耐心 地 、 仔 细 地 阅读 ， 因 为 这 是 结合 几 种 不 同 
解 题 技巧 解决 难题 的 典 例 。 

首先 回忆 : 如 果 p=3(mod 4) ，x?+y?=p 无 解 ( 例 7.4.2)。p = 2 的 情形 相当 令 
人 烦恼 。 因 此 ， 剩 下 所 有 需要 考察 的 是 模 4 与 1 同 余 的 素数 。 

例 7.5.8 对 于 p=5,13,17,29,37,41 的 情形 ， 求 如 + 刀 = 卫 的 解 。 


您 可 能 会 猜测 : 如 果 已 = lmod 4) ，x?*+ 几 = 恒 有 解 。 一 种 方法 是 思考 曾 做 
过 的 试验 , 不 通过 反复 尝试 , 看 看 能 否 严 谨 地 推导 出 解 。 让 我 们 考察 p = 13 时 的 情况 。 
我 们 知道 一 个 解 ( 唯 一 解 ， 如 果 不 考 虚 符 号 和 变量 排序 ) 是 x= 3, y=2。 但 如 何 求解 
以 下 方程 呢 ? 

x+y: =13。 
这 是 一 个 丢 番 图 方程 ， 因 此 应 该 尝试 因 式 分 解 。 但 您 可 能 会 说 ,“ 这 不 是 因 式 "。 然 而 
事实 上 它 是 因 式 ! 我 们 能 写 出 
(x+J 咏 )(x 一 区 )=13 ， 

其 中 i 当然 等 于 -1 的 平方 根 。 唯 一 的 问题 ， 也 是 很 大 的 问题 ， 就 是 i 不 是 整数 。 


但 让 我 们 冷静 一 下 , 修改 一 下 规则 , 问题 就 会 迎刃而解 。-1 的 平方 根 确实 不 是 整 
数 ， 但 如 果 在 Zis 中 考虑 问题 呢 ? 注意 到 
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5 =25=-l(mod 13) 。 
也 就 是 说 ，i 模 13 后 “有 意义 "。-1 的 平方 根 等 于 5 模 13。 
如 果 用 模 13 来 考查 这 个 丢 番 图 方程 ， 它 变 为 
x +y =0(mod 13) ， 
但 现在 能 很 好 地 对 等 式 左边 进行 因 式 分 解 。 注 意 ， 现 在 能 写成 
+ =(x-5yXx+5y)(mod 13) ， 
并 且 只 要 x=+5y(mod 13) ， 就 能 使 之 + 六 模 13 与 0 同 余 。 例 如 ， y= 1,x=5 是 一 个 
解 (并 且 显然 有 x+ 少 =26=0(mod 13))。 另 一 个 解 是 y= 2,x = 10， 在 这 种 情况 下 ， 
下 + 六 =104 ，104 也 是 13 的 倍数 。 然 而 ， 另 一 个 解 是 7 = 3,x = 15。 如 果 模 13 来 对 
其 简化 ， 这 等 价 于 解 y=3,x=2， 并 且 满 足 x+y =13 。 
这 看 起 来 有 和 希望。 下面 是 求解 x +y = 的 一 种 算法 的 大 致 步骤 。 
(1) 首先 在 马 中 寻找 -1 的 平方 根 。 记 为 u。 
(2) 然后 能 因 式 分 解 xY+ 疡 三 (x-wyXx+uyXmod p) ， 并且 由 y= 名 x = wk， 大 = 
1,2,… 能 解 出 同 余 式 
T+y* 0(mod p) 。 
换 句 话说 ，x*+ 少 会 是 p 的 倍数 。 


(3) 如 果 幸 运 的 话 ， 通 过 模 p 来 化 简 这 些 解 时 ， 能 得 到 足够 小 的 一 对 x 和 y， 使 
得 忆 + 六 不 但 是 p 的 倍数 ,而 且 等 于 p， 则 计算 终止 。 


计算 过 程 中 主要 有 两 个 困难 。 第 一 , 如 何 知 道 是 否 一 定 能 找到 -1 模 p 的 平方 根 ? 
第 二 ， 如 何 能 保证 x* 和 的 值 足够 小 ， 使 得 x*+y 等 于 p 而 不 是 等 于 37p? 


我 们 可 以 用 能 计算 50 以 内 的 素数 和 的 计算 器 或 者 计算 机 做 试验 ， 以 此 来 决定 : 
对 于 哪些 素数 p，1 模 p 的 平方 根 存在 。 您 会 发 现 ， 如 果 p=1(mod 4) ,就 一 定 能 在 
如 中 找到 -1 。 但 如 果 p=3(mod 4)， 则 一 定 不 能 在 中 找到 VI 。 

可 以 肯定 地 说 下面 的 命题 看 上 去 是 正确 的 ， 即 

人 本 —l(mod p) 

当 且 仅 当 p=1(mod 4) 时 有 解 。 但 当然 ， 数 值 试验 并 不 能 作为 证 明 。 我 们 仍然 需要 证 
明 一 些 东西 。 

在 当前 , 我 们 无 需 担 心 这 个 问题 , 而 只 要 假设 , 无 论 何 时 需要 ， 都 能 找到 -1 模 p 
的 平方 根 。 回 到 第 二 个 难点 。 我 们 能 生成 无 限 多 个 (x, y), 使 得 **+y 是 pp 的 倍数 。 我 
们 要 做 的 就 是 让 这 些 值 足够 小 。 当 然 ， 如果 x 和 ) 都 小 于 VP ， 那 么 好 + 思 <2p， 使 
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得 大 + 洲 =p。 这 是 有 用 的 。 因 为 如 果 u< Vp ， 我 们 立刻 就 能 完成 。y = 1, x =z 能 够 
满足 这 点 要 求 。 


另 一 方面 如 果 w> VP ， 情 况 又 会 如 何 呢 ? 注意: u 不 能 等 于 VP 。 因 为 p 是 
素数 ， 所 以 不 是 完全 平方 数 ) 令 1 二 | VP | 。 于 是 这 个 问题 简化 为 证 明 : 在 简化 为 模 
了 后， 

tu, +2u, +3u,.…, +tu 

中 至 少 有 一 个 数 的 绝对 值 比 VE 小 。 

让 我 们 尝试 p=29 的 例子 。 有 t=[ V29 |=5 ,并且 w= 17 (这 是 反复 尝试 得 到 的 
值 ， 请 验证 它 的 有 效 性 !1)。 因 为 x > f， 需 要 考查 序列 

U, 24u, 3u, 4u, Su 
模 29 的 表现 。 画 一 张 图 : 
2u 4 uw 3 Su 
0 加 
上 图 中 ， 短 刻度 表示 从 0 到 29 的 整数 ， 而 长 刻度 表示 如 下 的 数 ， 
VP,2VP,3VP,4VP,5VD 。 

注意 : 24=34= Smod 29) 和 Su = 85 = -2(mod 29) 都 有 效 ， 分别 有 解 y》= 2, x = 5 
和 ?= 5,x= -2。 但 它们 为 什么 有 效 昵 ? 一 般 地 , 将 点 标 在 数 轴 上 , 并且 希 望 看 到 一 个 
点 在 第 一 个 记号 的 左边 , 或 者 在 最 后 一 个 记号 的 右边 。 这 些 点 不 会 与 记号 重合 ， 因 为 
记号 对 应 着 无 理 数 。 不 失 一 般 性 ,我们 假设 w> Vp 。 通 常 ， 共 有 + 个 记号 。 序 列 zw， 
2x，…， tu 由 模 p 不 同 的 值 组 成 (为什么?)， 因此 我 们 将 会 把 :个 不 同 的 点 标 在 数 轴 
上 。 下 面 是 3 种 可 能 性 ， 

(1) 其 中 一 个 点 位 于 第 一 个 长 刻度 的 左边 。 
(2) 其 中 一 个 点 位 于 最 后 一 个 长 刻度 的 右边 。 
(3) 这 些 点 不 在 上 述 两 个 位 置 上 。 

在 情形 1 和 情形 2 中 ， 我 们 能 够 很 快 完成 证 明 。 在 情形 3 中 ， 有 + 个 点 位 于 二 1 
个 区 间 中 (用 记号 分 开 )。 根 据 鲍 笼 原理 ， 共 中 一 个 区 间 必然 有 两 个 点 。 假 设 mu 和 
nu 位 于 同一 个 区 间 , 这 意味 着 (m-n)u 是 个 整数 (可 能 是 负 的 ) ,但 它 的 绝对 值 小 于 VP 。 
因为 |m-n|<t ,正好 能 选择 上 =|m-r|， 并 且 能 保证 y=k 和 x=kw ( 模 p 化 简 后 ) 都 
会 小 于 Vp 。 因 此 完成 了 证 明 ! 
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这 是 的 笼 原理 的 一 个 有 趣 的 应 用 。 尚 未 完成 的 就 是 : 证 明 一 定 能 得 到 -1 的 平方 
根 。 我 们 拥有 一 个 可 用 的 工具 ， 也 就 是 以 前 证 明 过 的 一 个 看 起 来 令 人 惊叹 的 定理 一 
威尔逊 定理 。 回 忆 威 尔 逊 定理 〈 例 3.1.9)， 如果 p 是 素数 ， 那 么 (p 一 D)!= -lmod p) 。 
假设 P= lmod 4) ， 少 量 的 高 斯 配对 能 把 (p 一 1)! 重 组 为 一 个 模 p 完全 平方 。 在 那 种 情 
况 下 , p-1 将 会 是 4 的 倍数 ， 因 此 (p-1)! 中 的 单独 项 能 被 安排 成 偶数 对 。 例 如 ， 令 p = 
13。 则 有 

12!= (1x12)(2x11)(3x10X4x9)(5x8)(6x7) 。 
每 对 模 13 都 有 上 '(- 怕 的 形式 ， 因 此 有 

12! 到 (PP)(-22)(-3?)(-42)(-52)(-6?)mod 13) ， 
并 且 ， 因 为 乘积 中 共有 偶数 个 负 号 ， 整 个 式 子 同 余 于 (69 模 13。 将 此 与 威尔逊 定理 
结合 有 

(6)? =—l1(mod 二 

这 个 论证 当然 能 推广 到 任何 具有 4F + 1 形式 的 素数 p。 我 们 不 仅 证 明了 --1 的 平方 根 存 
在 ， 还 能 明确 地 计算 它 。 一 般 性 的 结论 是 


如 果 记 是 素数 且 p=1(mod 4) ， 则 


p-iy 
号 |] =-l(mod p), 


对 于 方程 x + 洲 =p 的 探索 至 此 全 部 完成 。 我 们 成 功 地 证 明了 : 如 果 p =1(mod 4) ， 
原 方程 恒 有 解 。 国 


问题 与 练习 
。 下面 是 几 种 不 同类 型 的 问题 和 练习 ， 题 目 难度 循序 渐进 。 
题 7.5.9 例 7.5.1 说 : 通过 数学 归纳 法 能 证 明 (u+p)* 一 此 对 于 所 有 大 能 被 整除 。 


(a) 完成 这 个 归纳 证 明 。 这 是 个 简单 练习 。 
(b) 更 简单 的 练习 : 思考 x" 一 y" 的 因 式 分 解 。 您 应 该 已 经 记 住 它 了 ,但 如 果 还 没有 , 参见 


公式 5.2.7。 
题 7.5.10 证 明 ; 对 于 任何 素数 p， 有 (a+6)” 二 a? +b? (mod p)。 
题 7.5.11 使 用 多 项 式 定理 (问题 6.1.29) 来 考查 


(LEL+…+JD7 ， 


as 


并 且 导 出 费 马 小 定理 的 另 一 个 组 合 证 明 。 请 解释 为 什么 这 个 证 明 等 价 于 本 节 开 始 时 我 们 讨论 


移 > 怎 村 解 是 ， 放 字 况 窜 攻 关 宝 典 


过 的 那个 问题 。 


题 7.5.12 (Putnam 1983) 共有 多 少 个 正 整数 x， 能 使 是 10” 或 20” 中 至 少 一 个 数 的 正 
则 因子 (exact divisor) ? 


题 7.5.13 (俄罗斯 1995) 令 m 和 nn 为 正 整 数 , 使 得 
LCM[m, n] + GCD{m, n] =m + n。 

证 明 ， 这 两 个 数 中 的 一 个 能 被 另 一 个 整除 。 

题 7.5.14 (俄罗斯 1995) 数 1,2,3,…,100 可 能 是 12 几何 级 数 (12 geometrical progression) 
的 项 吗 ? 

题 7.5.15 〈Kiran Kedlaya) 令 忆 为 奇 素数 ， 且 P(x) 是 一 个 次 数 至 多 为 p-2 的 多 项 式 。 

(a) 证 明 : 如 果 已 有 整 系数 ， 那 么 对 于 任何 上，PUD + Pln + 1) + … + Pln+p 一 ]) 是 能 被 p 
整除 的 整数 。 


(b) 对 于 任何 nw， 如 果 P(n) + Pln + D +…+ Pln +p-1) ) 是 能 被 p 整除 的 整数 ， 那 Pon) 必 须 
是 整 系数 的 吗 ? 


题 7.5.16 (IMO 1972) 令 m 和 为 任意 非 负 整数 。 证 明 : 


(2m) (2m)! 
minl(m +m)! 
是 整数 。 
题 7.5.17 求 
r+ +2 =2xy7 
所 有 的 整数 解 。 


题 7.5.18 (USAMO 1981) 一 个 给 定 角 的 度数 是 180'/n, 其 中 是 不 能 被 3 整除 的 正 整数 。 
证 明 : 这 个 角 能 通过 欧 几 里 得 方法 三 等 分 ( 直 尺 和 图 规 )。 


题 7.5.19 证 明 : 当 且 仅 当 nn 是 2 的 方 矫 时， 
nn) fn ] 
Wm 
都 是 偶数 。 


题 7.5.20 ”把 问题 7.5.19 作为 一 个 更 有 趣 的 开放 性 问题 的 起 点 : 对 于 帕斯卡 三 角形 中 的 数 
的 奇偶 性 ， 您 能 体会 出 什么 ? 它 有 特征 吗 ? 您 能 为 每 行 中 的 奇 数 《或 偶数 ) 找到 一 个 公式 或 者 
算法 吗 ? 对 于 其 他 mm 值 ， 能 说 出 关于 模 m 整除 性 的 有 意义 的 结论 吗 ? 


题 7.5.21 证 明 : 给 定 P， 存 在 x， 使 得 dpx) =x， 并 且 存 在 y, 使 得 d(p?y)=y。 
题 7.5.22， 证 明 : 当 且 仅 当 n 等 于 1, 4 或 者 夫 数 时 ，dlrx) =n 解 的 个 数 为 1， 如 果 n 是 不 
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同 素数 的 乘积 ，d(nx) = n 解 的 个 数 是 有 限 的 ， 其 他 情况 下 ，drz = n 解 的 个 数 是 无 限 的 。 


题 7.5.23 证 明 : ”的 奇 因数 的 和 等 于 
Ed ; 
题 7.5.24 令 w(n) 为 整除 的 不 同 素数 的 个 数 。 证 明 ; 
3 na) =2°" 。 


是 7.5.25 存在 使 下 式 成 立 的 x 吗 ? 
AD = Ux+D)= (x+2) = = (x+1996) 。 
题 7.5.26 (Putnam 1983) 令 p 为 奇 素数 ， 并 令 
F(m)=1+2n+ 3 ++(p -Dn ， 
证 明 : 如 果 a,5 是 {0, 1,2,…,p 一 1} 中 不 同 的 整数 ， 那 么 F(a) 和 F(b) 模 pp 不 同 余 。 


题 7.5.27 ”回忆 函数 原 像 的 定义 。 证 明 : 对 于 每 个 ne， 
2 AD=0。 


en 


例如 ， 如 果 n=4， 则 扩 '(n) = {5, 8, 10, 12} [当然 ， 需 要 证 明 为 什么 没有 其 他 数 能 使 KB = 4] 并 
且 


A(5)+ pA8) + 11O) + 12)= -1+0+1+0=0。 


题 7.5.28 帕斯卡 三 角形 中 是 否 存在 这 样 一 行 : 它 包 含 4 个 不 同 元 素 a, 5b, c, d 使 得 b=2a 
和 d=2c? 


题 7.5.29 (IMO 1974) 证 明 : 对 于 任何 n>0 ， 数 字 


ef2n+l 
2 人 i 
不 能 被 5 整除 。 


题 7.5.30 (罗马 尼 亚 1995) 令 函 数 :N\{0,1} 二 NN 由 
Rn) =LCM{1,2,…,n} 
定义 。 
(a) 证 明 ， 对 于 所 有 n，n>2 ， 存 在 个 连续 的 数 ， 使 得 f 是 常数 。 


(b) 求 能 使 /严格 递增 的 连续 整数 集合 的 最 大 的 元 素数 ， 并 求 出 所 有 达到 这 个 最 大 值 的 集 
合 。 


题 7.5.31 对 于 一 副 包 含 偶数 张 牌 的 纸牌 ， 定 义 如 下 的 “完美 洗 牌 ”， 将 一 登 牌 等 分 为 顶 
上 一 半 和 底下 一 半 。 然 后 在 两 堆 牌 中 逐 张 交错 取 牌 ， 从 底下 一 半 的 最 上 面 一 张 开 始 ， 然 后 是 顶 
上 一 半 的 最 上 面 一 张 〈 先 取出 的 放 上 面 )， 以 此 类 推 。 例 如 ， 如 果 一 副 牌 有 从 上 到 下 的 六 张 
“123456"”， 在 一 次 完美 洗 牌 后 顺序 变 为 “415263" 。 若 要 将 一 副 有 94 张 的 纸牌 恢复 为 原来 的 
顺序 ， 需 要 的 完美 洗 牌 次 数 〈 正 数 ) 最 少 是 多 少 呢 ? 能 将 结论 推广 至 任意 (偶数 ) 数量 的 纸牌 


僵 生生 解 是 : 北 竹 充 赛 次 关 宝典 


吗 ? 
题 7.5.32 (伊朗 1995) 设 为 一 个 奇数 且 n>3， 并 有 素 分 解 


n=pr pe。 


-半身 人 届 
h Pp Pp: 
证 明 ; 存在 素数 p， 使 得 p 整除 2"-1， 但 不 整除 m。 

完全 数 


问题 7.5.33 ~7.5.35 探索 了 一 些 简单 的 思想 ， 但 这 些 思想 曾经 吸引 和 困扰 了 数学 家 至 少 
2 000 年 。 


题 7.5.33 ”证明 关于 o 函 数 的 如 下 两 个 “事实 ”: 


(a) 正 整 数 n， 当 且 仅 当 G(n) =n+ 1，n 是 素数 。 
也) 如 果 o(n)=n+a， 并 有 a 以 及 a<n， 则 a 一 定 等 于 1。 


题 7.5.34 如果 0(n) =2n， 称 该 整数 为 完全 的 。 例 如 ， 因 为 1+2+3+6=2x6 ， 所 以 6 是 
完全 的 。 


(a) 证 明 ， 如 果 2 和 -1 是 素数 ， 则 2“1(2-1) 是 完全 数 。 古 希腊 人 知道 这 个 “事实 ”， 他 们 计 
算出 了 完全 数 28，496，8 128。 
@) 直到 18 世纪 ， 欧 拉 证 明了 上 述 事 实 的 部 分 的 逆 命 题 : 


每 个 偶 完 全 数 一 定 有 形式 244(24 -1) ， 其 中 2: -1 是 素数 。 
现在 请 你 证 明 它 。 


题 7.5.35 关于 奇 完 全 数 ， 您 的 理解 是 什么 ? (顺便 说 一句 ， 至 今 无 人 发 现 过 奇 完全 数 ， 
也 无 人 证 明 过 奇 完全 数 不 存 在 。 但 这 并 不 证 明 您 不 能 就 此 说 出 一 些 有 见地 的 话 。) 


本 原单 位 根 和 荐 圆 多 项 式 


问题 7.5.36 一 7.5.41 探索 了 多 项 式 、 数 论 和 复数 间 的 迷人 的 关系 。 在 尝试 下 面 问题 之 前 ， 
需要 阅读 单位 根 的 内 容 。 


题 7.5.36 本 原单 位 根 。 复数 C 称 为 本 原 n 阶 单位 根 ， 如 果 是 最 小 的 正 整数 使 得 6” = 1。 


如 果 


例如 ，4 阶 单位 根 是 1，i，-1，--i, 但 只 有 i 和 -i 是 本 原 4 阶 单位 根 。 
(a) 如 果 p 是 素数 ， 则 共有 p1 个 本 原 p 阶 单位 根 ， 也 就 是 除 1 以 外 所 有 也 阶 单位 根 ; 


(RR 
-as : 
其 中 人 = Cis ps 
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(b) 如 果 乡 = cs 社 ， 那 么 6 是 本 原 阶 单位 根 当 且 仅 当 和 互 素 。 因此， 共有 9) 


个 本 原 阶 单位 根 。 


题 7.5.37 定义 多 (x) 为 首 一 9g(m) 阶 多 项 式 ， 并 且 它 的 根 是 p(m) 个 不 同 的 本 原单 位 根 。 这 
个 多 项 式 被 称 为 n 阶 鹿 因 多 项 式 。 计算 田 (9 ， 吸 (Xx) ，…， 仿 ,(X) ,以 及 加 (xX) 和 儿 ,(x) (p 


是 素数 )。 


题 7.5.38 证明: 对 于 所 有 正 整数 n， 
m-1=IIw(o 
dn 


题 7.5.39 证 明 ; 
®B0=T -0 
dn 


题 7.5.40 证 明 : 对 于 每 个 nxeN， 本 原 n 阶 单位 根 的 和 等 于 /Xm)。 换 言 之 ， 如果 
2 


《=Cis 一 ， 
p 
则 
2 ”=n). 


alnlcacn 


题 7.5.41 证 明 ; 对 于 所 有 wn， 吧 (%) 的 系数 是 整数 。 系 数 是 否 必须 只 能 是 +1? 


第 8 章 ， 
美国 人 的 几何 
8.1 三 个 “简单 ”问题 


为 避免 冒犯 他 人 ， 我 们 把 这 章 称 为 “美国 人 的 几何 ”而 非 “ 笨 蛋 的 几何 ”。 不 容 
乐观 的 事实 是 : 如 果 拿 美 国人 与 东欧 和 亚洲 的 同龄 人 相 比 ， 他 们 是 不 幸 的 ， 因为 他 们 
几乎 不 懂 几 何 。 但 是 活 到 老 学 到 老 ， 在 任何 时 候 ， 您 都 可 以 选择 重新 开始 学 习 几 何 。 
而 且 ， 尽 管 您 不 得 不 画 很 多 图 ， 可 研究 几何 就 是 格外 有 趣 。 


需要 说 明 的 是 ， 在 您 认真 学 习 本 章 之 前 ， 建 议 您 设法 取得 下 面 的 绘图 工具 ， 
。 圆规 (质量 好 的 )， 

。 量 角 器 、 尺 子 ， 

。 活动 铅笔 和 能 擦拭 干净 的 橡皮 ， 

。 彩色 铝 笔 ， 

。 铅笔 刀 ， 

。 大 量 无 线条 的 白 纸 。 


当 您 把 绘图 工具 放 人 一 个 铅笔 盒 ， 您 可 能 会 感觉 时 光 倒 流 至 小 学 。 那 是 个 良好 的 
开端 ， 因 为 从 一 开始 ， 您 可 能 没有 太 多 的 设想 ， 对 技术 也 不 是 很 自信 ， 但 是 没有 什么 
东西 能 比 前 好 的 、 颜 色 鲜艳 的 彩色 铅笔 更 能 减轻 抑制 力 。 众 所 周知 ， 这 个 对 创造 性 解 
题 大 有 神 益 。 


我 们 还 强烈 推荐 您 使 用 诸如 Geometer's Sketchpad (几何 画板 ) 、Geometer 或 
Geogebra 的 电脑 程序 ， 让 它们 来 取代 您 的 低 效率 的 绘画 工具 。 这 类 程序 能 让 您 快速 、 
灵活 、 准 确 、 便 捷 地 作 图 或 修改 ， 从 而 极 大 地 便利 了 研究 。。 


® Geometer's Sketchpad 是 Key Curriculum Press( http://www.keypress.com/sketchpad/ ) 的 商业 软件 , 而 
Geometer 和 Geogebra 目前 都 是 免费 的 (网 址 分 别 是 http://www,.geometer'orgygeormeterindex.html 
和 http://www.geogebra.at/ )。 


第 8 章 英国 人 的 几何 包 季 


接着 ， 我 们 以 复习 平面 几何 的 基础 知识 开场 。 它 们 是 关于 点 、 线 、 铀 等 的 定义 和 
定理 。 您 不 会 对 这 些 对 象 感到 陌生 ， 但 可 能 您 已 经 很 久 没有 证 明 过 它们 了 (如果 曾 经 
证 明 过 的 话 )。 一 旦 完成 了 上 述 基础 知识 的 叙述 ， 我 们 将 会 探索 更 深入 的 观点 ， 其 中 
不 少 观点 会 与 一 个 深刻 的 概念 一 一 变换 一 一 相关 联 。19 世纪 , 克 莱 因 和 庞 加 莱 等 人 首 
次 引入 变换 的 思想 ， 它 是 对 几何 的 一 次 翻天 覆 地 的 变革 ， 并 且 自 那 以 后 ， 几 何 开始 与 
许多 其 他 数学 分 支 相 结合 。 尽管 如 此 , 在 这 里 我 们 只 需 了 解 关于 变换 的 一 些 基本 知识 。 


这 个 章节 是 独立 的 。 因 此 ， 我们 引 在 在 有 限 的 时 间 内 ， 不 求 广 度 但 求 深度 。 我 们 
主要 做 的 是 仔细 地 回顾 经 典 的 概念 , 使 您 能 站 在 一 个 解 题 者 的 角度 去 掌握 它们 。 因此 ， 
我 们 省 略 了 很 多 有 趣 的 内 容 ， 例 如 射影 几何 、 立 体 几 何 和 双 曲 几何 等 等 。 不 过 我 们 会 
毫 不 犹 邓 地 暂时 用 代数 和 三 角 的 方法 代替 经 典 方法 。 毕 竟 ， 解 决 问题 才 是 目标 ! 


典型 的 几何 问题 由 两 部 分 组 成 。 首 先 ， 作 出 简 图 ， 通常 伴 以 文字 ， 事 实 上 ,正确 
地 画 出 简 图 通常 极 具 挑 战 性 。 这 一 初始 阶段 往往 会 令 那些 画图 不 够 刻苦 不 够 细心 的 初 
学 者 灰心 表 气 。 


在 问题 的 第 二 阶段 中 , 题目 一 般 会 要 求证 明 关于 简 图 的 一 个 “刚性 ”陈述 一 一 一 
个 或 一 些 不 随 图 的 改变 而 改变 的 性 质 。 


下 面 是 三 个 例子 。 虽 然 它们 都 很 基础 ， 但 都 不 易 证 明 。 这 三 个 问题 可 以 诊断 、 测 
试 您 的 几何 解 题 能 力 。 如 果 您 能 毫 不 费劲 地 解决 它们 ， 您 能 很 有 把 担 地 跑 过 下 面 一 节 
(但 请 认真 考虑 8.3 节 给 出 答案 的 内 容 ， 同 时 考察 本 节 末 尾 的 所 有 问题 )。 如 若 不 然 ， 
您 应 该 认真 细致 地 阅读 下 一 节 ， 并 尽 可 能 多 做 些 题目 。 


例 8.1.1 男 每 定理。 给 定 一 个 定点 己 和 一 个 定 圆 , 过 点 己 作 直线 交 疝 于 万 和 了 
点 已 相 对 于 这 个 图 的 圆 竺 定义 为 量 PK . PY。 


圆 等 定 理 (也 记 为 POP) 说 这 个 量 是 不 变 的 ， 也 即 , 这 个 量 不 依赖 于 直线 的 到 法。 
例如 ， 在 下 面 的 图 中 ， 
PK .P7=PXK'.PY 


X 
世 


请 证 明 POP。( 共 有 三 种 情况 需要 考虑 ， 分 别 取决 于 尸 是 在 圆 上 、 圆 外 还 是 在 国内 。) 


角 8 怎样 解 是 数学 交 赛 攻关 宝典 


例 8.1.2 角 平 分 线 定理 。 令 4BC 是 一 个 三 角形 ,并 令 人 4 的 平分 线 交 边 CB 于 DD。 
证 明 
CD _4C 
DB AB® 


> 


B 
例 8.1.3 重心 定理 。 三 角形 的 一 条 中 线 是 从 一 个 顶点 到 对 边 中 点 的 一 条 线段 。 
证 明 ， 三 角形 的 三 条 中 线 相交 于 一 点 ， 且 交点 将 每 条 中 线 分 为 2:1 的 两 段 。 例 如 ,在 
下 面 的 图 中 ， 


BG/GD = AG/GF = CG/GE =2 
A 


D, E 
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当 您 尝试 问题 8.1.1~8.1.3 时 ， 您 可 能 想 知道 您 能 假设 什么 并 能 证 明 什么 。 正如 
您 所 知道 的 ， 欧 式 几何 基于 少量 的 未 定义 的 对 象 包括 “点 ”和 “ 线 ") 和 假设 ， 或 
者 公理 (假定 正确 的 理论 ， 不 需要 证 明 )。 为 了 节约 时 间 ， 我 们 将 会 使 用 快速 且 不 十 
分 严格 的 叙述 ， 并 且 由 一 族 更 大 的 现在 可 以 认为 完全 正确 的 “事实 ”开始 。 


同时 ， 我 们 将 会 介绍 由 这 些 “ 事 实 ”引出 的 简单 的 引 理 和 定理 。 将 会 证 明 其 中 的 
一 些 ， 以 展现 最 重要 的 几何 解 题 技 巧 。 请 您 将 其 余 内 容 作为 掌握 这 部 分 材料 的 必要 的 
练习 〈 而 不 是 问题 )， 自 行 证 明 。 我 们 将 会 标 出 您 不 需要 证 明 的 “事实 *， 任 何 没有 标 
记 的 问题 都 需要 您 来 证 明 。 


请 不 要 消极 地 阅读 。 现在 您 解决 的 这 些 简单 问题 越 多 ， 当 您 面 对 真 正 棘手 的 问题 
时 您 的 表现 会 越 好 。 
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称 8.2~8.3 节 为 “基础 几何 ”“， 是 因为 它们 包含 了 能 让 您 独立 解决 大 部 分 问题 的 精 
炼 且 适 当 的 “事实 ”和 技巧 。 如 果 您 掌握 了 “事实 ”和 引 理 ， 并 且 无 所 且 惧 地 使 用 下 
面 两 节 展 示 的 解 题 思想 ， 您 将 能 尝试 相当 多 的 有 挑战 性 的 问题 。 


假设 : 您 至 少 在 直觉 上 知道 点 、 线 、 角 、 三 角形 和 多 边 形 的 形象 含义 ， 以 及 平行 
线 是 “ 永 不 相交 的 直线 "。 平 角 是 由 直线 上 的 三 点 组 成 的 角 ， 也 即 大 小 为 zx 或 180 度 
的 角 (为 方便 起 见 ， 将 交替 使 用 绝 度 和 角度 )。 直 角 当 然 是 半 个 平角 ， 即 90 度 角 ， 两 
条 垂直 的 线 相交 会 形成 四 个 直角 。 


直线 两 端 能 无 限 延伸 。 如 果 一 条 直线 只 能 在 一 个 方向 延伸 ， 称 其 为 射线 ， 以 两 个 
点 开始 并 结束 的 直线 称 为 线段 。 使 用 精确 的 记号 ， 符 号 
AB, AB, AB, AB 
分 别 代表 过 4 和 8 的 直线 ， 从 4 出 发 过 8 的 射线 ， 4 和 B 间 的 线段 ， 以 及 这 条 线段 
的 长 度 。 然而， 我们 也 会 不 严格 地 写 “ 直 线 4B” 或 只 是 “48”， 通 过 上 下 文 应 该 容易 
确定 字母 代表 的 是 直线 、 线 段 还 是 长 度 。 


类 似 地 ， 有 序 的 三 个 点 4，8，C 确定 了 一 个 角 。 角 本 身 由 Z4BC 表示 , 但 它 的 大 
小 可 更 准确 地 表示 为 mL4BC。 例如 ,mL4BC =80°。 一 般 ， 用 人 4BC 来 代表 角 或 角 的 
大 小 , 并 且 有 时 只 写成 48C, 同 理 , 这 从 上 下 文 也 能 区 分 。 当 一 张 图 简单 而 不 密集 时 ， 
甚至 能 用 一 个 点 来 表示 一 个 角 。 例 如 ， 在 下 面 的 图 中 ，Z4 很 明确 ， 但 CC 却 做 不 到 。 
位 于 C 点 的 A4BC 的 内 角 为 <4CB， 而 外 角 为 和 4CD。 
A 


全 


B a Dp 
如 果 能 够 移动 其 中 一 个 三 角形 使 其 恰好 与 另 一 个 重合 , 且 很 可 能 要 进行 平面 中 的 
旋转 ， 则 称 这 两 个 三 角形 是 全 等 的 。 全 等 三 角形 是 “相同 ”的 ， 因 为 所 有 的 对 应 边 和 
对 应 角 都 是 相等 的 。 使 用 准确 的 记号 ， 写 作 
AABC= ADEF， 
但 在 实践 中 ， 除 非 通过 上 下 文 不 能 分 清 ， 一 般 会 省 略 人 符号 。 


“事实 ”8.2.1 全 等 条 件 。 如 果 您 沿 着 三 角形 行走 ， 比 如 是 从 一 个 角 出 发 ， 逆 时 
针 走 ， 您 会 依次 遇 到 一 条 边 ， 一 个 角 等 等 。 假 设 您 绕 着 三 角形 行走 的 同时 依次 记录 下 


颌 8 生生 解 昨 ， 效 学 充 者 攻关 宝 典 


一 条 边 的 长 度 ， 下 一 个 角 的 角度 ， 然 后 是 下 一 条 边 的 长 度 。 接 着 假设 您 对 另 一 个 三 角 
形 做 同样 的 事 ， 并 且 记 下 了 相同 的 数值 。 那 么 这 两 个 三 角形 是 全 等 的 。 这 个 条 件 常常 
缩写 为 $45。 下 面 是 一 些 全 等 条 件 : 
SAS, ASA, SSS, AAS。 
“事实 ”8.2.2 注意 : 除非 角 大 于 等 于 90 度 ， 或 者 第 二 条 边 比 第 一 条 长 ， 否 则 
48S 不 保证 全 等 〈 请 给 出 反例 )。 当 然 ，444 也 不 意味 着 全 等 ， 它 仅 表明 相似 性 ( 见 
8.3 节 )。 


“事实 ”8.2.3 三 角形 不 等 式 。 在 一 个 三 角形 中 ， 任 意 两 边 长 度 之 和 严格 大 于 第 
三 边 。 

“事实 ”8.2.4 三 角形 中 的 角度 不 等 式 。 令 4BC 为 三 角形 。 如 果 mL4 > mLB， 
则 BG>A4C， 反 之 亦 然 。 


题 8.2.5 对 项 角 。 当 两 条 线 相交 于 一 点 ， 会 产生 4 个 角 ， 它 们 也 是 两 组 相对 的 
角 。 这 些 相对 的 角 也 称 为 对 项 角 。 对 项 角 必 相等 。 例如 , 在 下 面 的 图 中 LECD = C4CB。 
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( 记 住 , 没有 “事实 ”做 标记 的 意思 是 ， 这 是 让 您 证 明 的 练习 。 它 是 相当 容易 的 。) 
平行 线 


在 下 面 的 图 中 ，4B 和 CD 是 平行 的 ， 也 就 是 4BICD。 与 这 两 条 平行 线 都 相交 的 
线段 BC 称 为 葵 线 。 


C D 
下 面 是 关于 平行 线 的 一 个 重要 “事实 "， 它 引出 了 许多 有 趣 的 引 理 。” 


@ 平行 线 是 非常 丰富 和 有 趣 的 概念 ,而 我 们 利用 严谨 的 “ 欧 氏 ”观点 故意 简化 了 这 个 概念 。 实 际 上 ， 
“事实 ”8.2.6 依 燥 于 一 个 独立 于 欧 几 量 得 其 他 假设 之 外 的 假设 。 修改 这 个 假设 将 导出 与 欧式 几何 
不 同 的 、 热 而 数学 上 一 致 的 另 一 种 几何 ， 称 为 非 爽 几何 。 见 文献 [191[41] 和 [29] 中 的 详细 阐述 。 
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“事实 ”8.2.6 

(a) 截 线 工 出 的 内 错 角 是 相等 的 。 也 就 是 说 ， 在 上 图 中 BCD = 人 4BC。 注 意 这 个 
相等 在 图 中 用 纯 线 标 出 。 

(b) (a) 的 逆 命题 也 是 正确 的 ， 也 就 是 ， 如 果 两 条 直线 被 第 三 条 所 鹤 ， 且 内 错 角 相 
等 ， 则 这 两 条 直线 平行 。 

下 面 是 “事实 ”8.2.6 的 一 些 推论 。 


题 8.2.7 三 角形 三 个 内 角 和 为 180 度 。 提 示 : 令 4BC 是 三 角形 ， 考 虑 直线 (不 
是 线段 ) BC， 并 过 4 作 BC 的 平行 线 。 
题 8.2.8 对 于 任何 三 角形 ， 一 个 角 的 外 角 等 于 另 两 个 内 角 之 和 。 


下 面 的 例子 相当 简单 ， 但 提供 了 非常 完整 的 解 ， 举 例 的 意图 是 回顾 基本 的 解 题 思 
想 ， 并 引入 在 将 来 更 复杂 的 方法 中 会 用 到 的 新 的 技巧 。 


例 8.2.9 平行 四 边 形 是 一 个 对 边 平行 的 四 边 形 。 
a 

证 明 : 

(a) 平行 四 边 形 对 边 相 等 。 


(b) 平行 四 边 形 对 角 相 等 ， 邻 角 互 补 (加 起 来 等 于 180 度 )。 
(©) 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 。 


解答 ”对 于 (a), 需要 证 明 48 = cp 和 4C=BD. 能 推断 这 两 对 对 边 相等 的 倒数 第 
二 步 是 什么 ? 现 有 的 唯一 的 工具 是 全 等 三 角形 ， 因此 必须 构 进出 一 些 三 角形 . 为 此 我 


们 作 一 条 对 角 线 。 
Dp 


现在 寻找 相等 的 角 。 因 为 对 角 线 BC 是 交 平 行 线 48 和 CD 的 截 线 ， 有 
<DCB = L4BC， 
类 似 地 ， 
LACB = LDBC, 
因为 4C 和 3D 也 平行 。 最 终 ， 利 用 平凡 的 观察 BC = BC 来 得 到 4S4， 导 出 


笋 2 和 气相 角 站 ,才学 先 守 攻关 宝典 


AABC= 人 DBC。 
因此 ， 对 边 有 相等 的 长 度 ， 且 对 角 ZL4 和 LD 相等 。 为 了 证 明 另 一 对 对 角 相 等 ， 需 要 
作对 角 线 4D 并 证 明 A4CD = 人 DB4。 


为 了 证 明 相 邻 角 互 补 ， 我 们 或 者 利用 “事实 ”8.2.6 (4C 是 平行 线 4B 和 CD 的 截 
线 ) ， 或 者 利用 四 边 形 内 角 和 为 360 度 的 定理 ( 例 2.3.5)。 


最 后 ， 一 旦 作出 了 第 二 条 对 角 线 4D， 观 察 对 顶 角 并 利用 全 等 很 容易 得 到 (c)。 国 


这 个 例子 使 用 的 是 最 常用 的 技巧 一 一 作 辅助 线 。 如 前 所 述 ， 有 时 微 一 条 辅助 线 往 
往 就 能 够 解答 一 道 题 。 添 加 了 合适 的 辅助 线 往往 奏效 ， 但 做 到 这 一 点 绝 非 易 事 ， 这 需 
要 技巧 、 经 验 和 运气 来 找到 适当 的 辅助 线 添加 到 已 知 图 形 中 。 并 且 如 果 您 添加 了 过 多 
的 辅助 线 ， 您 的 图 将 会 变 得 毫 无 章法 。 要 始终 让 “倒数 第 二 步 ”成 为 你 的 向 导 ， 并 记 
住 哪些 是 具有 启发 性 且 能 帮助 您 的 实体 。 三 角形 ? 圆 ? 对 称 性 ? 


下 面 是 些 简单 的 练习 。 


题 8.2.10 ”如果 一 个 三 角形 的 两 条 边 相 等 ， 称 它 为 等 腰 三 角形 。 证 明 : 如 果 一 个 
三 角形 是 等 腰 三 角形 ， 则 相等 的 边 对 应 的 角 也 相等 。 


题 8.2.11 若 ABC 为 等 腰 三 角形 , 且 4B=4C, 称 4 为 等 腰 三 角形 的 项 角 , 8 和 
C 为 底 角 。“ 事 实 ”8.2.10 的 一 个 近乎 平凡 的 推论 是 
B=C=90°-4A/2, 
也 就 是 说 ,等 腰 三 角形 的 底 角 与 半 个 顶 角 互 余 ( 如 果 两 个 角 加 起 来 是 直角 ， 称 这 两 个 
角 互 余 ， 请 对 比 “ 互 余 "、 “互补 ” 两 个 概念 ) 。 


下 面 的 例子 使 用 相似 三 角形 分 析 , 提出 了 更 具有 普遍 意义 的 简单 结论 , 易于 推广 。 
此 外 ， 通 过 运用 对 角 、 平 行 线 和 全 等 的 概念 ， 来 检验 我 们 能 够 得 到 多 少 结论 ， 这 极 具 
启发 性 。 尽 管 我 们 的 证 明 相当 简单 ， 但 它 包 含 了 一 个 您 需要 掌握 的 细微 策略 ， 即 幻象 
点 方法 。 


例 8.2.12 令 4BC 是 任意 三 角形 ，D，B， 严 分 别 是 边 BC，4C，4B 的 中 点 。 证 
明 : DE，EF，FD 将 原 三 角形 分 为 4 个 全 等 三 角形 。 


解答 ”避免 相似 三 角形 “事实 ”( 例 如 “事实 ”8.3.8) 的 诱惑 ， 因 为 它们 没有 太 
大 帮助 。 

我 们 能 连结 中 点 并 尝试 得 到 相等 的 角 ， 但 是 ， 我 们 没有 通过 连接 两 点 来 分 析 角 度 
的 工具 (现在 还 没有 引入 相似 三 角形 的 概念 )。 换 种 方法 ， 让 我 们 做 出 确实 能 产生 角 
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度 信息 的 直线 。 从 中 点 FF 开始， 过 点 F 作 BC 的 平行 线 。 我 们 清楚 地 知道 这 条 线 交 
4C 于 点 ,但 还 没有 证 明 它 。 因 此 ,暂时 记 交 点 为 户 。 类 似 地 ， 过 点 作 另 一 条 线 ， 
平行 于 4C， 交 BC 于 点 D。 因 为 BF = F4， 这 促使 我 们 尝试 证 明 
AFDB= AAE'F, 
4 


by E” 


8 D’ C 
因为 FEBC， 所 以 L4FE' =LB 且 LFE'4 =LC。 类似 地 ，FD'I4C 获 含 着 LFD'B = 人 C， 
因此 LFE'4 =LBD'F， 这 里 允许 使 用 445 全 等 条 件 得 到 AFD'B = A4EBF。 因 此 ，BD/ 
=FE'E DF=EA, 


因为 EFD'C 是 平行 四 边 形 ， 所 以 CE =D'F 且 FE =D'C。 将 这 两 个 等 式 与 另 一 
组 等 式 相 结合 得 到 BD' = DC 和 CE' = 4。 也 就 是 说 ， 点 DP 和 点 忆 分 别 与 点 DD 和 点 
万 重合 。 

现在 能 推断 :连结 中 点 玉 和 点 互 的 线段 平行 于 BC， 因 为 E = 巨 。 并 且 ， 因 为 相 


同 的 论证 告诉 我 们 PPIMC 和 BDIMB， 所 以 能 顺利 地 继续 证 明 。 重 复 第 一 个 论证 得 到 
AAEF = AFDB = AECD, 


并 且 SSS 说 明 ADEF = 人 FBD。 四 
“幻象 " 点 丸和 已 是 不 好 看 的 构造 ,但 绝对 有 存在 的 必要 。 使 用 它们 的 目的 类 似 


于 反 证 法 中 的 “ 反 设 "， 提出 一 些 能 处 理 的 具体 的 事物 。 并 且 ， 正 如 反 设 一 样 ， 一 旦 
任务 完成 ， 幻 象 点 将 会 退出 。 


圆 和 角 


圆 是 欧式 几何 中 最 重要 的 实体 ， 对 它们 的 探索 是 无 止境 的 。 我 们 将 参考 下 面 的 图 
来 回顾 最 重要 的 术语 。 
六 


僵 2 怎 杆 解 题 ， 数 学 况 赛 攻关 宝典 


记 这 个 图 为 六 圆心 为 0， 因 此 LCOB 称 为 图 心 角 。 线 段 BC 称 为 缠 ， 而 BC 代表 从 B 
到 C 的 圆 绝 。 按 惯例 ， 可 以 不 十 分 严格 地 用 “ 驱 BC” 来 表示 它 "。 引 BC 的 大 小 定义 
为 它 对 应 的 圆心 角 的 大 小 ， 也 就 是 

mBC = mLCOB。 
因为 4 在 圆 上 ， 称 人 C4B 为 圆周 角 ， 也 可 以 说 :这 个 角 正 对 圆 上 的 弧 BC。 


直线 DB 恰好 交 图 于 一 点 8， 因 此 这 条 线 称 为 切线 。 


“事实 ”8.2.13 ” 纺 与 半径 的 关系 。" 考 虑 下 面 关于 直线 、 贺 和 圆 上 之 弦 的 三 条 论 
述 ， 

(1) 直线 穿 过 圆心 。 

(2) 直线 穿 过 弦 中 点 。 

(3) 直线 垂直 于 弦 。 


上 面 的 论述 如 果 有 两 条 成 立 ， 那 第 三 条 也 成 立 。 

“事实 ”8.2.14 ” 圆 的 切线 垂直 于 切 点 处 的 半径 ， 反之 , 垂直 圆 的 切线 于 切 点 的 直 
线 必 过 圆心 。 

题 8.2.15 令 4 为 图 外 一 点 。 做 直线 AX，AY 切 贺 于 X 和 了。 证明 4X= 47。 

下 面 的 引 理 或 许 是 您 在 中 学 几何 中 第 一 个 证 明 的 ， 它 的 结果 新 奇 有 趣 。 


题 8.2.16 固 周 角 定理 。 一 条 弧 的 大 小 等 于 它 所 对 圆周 角 大 小 的 两 倍 。( 也 就 是 
说 : 对 于 任何 弧 ， 它 所 对 应 的 圆心 角 是 它 对 应 的 轴 周 角 的 两 倍 。) 


这 真 的 不 寻常 。 它 说 : 无 论 将 4 放 在 下 图 圆 三 的 圆周 上 的 哪 一 点 ， 角 C4B 的 大 
小 是 一 定 的 〈 进 一 步 可 得 : 贺 周 角 LC4B 的 大 小 等 于 圆心 角 ZCOB 的 一 半 )。 


解答 令 9= LCOB， 想 要 证 明 ZC4B = B2。 为 了 证 明 这 点 ， 需 要 收集 尽 可 能 多 
的 关于 角 的 信息 。 作 辅助 线段 40 当然 是 有 意义 的 ， 因 为 这 增加 了 两 个 由 4 作 顶 点 的 
三 角形 。 进 一 步 地 ， 这 些 三 角形 是 等 腰 的 ， 因 为 40，BO 和 CO 是 圆 厂 的 半径 。 


@ 关于 绝 有 容易 混淆 的 地 方 。 弧 BC 是 指 沿 着 贺 周 顺 时 针 方向 那 一 段 还 是 逆 时 针 方向 那 一 段 ? 如 果 
是 前 者 ， 那 中 心 角 将 会 大 于 180 度 。 因 此 我 们 约定 ， 强 都 是 按 逆 时 针 方向 看 的 。 

Q@ Andy Liu 在 文献 [28] 中 聪明 地 使 用 了 “三 对 二 交易 ” (three for two sale) 公式 ， 为 后 人 做 出 了 巨 
大 的 贡献 . 
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令 B= L408。 我 们 的 策略 相当 简单 :将 要 通过 求 LZC4O 和 LB4O 来 计算 ZC4B。 并且 
它们 很 容易 求 出 ， 因 为 根据 “事实 ”8.2.11， 有 


将 这 些 相 加 ， 得 到 
LC4B= LCA0+ LB40=9。 a 


这 并 不 是 很 难 ! 由 一 条 相当 明显 的 辅助 线 可 以 导出 尽 可 能 多 的 角 的 信息 ， 解 题 就 势 如 
破 竹 。 这 个 方法 称 为 角度 追踪 。 它 的 思想 是 : 计算 尽 可 能 多 的 角 ， 控 制 变量 的 数量 。 
在 上 面 的 例子 中 ， 我 们 使 用 了 两 个 变量 ， 其 中 一 个 在 最 后 被 消去 。 


角度 追踪 法 简单 、 有 趣 并 且 强 大 。 遗 伺 的 是 ， 许 多 学 生 总 是 通过 三 角 或 代数 运用 
它 ， 而 没有 运用 其 他 更 优美 的 战术 。 本 章 的 一 个 关键 目标 是 教 您 懂得 如 何 用 角度 追踪 
法 得 到 最 多 的 信息 ， 以 及 在 什么 时 候 应 该 超越 此 方法 。 


下 面 是 圆周 角 定 理 的 一 些 简单 而 有 用 的 推论 。 


例 8.2.17 固 内 接 直角 。 令 4B 为 圆 的 直径 ，C 为 圆 上 任意 一 点 ， 则 ZBC4 = 90?。 
反之 ， 如 果 4B 是 一 条 直径 上 且 LBC4 = 90"， 则 C 一 定 在 圆 上 。( 见 下 左 图 ) 


C 
4 c 
4 
B 


例 8.2.18 国内 接 四 边 形 。 四 边 形 48CD 是 图 内 接 和 的 ， 如 果 它 的 顶点 都 在 加 上 。 
点 4，B，C, D 称 为 共 团 。( 见 右上 图 ) 


(a) 当 且 仅 当 一 个 四 边 形 一 组 对 角 互 补 ， 它 是 圆 内 接 的 。 


合生 计 解 息 : 教学 充 容 攻关 宝典 


(b) 当 且 仅 当 L4CB = ZL4DB， 点 4,，B，C, DD 共 贺 。 


通过 圆 内 接 四 边 形 您 自动 地 “免费 ”得 到 了 圆 及 一 对 等 角 ， 这 个 额外 的 结构 经 党 
提供 有 用 的 信息 。 请 养 成 定位 (或 创造 ) 图 内 接 四 边 形 的 习惯 。 


和 三 角形 


探索 贺 和 三 角形 之 间 的 关系 能 使 人 穷尽 一 生 心 血 。 首先, 我 们 将 考察 三 角形 的 内 
切 和 外 接 图 。 


在 下 面 的 简 图 中 ， 三 角形 48C 内 接 于 圆 石 ， 因 为 三 角形 每 个 顶点 都 在 圆 上 。 称 
五 为 外 接 贺 ， 或 者 称 之 为 三 角形 4BC 的 外 接 圆 。 厂 的 圆心 是 0， 长 度 O4 是 外 接 加 
半径 。 


同样 地 ， 因 为 贺 及 与 三 角形 每 条 边 相 切 、 所 以 圈 肪 内 接 于 三 角形 48C。 称 这 个 
内 接 的 贺 为 内 切 园 。 及 的 圆心 即 内 心 ， 是 了, 一 个 切 点 是 D， 因 此 万 的 长 度 是 内 切 
圆 半径 。 


a 


每 个 三 角形 都 有 内 切 加 和 人 外接 贺 一 一 这 个 结论 并 不 明显 。 不 仅 是 这 样 的 加 是 否 存 
在 不 明显 ， 它 们 的 唯一 性 也 不 明显 。 让 我 们 从 外 接 圆 开 始 探索 这 些 问 题 。 

题 8.2.19 假设 一 个 三 角形 拥有 外 接 圆 。 那么 外 接 圆 的 圆心 是 三 角形 三 条 边 的 中 
垂 线 的 交点 。( 因 此 ， 外 接 贺 如 果 存 在 必 唯 一 。) 

题 8.2.20 证 明 : 给 定 任何 三 角形 ， 考 虑 任何 两 条 边 的 中 垂 线 的 交点 。 这 个 交点 
与 三 个 顶点 是 等 距 的 ， 因 此 交点 是 外 接 贺 贺 心 。 

题 8.2.21 证 明 : 外 接 圆 圆心 是 内 接 三 角形 三 条 中 垂 线 的 交点 。( 因 此 “免费 ” 
得 到 一 个 有 趣 的 事实 ， 即 三 条 中 垂 线 交 于 一 点 。) 

同 理 ， 存 在 (唯一 的 ) 内 切 园 ， 其 圆心 是 三 条 特殊 线 的 交点 。 使 用 类 似 的 策略 ， 


首先 假定 内 切 加 存在 ， 并 探索 其 性 质 。 和 刚才 的 情况 一 样 ， 棘 手 的 部 分 是 证 明 交 点 的 
唯一 性 。 
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题 8.2.22 每 个 三 角形 有 唯一 的 内 切 画 。 贺 心 是 三 条 角 平 分 线 的 交点 。( 提 示 : 
假设 内 切 圆 存在 。 利 用 事实 8.2.14 证 明 它 的 圆心 是 两 条 角 平 分 线 的 交点 。 然 后 证 明 逆 
命题 也 是 正确 的 ， 也 就 是 ， 任意 两 条 角 平 分 线 的 交点 是 内 切 圆 的 圆心 。 最 后 证 明 : 不 
可 能 有 多 于 一 个 的 这 样 的 圆 存在 ， 因 此 三 条 角 平 分 线 交 于 一 点 。) 


内 切 圆 和 外 接 贺 的 存在 性 引出 了 一 些 精彩 的 “事实 ”"， 即 在 任何 三 角形 中 ， 三 条 
角 平 分 线 共 点 ( 交 于 一 点 )， 并 且 三 条 中 垂 线 共 点 。 三 角形 中 还 有 很 多 其 他 “浑然 天 
成 ”的 线 。 其 中 哪些 会 是 共 点 的 ? 


我 们 将 会 在 8.4 节 中 详细 探讨 这 点 ， 但 下 面 是 一 个 精妙 的 例子 ， 它 基本 上 只 使 用 
了 一 种 巧妙 构造 的 辅助 线 。 


例 8.2.23 证 明 : 对 于 任何 三 角形 ， 三 条 高 线 共 点 。 这 个 点 称 为 三 角形 的 重心 。 


解答 ”高 线 是 过 一 顶点 并 垂直 于 对 边 (延长 线 , 如 需要 的 话 ) 的 直线 (而 非 线段 ) 。 

不 那么 正规 地 来 说 , 高 线 可 以 指 直线 、 线 段 或 者 线段 长 度 , 其 意义 根据 上 下 文 来 而 定 。 

例如 ， 在 下 面 的 图 中 ， 从 点 B 到 边 4C 的 高 线 实际 上 是 直线 BD, 但 是 我 们 把 线段 BD 

或 它 的 长 度 〔 也 写 为 BD) 称 为 高 ， 这 也 是 很 正常 的 。 高 线 与 边 的 交点 D 称 为 高 线 的 

垂 足 。 在 规范 的 使 有 中， 不 明确 写 出 垂 足 ， 例 如 ， 使 用 “高 BD”， 而 不 使 用 更 准确 的 
“过 点 8 作 一 条 4C 的 垂 线 ,， 交 A4C 于 D”。 


注意 高 线 并 不 总 是 在 三 角形 内 部 。 如 下 图 ， 过 点 C 的 高 线 与 边 48 的 延长 线 相交 
于 三 角形 外 的 EE 点。 也 请 注意 : 高 CE 和 BD 在 三 角形 外 相交 ( 记 住 ， 它 们 是 直线 ， 
不 是 线段 )。 


如 何 证 明 三 条 高 线 交 于 同一 点 呢 ? 其 他 还 有 什么 线 是 共 点 的 昵 ? 中 垂 线 几乎 能 如 我 
们 所 愿 ， 因 为 它们 交 于 同一 点 ， 即 外 接 贺 图 心 。 然 而 ， 高 线 垂直 于 对 边 。 但 一 般 情 况 
下 ， 它 们 并 不 平分 对 边 。 那 么 ， 存 在 什么 方法 使 它们 平分 某 个 对 象 吗 ? 是 的 ! 灵活 的 
技巧 就 是 ， 让 平分 点 在 顶点 上 ， 而 不 在 边 上 。 


在 下 面 的 图 中 ， 由 任意 三 角形 4BC 开始 ， 然 后 过 每 个 顶点 作对 边 的 平行 线 。 这 
三 条 平行 线形 成 了 一 个 更 大 的 三 角形 ，EFD， 它 包含 4BC。 


知 B 怎 桂 解 题 ， 效 学 充 赛 攻关 宝典 


令 mn 为 三 角形 4BC 过 点 8 的 高 。 当然, 根据 定义 , m 垂直 于 4C。 但 因为 PElMC， 
则 关 也 垂直 于 PE。 


注意 ; 4DBC 是 平行 四 边 形 。 因 此 , 根据 例 8.2.9, 有 4C = BD。 类 似 地 , 4C = BE。 
因此 ,点 8 是 DE 的 中 点 。 故 mm 是 DE 的 中 垂 线 。 


通过 类 似 的 推理 可 得 : 三 角形 4BC 的 另 两 条 高 是 EF 和 FD 的 中 垂 线 。 因 此 ， 这 
三 条 高 线 交 于 一 点 一 一 三 角形 DEF 的 外 接 圆 圆心 ! 图 


问题 与 练习 


下 面 的 问题 很 基础 ， 求 解 它们 需要 的 几何 结论 都 在 本 节 中 导出 过 。 当 然 ，“ 基 础 ” 
并 不 意味 着 “简单 ”"。 可 能 在 学 完 下 一 节 后 有 些 问题 解答 起 来 会 更 容易 些 。 不 过 ， 请 
试 着 全 部 做 一 下 。 这 些 问题 包含 了 在 后 续 学 习 中 要 用 到 的 许多 公式 和 重要 思想 。 


题 8.2.24 令 ABC 是 顶点 为 4 等 腰 三 角形 ,，E 和 分别 是 4C 和 4B 上 的 点 ,使 得 
AE= ED= DC= CB, 
求人 4。 


题 8.2.25 在 前 一 个 问题 中 ,通过 选择 等 腰 三 角形 的 腰 上 的 点 来 创造 一 条 由 4 段 相等 的 线 
段 组 成 的 “ 链 "， 包 括 三 角形 的 底 。 您 能 推广 得 到 ”条 线段 的 链 的 结论 吗 ? 


题 8.2.26 证 明 : 任意 四 边 形 的 边 的 中 点 是 一 个 平行 四 边 形 的 顶点。 


题 8.2.27 令 4BC 是 直角 三 角形 ， 直 角 为 C。 证 明 : 过 点 C 的 中 线 等 于 斜 边 的 一 半 。 因 
此 ， 如 果 CE 是 中 线 ， 有 一 个 美妙 的 恒 等 关 系 : 4AE = BE = CE。 


题 8.2.28 尺 规 作 图 。 考 庸 置疑 ， 您 至 少 学 过 一 些 尺 规 作 图 (也 称 为 欧 氏 作 图 法 )。 请 通 
过 进行 下 面 的 做 图 (确保 您 能 证 明 为 什么 能 得 到 它们 ) 来 回顾 这 个 重要 的 内 容 。 您 可 以 使 用 图 
规 和 没有 刻度 的 尺 ， 不 允许 使 用 其 他 工具 〈 除 了 铅笔 ) 。 

(a) 给 定 一 条 线段 ， 作 出 它 的 中 点 。 

(b) 给 定 一 条 线段 ， 作 出 它 的 中 垂 线 。 
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(©) 给 定 一 条 直线 :和 不 在 ! 上 的 点 P， 过 己 作 ! 的 平行 线 。 
(d) 给 定 一 条 直线 /和 不 在 ! 上 的 点 P， 过 己 作 ! 的 垂 线 。 
(e) 给 定 一 个 角 ， 作 出 它 的 平分 线 。 
(f) 给 定 一 个 区， 作出 它 的 图 心 。 
(8) 给 定 一 个 贺 和 圆 外 一 点 ， 过 点 作 回 的 切线 。 
(h) 给 定 一 条 长 度 为 4 线段 ， 作 一 个 边 长 为 4 的 等 边 三 角形 。 
(i) 给 定 一 个 三 角形 ， 作 
{1) 重心 ， 
(2) 外 接 圆心， 
(3) 重心 ， 
(4) 内 切 圆心 。 
(j) 给 定 一 个 圆 和 圆 内 两 点 P，2， 作 该 图 的 内 接 直角 三 角形 ， 使 得 一 条 直角 边 过 己 ， 另 一 
条 直角 边 过 2。 根据 P，2 的 位 置 ， 有 可 能 无 法 作 图 。 
(k) 给 定 两 个 国 ， 作 它们 的 公 切 线 。 


题 8.2.29 通过 连接 一 个 给 定 三 角形 的 三 条 边 的 中 点 得 到 的 三 角形 称 为 中 点 三 角形 。 


(a) 证 明 : 中 点 三 角形 和 原 三 角形 有 共同 的 重心 。( 问 题 8.3.41 中 给 出 了 一 个 类 似 但 更 为 困 
难 的 问题 ) 
(b) 证 明 : 中 点 三 角形 的 重心 (高 线 的 交点 ) 是 原 三 角形 的 外 接 轿 心 。 


题 8.2.30 令 几 和 刻 是 平行 线 , 并 令 w 和 7 为 介 于 这 两 条 线 之 间 的 图 ,使 得 与 % 相 切 ，@ 
与 y 相 切 ， 且 ;与 丸 相 切 。 证 明 : 三 个 切 点 共 线 ， 也 就 是 ， 三 个 切 点 在 同一 条 直线 上 。 


题 8.2.31 (列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 1987) 在 锐角 三 角形 4BC 中 作 高 线 CH 和 中 线 
BK， 且 已 知 BK= CH 和 LKBC = LHCB。 证 明 : 三 角形 4BC 是 等 边 三 角形 。 


题 8.2.32 (列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 1988) 给 定 锐角 三 角形 48C, 且 LB4C=30°。 已 
作出 高 BB; 和 CC1， Bs 和 C2 分 别 是 4C 和 4B 的 中 点 。 证 明 : 线段 BC 和 BC 垂直。 


题 8.2.33 (Mathpath 2006 资格 考试 ) 考虑 如 下 所 述 的 通过 折纸 得 到 的 等 边 三 角形 的 “ 配 
方 ”( 见 下 页 图 ); 

(1) 从 一 张 长 条 纸 开始 ， 在 纸 上 画 出 一 条 细 线 。 这 条 细 线 可 以 有 任何 角度 。 

(2) 拿 住 长 条 纸 的 左上 角 并 沿 着 细 线 往 下 折 ， 使 得 这 个 角 在 这 条 纸 底 边 的 下 方 。 

(3) 打开 长 条 纸 。 现 在 确实 得 到 了 一 条 折 痕 (表现 为 一 条 细 线 )。 

(4) 现在 拿 住 长 条 纸 的 右边 并 往 下 折 ， 使 得 纸 条 项 边沿 着 这 条 折 痕 。 

(5) 打开 长 条 纸 。 您 现在 有 两 条 折 痕 。 

(6) 现在 拿 住 长 条 纸 的 右边 并 往 上 折 ， 使 得 纸 条 底 边 与 最 近 得 到 的 折 痕 吻合 。 

(7) 打开 长 条 纸 。 现 在 纸 上 有 三 条 折 痕 。 

(8) 重复 4~7 步 。 纸 上 的 折 痕 已 经 是 等 边 三 角形 了 ! 


人 8 怎 梓 解 是 ， 效 学 竞赛 攻关 宝典 


请 对 这 一 过 程 给 出 您 的 意见 。 它 在 所 有 情况 下 有 效 ， 还 是 只 在 特殊 情况 下 才 有 效 呢 ? 请 解 
释 ! 


» "MA » "AO 


题 8.2.34 (BAMO 1999) 令 C 为 志平 面 中 的 一 个 贺 ， 圆心 在 y 轴 上 ， 该 回 过 4 = (0, a) 
和 B=(0, b), 0<a<b。 令 P 为 加 上 的 其 他 任意 一 点 ， 令 Q 为 过 P 和 4 的 直线 与 + 轴 的 交点 ， 
令 0=(0, 0)。 证 明 ， ZBQP =ZLBOP。 


题 8.2.35 (加拿大 1991) 令 C 为 一 个 圆 ,P 为 平面 中 指定 的 一 点 。 每 条 过 已 与 C 相 交 的 
直线 确定 了 C 的 一 条 弦 。 证 明 : 这 些 弦 的 中 点 位 于 一 个 贺 上 。 


题 8.2.36 (BAMO 2000) 令 4BC 为 三 角形 , 点 D 为 4B 的 中 点 ,点 EE 为 BC 的 中 点 ， 点 
为 4C 的 中 点 。 令 各 为 过 点 4，D，F 的 轿 ， 刀 为 过 点 8，E，D 的 贺 ， 各 为 过 点 C，F，E 的 
圆 。 证 明 : kh、&、 铝 相交 于 同一 点 。 


题 8.2.37 设 ABC 是 三 角形 , 垂 心 为 H (回忆 例 8.2.23 中 的 重心 的 概念 )。 沽 虑 万 关于 三 
角形 每 条 边 的 对 称 点 (下 面 标 为 HI，H,,，H;)。 


证 明 : 这 三 个 点 都 在 三 角形 ABC 的 外 接 贺 上 。 


8.3 基础 几何 1 


面积 


我 们 可 以 赁 经 验 来 认识 “面积 " 这 个 词 , 就 像 对 点 或 直线 一 样 , 把 它 也 理解 为 “不 
需要 定义 的 "。 但 面积 不 是 “实体 "， 而 是 函数 : 为 每 个 几何 物体 指定 一 个 非 负数 的 方 
法 。 任 何 有 裁剪 建筑 用 纸 的 人 都 深 知 下 面 的 公理 。 

。 全 等 的 图 形 有 相同 的 面积 。 
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。 如 果菜 个 图 形 不 重 登 ， 它 的 面积 是 各 部 分 面积 之 和 。 

。 如 果 某 个 图 形 是 两 块 重 登 部 分 的 并 ， 它 的 面积 是 两 部 分 面积 之 和 减 去 它们 重 
登 部 分 的 面积 。 这 是 容 斥 原理 〈6.3 节 ) 的 几何 解释 。 

但 如 何 计算 面积 ? 我 们 还 需要 一 个 公理 ， 它 能 用 来 定义 面积 ; 


埠 形 的 面积 是 底 和 高 的 来 积 。 
很 入 以 前 ， 您 学 过 : 计算 三 角形 的 面积 的 法 则 是 “ 底 边 的 一 半 乘 以 高 "。 让 我 们 


利用 上 面 的 公理 重新 审视 这 点 。 我 们 需要 的 第 一 个 结论 是 ， 经 过 裁剪 粘贴 (不 重 双 ) 
后 ， 面 积 不 变 。 


例 8.3.1 两 个 同 底 且 对 边 在 同一 条 直线 上 的 平行 四 边 形 的 面积 相等 。 


证 明 : 在 下 面 的 图 中 ， 平 行 四 边 形 48CD 和 ABEF 有 相同 的 底 4B8， 对 边 在 同一 
条 直线 上 ( 它 当然 平行 于 AB)。 


使 用 记号 [. ] 代 表面 积 。 注 意 
[ABCD] = [ABG] + [BCE] — [EGD], 
且 
[ABEF] = [ABG] + [ADF] ~ [EGD]。 
容易 验证 得 到 三 角形 ADF 和 BCE 全 等 (为 什么 ? ), 因此 [ADF] = [BC 可 。 所 以 [4BCD] 
= [ABEF], 一 


因为 我 们 知道 求 矩形 面积 的 计算 公式 。 而 且 ， 总 能 将 两 个 相同 三 角形 “ 粘 ”在 一 
起 形成 平行 四 边 形 ， 容 易 推导 出 下 面 的 经 典 面积 公式 及 一 个 非常 重要 的 推论 。 

题 8.3.2 平行 四 边 形 的 面积 是 底 和 高 的 条 积 (高 是 从 一 个 顶点 到 它 对 应 的 底 边 
的 垂 线段 的 长 度 ) 。 

题 8.3.3 三 角形 的 面积 是 底 与 高 乘积 的 一 半 。 

题 8.3.4 如果 两 个 三 角形 有 一 个 公共 项 点， 并且 这 个 公共 顶点 对 应 的 两 条 边 在 


同一 条 直线 上 ， 则 它们 的 面积 比 等 于 它们 的 底 边 长 度 之 比 。 如 下 图 ， 如果 BD = 4 且 
BC=15， 则 


4 
[4BD]= 五 [48C] 。 
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a 


| 可 
应 该 指出 : 如 果 将 平行 四 边 形 画 为 一 “ 堆 ” 直 线 (就 像 一 堆 有 无 限 张 数 的 纸牌 ， 
且 每 张 纸牌 的 厚度 可 以 看 作 零 )， 赁 感觉 8.3.1 和 8.3.2 显然 成 立 ， 只 要 纸牌 还 与 底 边 
平行 , 滑动 纸牌 后 面积 应 该 不 会 变 。 纸牌 的 面积 应 该 等 于 底 边 长 度 ( 恒 为 横 截 线 长 度 ) 
乘 上 高 的 值 。 在 下 面 的 图 中 ， 两 块 图 像 的 面积 相等 。 


EEEEE 一 
三 
二 
让 我 们 利用 剪 切 工具 这 个 思想 来 证 明 初 等 数学 中 最 著名 的 定理 。 
例 8.3.5 证 明 毕 达 哥 拉 斯 定理 〈 即 勾 股 定理 ) , 直角 三 角形 直角 边 的 平方 和 等 于 
斜 边 的 平方 。 
证 明 : 令 4BC 为 直角 三 角形 ， 直 角 为 B。 然 后 想 要 证 明 
4B2+BC2=4C?。 
这 是 个 新 鲜 事物 : 一 个 等 式 包含 了 长 度 与 长 度 的 乘积 。 迄 今 为 止 ， 只 有 “面积 


这 个 几何 概念 允许 我 们 考虑 这 样 操作 。 因 此 ， 自 然而 然 地 引出 毕 达 哥 拉 斯 定理 最 流行 
的 改写 : 证 明 下 面 两 个 小 正方 形 面积 之 和 等 于 大 正方 形 的 面积 。 


关键 思想 就 是 : 过 直角 B 垂直 于 斜 边 4C 作 一 条 辅助 线 mm。 直 线 严 将 斜 边 上 的 大 
正方 形 分 为 两 个 矩形 :RSI4 和 RCHS。 如 果 沿 着 m 平移 线段 RS， 这 些 和 矩形 将 会 剪 切 
变换 为 平行 四 边 形 ， 但 面积 不 变 。 
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特别 地 ， 我 们 能 滑动 R8， 使 得 R 与 8 重合 。 与 此 同时 ， 我们 可 以 对 直角 边 上 的 两 个 
小 正方 形 做 相同 的 操作 。 如 果 沿 着 m 向 下 滑动 线段 FG (使 得 G 在 m 上 ) 而 将 BAFG 
剪 切 变换 为 一 个 平行 四 边 形 ， 其 面积 不 会 改变 。 类 似 地 ， 通 过 向 左 滑动 DE 来 剪 切 变 
换 BDEC。 结 果 如 下 图 。 


现在 结论 显而易见 : 两 个 “直角 边 ”正方 形 和 两 个 “ 斜 边 ” 甜 形 盖 切 变 换 为 全 等 的 平 
行 四 边 形 ! 面积 当然 是 相等 的 ! 中 

例 8.3.6 事实 上 ， 上 面 的 结论 可 能 不 那么 明显 。 请 严格 证 明 两 个 平行 外边 形 确 
实 是 全 等 的 。 您 将 需要 使 用 角度 追踪 法 来 找到 与 原 三 角形 全 等 的 三 角形 。 

有 上 百 种 不 同 的 方法 可 以 证 明 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 最 简单 的 证 明 可 能 是 在 古 印度 发 
现 的 ， 并 且 它 只 使 用 了 “前 切 和 粘贴 ”的 方法 。 

例 8.3.7 ” 毕 达 可 拉 斯 定理 的 一 个 “分 解 ”证 明 。 下 面 的 图 应 该 表现 得 比较 湾 想 
了 。 第 一 个 正方 形 的 面积 是 〈z + 太 ) 加 上 直角 三 角形 面积 的 4 倍 。 第 二 个 正方 形 的 
面积 是 加 上 直角 三 角形 面积 的 4 倍 。 因 为 这 两 个 正方 形 全 等 ， 它 们 的 面积 也 相同 ， 
因此 得 到 


“> 
必 NE 


相似 三 角形 
对 于 面积 的 思考 为 我 们 对 几何 问题 的 研究 提供 了 强大 的 “乘法 式 的 ”理解 方式 。 
而 由 “相似 三 角形 ”的 概念 引入 了 除法 。 


三 角形 48C 和 DEF 相似 ( 记 为 4BC-DEF)， 如 果 它 们 对 应 的 角 相 等 且 对 应 的 边 
成 比例 。 也 就 是 说 ， 
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L4 = LD，LB =LE，LC= LF, 
且 
ABIDE = ACIDF = BCIEF。 
换 句 话说 ， 两 个 三 角形 “有 相同 的 形状 "。 


“事实 ”8.3.8 ”我 们 能 放宽 “相似 性 ”定义 中 “等 角 ” 和 “ 边 成 比例 ”的 条 件 ， 
(a) 如 果 两 个 三 角形 对 应 角 相等 ， 则 它们 相似 。 
(b) 如 果 两 个 三 角形 对 应 边 成 比例 ， 则 它们 相似 。 
(CO) “成 比例 的 84S"。 如 果 两 个 三 角形 有 两 组 对 应 边 成 比例 , 且 它 们 的 夹 角 相等 ， 
则 两 个 三 角形 相似 。 例 如 ， 在 下 面 的 图 中 ，LC = LF 且 CB/FE = CA/PD， 这 足以 确保 
AABC ~ 人 ADEF。 
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许多 几何 研究 建立 在 寻找 相似 三 角形 对 的 基础 之 上 。 我 们 常用 辅助 线 ， 例 如 作 平 
行 线 或 垂直 线 。 它 们 实际 上 用 到 以 下 “事实 ”( 您 应 该 能 毫 无 困难 地 证 明 它 们 )。 


题 8.3.9 令 ABC 是 三 角形 ,m 为 平行 于 BC 的 直线 ,分 别 交 AB 和 AC 与 D 和 EE。 
那么 ADE~ABC。 


反之 , 如 果 点 DD 和 分别 在 边 A4B 和 AC 上 , 并 且 等 比例 地 分 割 两 条 边 (4D/4B = 
AE/AC), WN DENBC. 


题 8.3.10 考虑 一 个 直角 三 角形 ， 它 的 直角 边 分 别 为 a 和 b， 斜 边 为 <。 从 直角 
顶点 向 斜 边 作 垂 线 ， 将 其 分 为 长 度 为 x 和 ? 的 两 条 线段 。 
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(a) 证 明 : 按 题 设 条 件 形成 的 两 个 小 三 角形 相似 ， 并 且 都 与 大 三 角形 相似 。 
(b) 证 明 : 
h=Vy 。 
(0) 证 明 : 
cx=@ 及 cy=b?。 
如 果 几 何 问 题 包含 比例 关系 ， 您 基本 上 必须 要 考察 相似 三 角形 。 请 观察 并 找到 相 
似 三 角形 ， 如 果 一 下 子 发 现 不 了 ， 请 尝试 用 作 辅 助 线 的 方法 来 构造 它们 。 


三 个 “简单 ”问题 的 解 


当 您 记 住 了 上 述 策略 ,并 且 和 掌握 了 几何 的 基本 知识 后 ，8.1.1~8.1.3 的 那 三 个 “ 简 
单 ”问题 应 该 难 不 倒 你 了 。 现 在 请 尝试 解答 它们 ， 并 且 用 下 面 的 讨论 来 检查 您 的 解 。 


例 8.3.11 固 杖 定理 的 证 明 。 这 个 问题 要 证 明 乘 积 相 等 。 这 也 许 包括 面积 计算 ， 
也 许 包括 构 造 相似 三 角形 、 计 算 比 例 和 交叉 相 乘 。 让 我 们 尝试 第 二 种 策略 。 我 们 需要 
两 条 明显 的 辅助 线 COC 和 症 Z 来 构造 相似 三 角形 。 


X 
EF 


” 

事实 上 ， 很 容易 找到 这 些 相似 三 角形 。 只 要 两 个 三 角形 有 一 个 公共 角 ， 那 么 只 要 
能 找到 另 一 对 相等 的 角 ， 则 两 个 三 角形 相似 (因为 三 角形 三 个 内 角 和 为 180 度 ， 所 以 
第 三 对 角 肯 定 相等 )。 


因此 ， 需 要 考虑 的 是 包含 角 己 的 两 个 三 角形 。 下 一 步 要 应 用 8.2.16， 它 六 明了 图 
周 角 等 于 它 所 对 应 的 圆 弧 的 一 半 。 相 对 于 圆周 角 的 大 小 ， 下 面 的 “事实 ”最 重要 ， 


对 应 桐 同 轩 弛 的 两 个 回 周 角 必 相等 。 
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因此 ， 角 了 和 了 相等 ， 因 为 它们 对 应 相同 的 贺 线 ZX 。 得 到 
PYX’~PY’X, 
(注意 点 的 顺序 是 很 重要 的 ， 三 角形 PXY 和 PXY 不 相似 。) 


因此 ， 接 下 来 得 到 
PY/P7= PXIPY, 
交叉 相 乘 得 到 
PX: PY=PX .PY。 
因为 P 可 能 在 园 上 或 加 内, 所 以 还 有 另外 两 种 情形 。 第 一 种 情形 很 简单 ,乘积 等 于 0。 
第 二 种 情形 的 处 理 办 法 如 前 : 通过 作 两 条 明显 的 辅助 线 ， 再 找到 两 个 相似 三 角形 。 国 


例 8.3.12 角 平 分 线 定理 (8.1.2) 的 两 种 证 明 。 对 于 这 个 定理 ， 我 们 有 很 多 证 明 
方法 。 这 里 将 给 出 两 种 风格 截然 不 同 的 证 明 。 


第 一 种 证 明 利用 构造 相似 三 角形 的 策略 。 我 们 已 经 给 定 了 一 条 角 平 分 线 ， 因 此 已 
经 有 了 两 个 三 角形 ， 它 们 有 一 对 相等 的 角 。 只 要 有 另 一 对 相等 的 角 ， 问 题 就 解决 了 ! 
条 件 给 定 了 LC4D = CD4B = w。 我 们 的 技巧 是 在 4D 上 寻找 已 使 得 C4CE = 4BC， 
记 它 们 为 B。 
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这 样 , 得 到 两 个 相似 三 角形 ， 即 4CE~4BD。 接 下 来 该 做 什么 呢 ? 进一步 地 考察 图 形 ， 
以 期 得 到 更 多 的 信息 。 现 在 考虑 比例 关系 。 


记 住 ,我 们 要 证 明 CD/DB = AC/4B。. 使 用 相似 的 三 角形 ,我 们 知道 4C/4B = CE/DB。 
如 果 能 证 明 CE = CD， 那 就 能 解决 问题 了 ! 


怎么 证 明 CE = CD 呢 ? 我 们 需要 证 明 三 角形 CED 是 等 腰 三 角形 。 用 简单 的 角度 
追踪 可 以 得 出 这 点 。 因 为 人 CDE 是 三 角形 4BD 的 外 角 ， 容易 证 明 ZCDE = a+ PB。 类 
似 的 有 LCED = x+ B。 因 此 三 角形 CED 为 等 绥 三 角形 ， 这 就 完成 了 证 明 。 国 


第 二 种 证 明 也 使 用 了 相似 三 角形 ,但 关键 思想 与 面积 有 关 。 我 们 想 要 考察 长 度 比 
例 CD/DB =xly。( 见 下 图 标 出 的 长 度 。) 我 们 通过 8.3.4 利用 面积 比 来 计算 它 。 三 角形 


第 8 章 关 国 人 约 几 何 鳃 8 
4CD 和 4DB 有 公共 顶点 4， 因 此 面积 比 为 


[4DB] y” 


接 下 来 , 为 了 涉及 两 个 长 度 4C=6b 和 4B=c, 我 们 用 不 同方 法 计算 两 块 面积 。 令 


m =AD 为 角 平分 线 的 长 度 。 如 图 所 示 ， 考 虑 高 wx= CF 和 v=DG。 那 么 
1 

Lpl 2" 

[4DHB] ze 


um 
ve 


Dy a 


现在 ， 让 我 们 着 手 处 理 wv 这 个 比例 。 我 们 的 第 一 感觉 就 是 要 去 考察 相似 三 角形 。 事 
实 上 , 因为 4D 是 角 平分 线 ，CC4F = CD4G， 因 此 直角 三 角形 C4F 和 D4G 相似 (如 
果 两 个 直角 三 角形 有 一 对 相等 的 角 ， 它 们 就 是 相似 的 ， 因 为 两 个 直角 已 经 相等 1)。 


但 C4F~D4G 说 明 wv= blm。 因 此 
= 


x_[ACD]_b 
y [4DB] ec” 
这 个 定理 的 逆 命 题 也 成 立 。 也 即 ， 如果 点 也 在 BC 上 能 使 CD/DB = 4C/4B， 那么 


4AD 平 分 LC4B。 我 们 将 这 个 重要 “事实 ”的 证 明 留 给 您 (问题 8.3.28)。 


例 8.3.13 重心 定理 (8.1.3) 的 证 明 。 让 我 们 以 暂时 去 掉 一 条 中 线 来 开始 (毕竟 ， 
我 们 不 知道 三 条 中 线 是 否 交 于 一 点 ) 并 且 添 加 一 条 辅助 线 连结 中 点 五 和 下 。 


所 以 
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有 时 把 EF 称 为 三 角形 4BC 的 中 位 线 ， 根 据 8.3.9， 这 条 中 位 线 构造 出 了 相似 于 4BC 
的 三 角形 4BEF。 相 似 比 为 12， 因 此 EF:4C = 1:2。 


进一步 地 (也 根据 8.3.9) ,EF 平行 于 4B。 因 此 LFEG = <GC4 并 且 LEFG= ZCAG, 
因此 入 FEG ~ AcGcC4。 同 样 可 得 相似 比 为 1:2， 因为 EF:AC = 1:2。 因 此 EG:GC = FG:G4 
=1:2。 

我 们 使 用 的 这 两 条 中 线 无 特别 之 处 ， 我们 已 经 证 明 过 : 任意 两 条 中 线 的 交点 将 它 
们 分 为 1:2 的 两 部 分 。 当 作 第 三 条 中 线 BD 时 , 它 将 与 中 线 4F 交 于 某 一 点 , 将 该 点 记 
为 0G', 使 得 GD:G'B= GFG'A = 1:2。 但 只 有 点 G 能 以 这 样 的 方式 分 割 4F。 因此 G = 
C。 一 

注意 比例 、 平 行 和 相似 三 角形 间 的 关系 ， 和 “幻象 点 ”G' 在 交点 唯一 性 证 明 中 微 
妙 的 用 法 。 


问题 与 练习 


下 面 是 很 多 基础 问题 和 练习 ， 利 用 本 节 和 上 节 的 几何 “事实 ”的 知识 就 可 证 出 。 
当然 ,，“ 基 础 ”并 不 意味 着 “简单 "。 然 而 ， 做 大 多 数 问题 需要 耐心 地 研究 、 审 慎 地 选 
择 辅助 线 、 持 续 地 追踪 角度 、 发 现 相 似 三 角形 等 等 。 您 应 该 尽 可 能 解决 下 面 的 每 个 问 
题 ， 至 少 把 每 个 问题 看 一 遍 ， 因 为 这 些 问题 中 的 很 多 思想 在 后 续 学 习 都 会 用 到 。 

题 8.3.14 令 直 线 工分 别 交 三 条 平行 线 于 点 4，B，C。 令 直线 ! 分 别 交 这 三 条 平行 线 于 点 
D, E，F。 证 明 : 4B/BC = DE/EF。 


题 8.3.15 (纽约 数学 联盟 1992) 令 4BC 为 三 角形 ，CD 和 4E 是 它 的 高 ,， 且 BD =3，D4 
=5, BE=2。 求 EC。 


题 8.3.16 令 ABC 为 直角 三 角形 , B 为 直角 。 在 三 角形 4BC 的 斜 边 上 构造 一 个 正方 形 (在 
三 角形 外 部 )。 令 M 为 正方 形 的 中 心 。 证 明 : MB 平分 C4BC。 


题 8.3.17 证 明 欧 拉 不 等 式 : 三 角形 外 接 国 半 径 至 少 是 其 内 切 图 半径 的 两 倍 。 


题 8.3.18 圆周 角 定理 的 切线 形式 。 考 虑 “事实 ”8.2.13 上 方 图 中 的 记号 。 证明: 人 4BD = 
LA4CB。 


题 8.3.19 令 忆 为 等 边 三 角形 内 部 的 任意 一 点 。 证 明 ; 从 尸 到 三 边 的 距离 之 和 等 于 三 角形 
的 高 。 


题 8.3.20 进行 例 8.3.1 的 证 明 ， 但 使 用 下 面 的 图 : 
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题 8.3.21 回忆 : 梯形 是 有 两 边 平行 的 四 边 形 ， 这 两 条 边 称 为 底 。 梯 形 的 高 是 底 边 之 间 的 
距离 。 假 设 一 个 梯形 底 为 a，b， 高 为 h。 


(a) 用 a，5， 产 来 表示 梯形 的 面积 。 
(b) 求 过 梯形 两 条 对 角 线 的 交点 、 平 行 于 底 边 的 、 两 端 在 另 两 条 边 ( 非 底 边 ) 的 线段 的 长 度 。 


题 8.3.22 回忆 姜 形 是 一 个 所 有 边 都 等 长 的 四 边 形 。 


(a) 证 明 : 萎 形 是 平行 四 边 形 。 
@) 证 明 : 鞭 形 的 对 角 线 互相 垂直 。 
(c) 证 明 ; 萎 形 的 面积 等 于 两 条 对 角 线 乘积 的 一 半 。 


题 8.3.23 (匈牙利 1933) 令 国 用， 及 相 切 于 点 P。 一 条 过 己 的 直线 分 别 交 石 ， 万 于 41， 
4A2。 另 一 条 过 了 的 直线 分 别 交 用 ， 及 于 Bl1，B2。 证 明 : Ad4iPB, ~ A4zPB:。( 圆 可 能 外 切 ， 也 
可 能 内 切 。) 


题 8.3.24 (匈牙利 1936) 令 P 为 三 角形 4BC 内 一 点 使 得 


{ABP] = [BCP] = {ACP], 
证 明 : P 是 4BC 的 重心 。 


题 8.3.25 令 三 边 为 a, b,c 的 三 角形 的 内 切 图 半径 为 >， 而 天 和 * 分 别 代表 三 角形 的 面 
积 和 半 周 长 (局 长 的 一 半 )。 证 明 : 大 = rs。 


题 8.3.26 在 “P 在 圆 内 ",“P 在 加 上 ”两 种 情形 下 ,分 别 证 明 贺 筹 定理 (8.1.1)。 


题 8.3.27 点 到 直线 的 距离 。 令 ax+ by+c=0 为 平面 直角 毕 标 系 中 的 直线 方程 ， 并 令 (u， 
功 为 平面 中 任意 一 点 。 那 么 我 们 以 如 下 著名 的 方程 来 定义 点 (w，v) 到 这 条 直线 的 距离 : 
六 laut+bv+cl| 
Va +b’ 
这 能 用 标准 的 几何 分 析 证 明 ， 即 通过 求 垂 线 方程 〈 它 的 斜率 为 ex + by + c = 0 的 斜率 的 倒数 的 
相反 数 ) 来 寻找 (wy) 到 直线 的 垂 足 的 坐标 ， 然 后 使 用 这 个 距离 公式 。 但 这 种 方法 太 繁琐 了 。 


便 8 怎 村 解 是 : 效 这 充 客 砍 关 宝典 


于 是 换 另 一 种 方法 : 构造 相似 三 角形 ,形成 简洁 优雅 的 证 明 ， 两 行 足 颁 。 下 面 是 这 个 证 明 ， 
请 您 提供 证 明 。( 别 忘 了 解释 为 什么 需要 绝对 值 .) 

(D darnHol/Va rb 。 

(2) [bhHaut+bv+c|. 

题 8.3.28 证 明 角 平分 线 定理 (8.1.2) 的 逆 命 题 ; 如 果 4BC 是 三 角形 , 且 DD 是 BC 上 一 点 ， 
有 CDIDB=ACI4B， 则 AD 平分 LCAB。 


题 8.3.29 证 明 圆 得 定理 (8.1.1) 的 逆 命 题 ; 如 果 忆 是 直线 XY 和 XY 的 交点 , 且 PX * PY 
=PX * PY, 则 X,Y, 万 ，7 共 加。 


题 8.3.30 ”相似 子 三 角形 。 假 设 A4BC ~ ADEF， 并 令 忒 和 分 别 是 4B 和 DE 上 的 点 ， 
将 这 两 条 边 同比 分 割 。 也 就 是 说 ，4WXB = DY/YE。 证明: A4XC ~ ADYF。 我们 称 人 4XC 和 
ADYF 为 “相似 子 三 角形 ”是 因为 4CX 和 DYF 分 别 以 “相似 ”的 方式 位 于 4BC 和 DEF 内 。 
这 似乎 显而易见 ， 即 相似 对 象 成 比例 的 子 集 应 该 相似 ， 但 您 需要 花 一 些 时 间 严 格 证 明 它 。 


相似 子 三 角形 经 常 出 现 。 例 如 ， 见 题 8.4.32 和 例 8.4.4。 
题 8.3.31 尺 规 作 图 。 进 行 下 面 的 做 图 (确保 您 能 证 明 它们 的 可 行 性 )。 


(a) 给 定 一 条 单位 长 度 线段 ， 作 一 条 如 下 长 度 的 线段 

(Dk， 其 中 是 任意 正 整 数 。 

(9) ab， 其 中 o， 是 任意 正 整数 。 

(b) 给 定 长 度 分 别 为 1 和 x 的 线段 ， 作 一 条 长 度 为 Vx 的 线段 。 
(ec) 给 定 三 角形 各 边 的 中 点 ， 作 出 这 个 三 角形 。 


题 8.3.32 回顾 三 角 法 。 一 些 纯 几何 学 者 看 不 起 三 角 法 ， 认 为 它 “ 不 纯粹 ”， 但 这 种 看 法 
是 愚 素 的 。 当 然 ， 存 在 许多 优雅 的 几何 证 明 方法 ， 它 们 不 使 用 “不 纯粹 ”的 三 角 方 法 。 但 三 角 
法 有 时 更 省 时 间 并 且 更 有 效 。 毕 竞 ， 三 角 法 本 质 上 是 对 相似 三 角形 比例 的 变形 。 因 此 ， 每 当 处 
理 相似 三 角形 时 , 您 至 少 应 该 意识 到 三 角 靶 可 能 可 行 。 现在 如 果 还 不 理解 , 您 应 该 复习 sin, cos， 
tan 的 定义 和 基本 的 和 角 与 差 角 公 式 。 接 着 (做 题 时 不 许 再 查阅 它们 1) 完成 下 面 的 练习 或 问题 。 


(a) 如 果 三 角形 两 边 的 长 度 是 a 和 b，6 是 它们 的 夹 角 ， 证明: 三 角形 的 面积 是 Sabsin 0。 


(b) 利用 上 题 的 公式 得 到 角 平 分 线 定理 〈8.1.2) 的 第 三 个 证 明 。 
《ec) 证 明正 弦 定 理 : 令 4BC 为 三 角形 ，a= BC, b=4C,c =A4B。 那 么 
a b C 


sin4 sinB sinC 
(d) 证 明 扩展 的 正弦 定理 ， 它 说 上 面 的 比 等 于 2R，R 代表 外 接 圆 半径 。 
(e) 证 明 余 弦 定 理 ， 它 说 (使 用 (c) 中 的 三 角 记号 ) 
c=a+b?*—2abcosC 。 
题 8.3.33 ”利用 余弦 定理 来 证 明 有 用 的 Stewart 定理 : 令 4BC 为 三 角形 , 六 在 BC 上。 如 
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果 AB=c, AC=b, AX=p，BX=m 和 XC=n， 则 
ap2 +amn = bm+ cn 。 
题 8.3.34 利用 8.3.10 和 相似 三 角形 来 寻找 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 另 一 个 证 明 。 


题 8.3.35 令 a,， b,c 为 面积 为 的 三 角形 的 边 ， 并 令 R 为 外 接 贺 半径 。 证 明 ; 
大 = ae 
4R“ 
题 8.3.36 下 面 是 三 角 法 应 用 的 例子 。 使 用 Sabsing 这 个 面积 公式 来 证 明 下 面 惊人 的 事 
实 : 任何 梯形 都 被 其 对 角 线 划分 为 四 个 三 角形 。 其 中 两 个 是 相似 的 ， 另外 两 个 面积 相等 。 例 如， 
在 下 图 中 ， 阴 影 部 分 三 角形 有 相同 的 面积 。 


题 8.3.37 思考 下 面 的 图 , 它 描绘 了 一 个 直角 三 角形 ABC, 直角 为 B，4B = 1。 令 万 为 4C 
上 一 点 ,使 得 4D = 1。 令 DAIICB。 


(a) 回忆 : 半径 为 > 的 画 上 对 应 圆心 角 为 9 的 贺 弛 的 长 度 为 r8 (当然 了 ，0 是 弧度 制 的 )。 
利用 这 个 来 证 明 对 于 锐角 6， 
sing< O< tanO, 
(b) 不 用 微 积 分 ， 证明: 
. sing 
1 


题 8.3.38 (Putmam 1999) 直角 三 角形 ABC， 直角 为 C 且 LBAC = b 点 刀 在 4B 上, 使 得 
4C=4D=1 点 E 在 BC 上 , 使 得 CCDE= 9, 委 直 BC 于 E 的 各 线 交 4B 于 F。 计算 lim EF 。 


提示 : 答案 不 是 1，0, 或 1/2。 es 


午 B 怎 梓 解 题 ， 才 学 竞赛 攻关 宝典 


题 8.3.39 下 图 表示 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 另 一 种 “分 解 ”证 明 。 请 指出 〈 并 证 明 ) 为 什么 此 
证 明成 立 。 


是 8.3.40 学 切 加 。 三 角形 的 内 切 圆 与 三 条 边 相 切 ， 而 内 切 图 的 圆心 当然 在 三 角形 内 部 。 
然而 ， 还 有 另外 三 种 图 。 只 要 人 允许 圆心 在 三 角形 外 部 ， 并 且 按 照 需要 延长 三 角形 的 边 ， 那 么 
这 三 种 圆 都 与 三 角形 三 条 边 相 切 ! 例如 ， 下 面 是 一 个 半径 为 /的 旁 接 贺 (因为 它 与 顶点 4 相 
对 )。 


可 以 用 类 似 的 方式 定义 另 两 个 旁 接 回 (也 称 为 外 贺 )， 它 们 的 半径 分 别 为 rs 和 7。。 


(a) 证 明 : 每 个 外 圆 的 图 心 是 三 角形 三 个 角 (一 个 内 角 和 两 个 外 角 ) 平分 线 的 交点 。 
人) 遵循 问题 8.3.25 的 符号 ， 证 明 : 
K=(s-a)r, =(s—b)n, =(s—o)r,。 
(Ce) 证 明 著名 的 公式 : 
一 + 一 + 一 = 一 。 
A 
题 8.3.41 (BAMO 2006) 在 三 角形 48C 中 ,在 BC 上 选择 点 41， 在 C4 上 选择 B1， 在 
4B 上 选择 Cl!， 使 得 三 条 线段 441，BB1，CCi 交 于 一 点 P。 证 明 ， 当 且 仅 当 卫 是 三 角形 4181C 
的 重心 时 , P 才 是 三 角形 4BC 的 重心 。( 这 是 一 个 “ 当 且 仅 当 ”的 命题 ， 但 一 个 部 分 的 证 明 比 
另 一 个 部 分 的 证 明 简单 多 了 。) 


题 8.3.42 在 下 图 中 , D,， E 和 下 分 别 是 4F， BD，CE 的 中 点 。 如 果 [4BC] = 1， 求 [DEF]。 
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rv 
题 8.3.43 (Putnam 1998) 令 * 为 单位 辆 在 第 一 象限 的 任何 图 的 。 令 4 为。 下 方 , x 轴 上 方 
区 域 的 面积 ，8 为 位 于 s 左边 ，y 轴 右 边区 域 的 面积 。 证 明 : 4 + 如 只 与 弧 长 有 关 ， 而 与 约 * 的 
位 置 无 关 。 


8.4 初等 几何 的 威力 


让 我 们 对 上 一 节 快速 复习 的 内 容 进行 重组 ， 其 内 容 涵盖 了 很 多 专题 ,现在 让 我 们 
再 次 讨论 最 重要 的 一 些 内 容 。 本 节 引 入 了 一 些 新 的 理论 和 工具 ,但 学 习 重 点 是 几何 解 
题 策略 和 战术 ， 以 及 以 创新 的 方式 来 应 用 简单 的 思想 。 


这 一 节 介 绍 的 解 题 方法 共有 三 个 层面 策略、 战术 、 工 具 )。 归 纳 为 如 下 表 所 示 。 
这 个 列表 并 不 全 面 ， 但 却 是 个 良好 的 开端 。 它 还 能 帮助 初学 者 找到 头绪 。 


(1) 仔细 地 做 图 。 

(2) 作 辅 助 线 ， 但 要 简洁 。 

(3) 从 角度 追踪 开始 。 但 不 要 事 事 缘 依赖 于 此 ! 

(4) 寻找 您 最 有 利 的 工具 : 直角 三 角形 、 平 行 线 和 共 圆 的 点 。 

(5) 比较 面积 。 

(6) 牢记 : 探寻 相似 三 角形 。 

(7) 寻找 对 称 性 和 “典型 的 ”点 或 线 。 

(8) 根据 一 定 的 特性 构造 一 个 “幻象 ”点 ， 并 证 明 它 与 某 个 已 知 点 重合 。 


让 我 们 通过 一 些 问题 .例题 及 新 观点 来 更 仔细 地 考察 其 中 的 一 些 解 题 方法 。 对 1~3 
项 几乎 没什么 要 说 的 ， 除 了 它们 的 显然 性 ， 没 有 一 张 认真 画 的 图 ， 您 将 会 浪费 时 间 ， 
辅助 线 是 神奇 的 ， 但 有 时 需要 真正 的 艺术 感 才能 找到 ， 角 度 扎 踪 法 是 有 趣 的 ， 但 不 能 
解决 所 有 问题 。 从 第 4 项 开始 ， 通 过 观察 一 些 好 的 例题 ， 有 很 多 值得 学 习 的 东西 。 


共 圆 点 
下 面 的 问题 明确 地 要 求 寻找 共 贺 的 点 ， 让 我 们 从 此 题 入 手 。 我 们 将 会 给 出 两 种 解 
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法 。 请 您 花 时 间 来 思考 其 中 用 到 策略 、 战 术 和 工具 。 


例 8.4.1 (USAMO 1990) 在 平面 中 给 定 一 个 锐角 三 角形 48C。 直 径 为 48 的 贺 
交 高 线 CC' 及 其 延长 线 于 点 M 和 NN。 并 且 ， 直 径 为 4C 的 圆 分 别 交 高 线 BB' 及 其 延长 
线 于 PP 和 0Q。 证 明 : 点 M，N，P，2C 共 图。 


解答 ”必须 强调 仔细 作 图 和 保持 纸 面 整洁 的 重要 性 (至 少 在 开始 时 这 么 做 )。 在 
下 图 中 ， 虽 然 把 直径 为 4C 和 4B 的 图 分 别 标 为 0 和 以 ， 但 是 并 不 包含 其 他 多 余 的 对 
象 。 


我 们 的 准确 绘图 (在 这 个 例子 中 是 计算 机 辅助 给 成 的 ) 立即 给 了 回报 : 观察 到 
C 在 上 而 B 在 上 。 只 是 我 们 很 幸运 码 ? 当然 不 是 ! 4B'B 是 直角 三 角形 ， 直 角 为 
B'( 高 BB 的 垂 足 ), 斜 边 为 48 即 心 的 直径 ,通过 关于 内 按 直 角 三 角形 的 “事实 "(8.2.17) 
知道 ，B 一定 在 wo 上。 通过 相同 的 推理 ，C 在 my 上 。 这 虽 是 简单 的 几何 观察 ,但 如 果 
没有 好 好 做 图 ， 它 可 能 会 逃 出 我 们 的 视线 ! 


现在 是 进行 策略 性 思考 的 时 候 了 。 我 们 想 要 证 明 M，N，P，2 在 同一 个 加 上 。 让 
我 们 循序 渐进 地 列 出 “倒数 第 二 步 ” 的 一 些 选 项 。 

(1) 为 假想 的 圆 导 找 可 能 的 圆心 ， 并 证 明 四 个 点 与 它 的 距离 相等 。 

(2) 根据 圆 内 接 四 边 形 引 理 (8.2.18)， 如 果 能 证 明 角 QMP 和 CNP 互补 ， 便 大 功 
告 成 。 

(3) 使 用 相同 的 引 理 ， 另 一 种 解法 是 证 明 LOCPM = ONM。 

(4) 使 用 圆 宕 定理 的 逆 定 理 (问题 8.3.29) 来 推断 M，N，P，@C 共 圆 。 将 PQ 和 
MN 的 交点 称 为 。 然 后 需要 证 明 QX . XP = MX . XN。 

(5) 使 用 托 勒 密 定理 的 逆 定 理 (下面 的 8.4.30) 来 证 明 四 点 共 贺 。 为 了 做 到 这 点 ， 
我 们 必须 证 明 : 

QM' NP+ MP NO= QP MN, 

这 些 思想 各 有 千秋 ， 但 第 二 个 和 第 三 个 比较 繁琐 ， 需 求 添加 更 多 的 直线 ， 会 让 人 感觉 
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很 困惑 。 类 似 地 ， 托 勒 密 定 理 看 起 来 也 很 复杂 。 


另 一 方面 , 选项 1 看 起 来 很 有 希望 。 因为 已 经 标 出 的 点 中 的 某 一 点 实际 上 为 圆心 ， 
故 选项 1 看 起 来 自然 而 然 可 行 。 如 果 M,N,，P，Q 共 贺 ， 则 MN 和 PC 会 是 某 个 圆 的 
弦 ， 并 且 通 过 张 和 半 径 的 关系 (8.2.13) 可 知 : 这 些 弦 的 中 垂 线 会 过 圆心 。 


注意 ; 4B 是 MN 的 中 垂 线 。 这 是 因为 ，MN 垂直 于 4B (因为 M 和 N 在 垂直 于 
4B 的 高 线 上 )， 并 且 MN 是 圆 oy (直径 为 4B) 的 纺 。 类 似 地 ，4C 是 OP 的 中 垂 线 。 
因此 ， 唯 一 可 行 的 圆心 是 4。 我 们 知道 40 = 4P 且 4M= 4N， 并 已 经 将 问题 转化 


为 证 明 4M= 4P。 注意: AM 和 4P 分 别 是 圆 @& 和 以 的 内 接 直 角 三 角形 的 直角 边 。 下 
面 是 说 明 这 点 的 图 ， 为 使 草图 清晰 ， 它 省 略 了 前 图 中 的 一 些 线 。 


这 个 问题 已 经 转化 为 完全 可 以 证 明 的 命题 。 利 用 相似 三 角形 , 或 回忆 8.3.10， 有 
AM =4C : AB 
和 
4P2 =4B' .4C。 
因为 C 和 好 是 三 角形 4BC 高 的 垂 足 ， 它 们 的 位 置 固 定 ， 且 长 度 也 能 用 一 般 的 三 角 几 
何 计算 得 到 ， 分 别 为 4C = 4Ccos4 和 AB =4Bcos4。 代 入 前 式 ， 得 到 
4hMP=4C .48B=4C .4Bcos4 
和 
AP=AB’ . AC=AB. ACcosA, 
因此 完成 了 证 明 ! 图 


但 前 面 曾 承 诺 要 使 用 两 种 证 明 方法 ! 来 看 一 下 选项 4: 利用 图 等 定理 的 逆 定理 。 
一 开始 ， 这 看 起 来 很 复杂 ， 因 为 较 寺 定理 需要 四 条 不 同 的 线段 。 然 而 ， 我 们 要 处 理 两 
个 圆 ， 因 此 对 于 重 登 的 图 多 次 使 用 回答 定理 是 个 明智 的 选择 。 需 要 标 出 QP 和 MN 的 
交点 ， 它 现在 很 重要 。 在 下 图 中 ， 把 交点 称 为 X。 注 意 : 区 是 48C 的 甜心 。 也 请 注意 
(这 得 再 次 归功 于 仔细 作 图 ) w、 凡 和 CB 交 于 同一 点 , 故 很 自然 地 把 它 标 为 4， 因 


前 6 入 析 角 是 数字 充 寄 攻 关 宝 典 
为 它 正好 是 过 4 的 高 线 的 垂 足 。( 三 条 高 线 交 于 X, 并 且 44 呈 是 内 接 于 邮 的 直角 三 角 
形 , 而 44'C 是 内 接 于 on 的 直角 三 角形 。) 


需要 证 明 : CX . XP = MX . XNV。 遗 铠 的 是 ;这 四 条 线段 不 在 同一 个 圆 中 。 然而 令 
人 兴奋 的 是 : 虚线 48X4' 同 时 是 内 和 迪 的 弦 


对 om 应 用 圆 筹 定理 ， 有 


但 在 罗 中 ， 可 用 圆 赛 定理 导出 


AX - X4’= MX XN, 
于 是 完成 了 另 一 种 证 明 。 国 


注意 : 用 加 筹 定理 给 出 解 要 容易 很 多 ， 但 第 一 个 解 也 不 是 太 麻 烦 。 两 种 解法 都 需 
要 解 题 者 的 勇气 和 耐心 ， 精 心 绘制 的 图 表 以 及 对 垂直 、 圆 内 接 直角 三 角形 等 的 系统 观 
察 。 同 样 ， 两 个 解 都 依赖 于 寻找 “关键 对 象 "。 在 第 一 个 解 中 ， 把 点 4 作为 目标 。 而 
在 第 二 个 解 中 ， 直 线 44' 是 关键 。 这 也 不 是 巧合 ， 因 为 问题 是 关于 直径 4C 和 4B“ 对 
称 ” 地 建立 的 ， 而 我 们 感 兴趣 的 对 象 包含 点 4， 这 说 得 过 去 。 这 种 策略 性 的 推导 需要 
开阔 的 视野 和 奇 思 妙 想 。 这 比 起 技术 来 说 它 更 是 艺术 。 但 有 目的 的 研究 有 别 于 毫 无 章 
法 的 构造 ， 它 们 之 间 是 有 区 别 的 ! 


面积 、 塞 瓦 线 ( Cevan ) 和 共 点 线 


连结 三 角形 的 一 个 顶点 和 它 的 对 边 (或 延长 线 ) 上 一 点 的 线段 称 为 塞 瓦 线 。 许 多 
图 形 包 含 塞 瓦 线 。 能 用 如 下 法 则 研究 它们 ， 即 两 个 有 公共 顶点 的 、 底 边 在 同一 条 直线 
上 的 三 角形 的 面积 比 等 于 底 边 长 度 比 〈8.3.4) 。 我 们 已 经 多 次 使 用 这 个 思想 ， 但 仍然 


第 8 章 美国 人 的 几何 全 % 


能 从 中 获取 更 多 有 用 信息 。 让 我 们 利用 它 来 解决 一 个 著名 的 难题 。” 


例 8.4.2 点 D, 已 和 下 分 别 是 BC，C4 和 AB 的 三 分 之 一 点 (也 就 是 AF=AB/3， 
DB = BC/3，CE = C4/3)。 如 果 [4BC] = 1， 求 [GHN]， 也 就 是 阴影 部 分 三 角形 的 面积 。 
es 


a B 
解答 “正如 我 们 在 重心 问题 中 做 的 ( 例 8.3.13) ,从 只 考虑 两 条 相交 的 塞 瓦 线 开 始 。 
去 掉 了 BE, 但 加 上 了 辅助 线 1B, 则 能 够 比较 面积 。 因此 , 如 果 [FIA] =x, 则 [FBN = 2x， 
因为 4F:FB = 1:2。 类 似 地 ， 如 果 [D1B] = 2y， 则 [CID] = 4》 ( 令 第 一 个 面积 为 2y 而 非 》 
是 为 了 避免 后 面 出 现 分 数 ) 。 
| 


D 


A 5 有 

但 还 有 其 他 已 知 的 面积 比 。 因 为 

[CAF]:[CFB] = 1:2， 
且 

[CFB] = 6y + 2x， 
我 们 得 到 [CAF] = 3y + x*， 因 此 [CIA] = 3y。 
现在 可 以 反 向 进行 ， 由 面积 比 
[CIAJ:[CID] = 3y:4y = 3:4 
产生 长 度 比 
AI:ID = 3:4。 

我 们 尚未 完成 ， 通 过 这 种 方法 还 能 得 到 更 多 信息 。 因 为 

[BAD]:[CAD] = 1:2， 
有 


@ 更 多 的 解法 请 参见 文献 [10] 和 [28]。 
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2(3x + 2y) = 3y + 4y, 
因此 2x = >。 这 意味 着 
[FA4]:[CI4] = 1:6， 
因此 得 到 
FLIC= 16。 


回 到 有 三 条 塞 瓦 线 的 原 图 ， 可 得 到 ， 每 条 都 被 按 比例 分 为 1:3:3。 例 如 ,FLIH:HC = 
1:3:3。 更 重要 的 是 ， 阴 影 三 角形 顶点 G，H, 1 分别 平 分 线段 HB，CI，AG。 这 种 情形 
在 下 图 中 得 以 清晰 简洁 (尽管 有 一 些 重要 的 辅助 线 ) 地 展现 。 


~、 
辅助 线 清 楚 地 表明 : 大 三 角形 被 分 解 为 7 个 三 角形 ， 且 每 块 面积 都 等 于 阴影 部 分 三 角 
形 的 面积 ! 因此 得 到 
{GHN = 1/7 [Sy 
运用 已 有 的 技巧 ,我 们 应 该 能 够 判定 三 条 塞 瓦 线 何 时 共 点 。 在 17 世纪 ，Giovanni 
Ceva 发 现 了 一 个 很 优雅 的 解答 (现在 您 该 知道 塞 瓦 线 “cevian” 的 由 来 了 吧 ) 。 


例 8.4.3 Ceva 定理 。 塞 瓦 线 AD，BE，CF 共 点 ， 当 且 仅 当 
AF BDCE _ 


FBDCEA 
A 


假设 


则 下 式 也 成 立 
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尽管 这 个 引 理 起 初 看 似 惊人 ， 但 很 容易 证 明 。 记 和 住 : 分 子 分 母 同 乘 以 一 个 数 ， 分 数值 
不 变 ， 但 若 分 子 分 母 同 时 加 上 或 减 去 一 个 数 ， 分 数值 可 能 改变 ! 


有 了 这 个 引 理 , Ceva 定理 就 变 得 相当 简单 。 假 设 塞 瓦 线 共 点 于 G。 将 其 转换 为 面 
积 (符号 如 上 )， 得 到 


AF _y_X+ty+2 _X+2 


BD y+wiv_ y+w 


Do X+Z+u xX+2 

CE _z_ Z+uty _ uty 

EA x xtyt+w y+w' 
并 且 这 些 表达 式 的 乘积 显然 是 1。 将 逆 命 题 (如 果 乘 积 为 !， 则 塞 瓦 线 共 点 ) 留 作 练 
习 。 Ld 


相似 三 角形 和 闪 线 的 点 


毫 无 疑问 , 您 已 经 注意 到 , 几乎 在 每 个 几何 问题 中 , 相似 三 角形 都 是 重要 的 因素 。 
寻找 起 到 关键 作用 的 相似 三 角形 可 能 相当 困难 。 有 时 ， 您 必须 构造 相似 三 角形 ， 又 有 
时 ， 您 需要 从 复杂 而 纷繁 的 图 中 艰难 地 寻找 饱含 立 机 的 ， 能 让 人 看 见 胜利 的 路 光 的 对 
应 关系 。 下 面 举 一 些 例子 来 说 明 这 点 。 

例 8.4.4 令 三 角形 4BC 为 等 腰 三 角形 ， 且 4B = 4C。 从 点 4 作 BC 的 垂 线 ， 交 


BC 于 点 D。 然 后 过 点 DD 作 4C 的 垂 线 ， 交 4C 于 点 E。 令 点 玉 为 ED 的 中 点 。 证明: 
AF BE。 
A 


c 

解答 ”角度 追踪 一 直 十 分 诱 人 。 但 车 在 这 里 使 用 角度 追踪 ， 您 会 功 败 垂 成 。 我 们 

所 感 兴趣 的 交 线 4F 是 三 角形 4ED 的 一 条 中 线 。 中 线 不 像 角 平分 线 或 者 高 线 那样 有 十 
分 复杂 的 三 角 分 析 ， 它 不 会 产生 有 用 的 角度 信息 。 


我 们 需要 有 策略 地 思考 。 对 于 垂 线 来 说 , 倒数 第 二 步 是 什么 ? 图 内 接 直角 三 角形 ! 
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根据 8.2.17， 如 果 三 角形 的 一 条 边 是 圆 的 直径 ， 且 如 果 这 条 边 相对 的 顶点 在 加 上 ， 则 
这 个 对 角 是 直角 。 注意 : 三 角形 4DB 就 是 内 接 于 直径 为 4B 的 轿 的 直角 三 角形 ,因此 ， 
如 果 能 证 明 G 在 加 上， 我 们 便 完成 了 证 明 ， 因 为 三 角形 4GB 也 将 会 是 直角 三 角形 。 


也 就 是 说 ， 必 须 证 明 4，G，D，8 是 共 贺 的 点 。 根 据 8.2.18， 这 成 立 ， 当 且 仅 当 
ZGAD = ZGBD, 
在 几乎 能 品尝 到 胜利 的 果实 之 际 ， 我 们 当然 希望 尝试 更 多 的 角度 追踪 。 但 我 们 需要 更 
多 : 必须 用 “角度 的 ”方式 ,来 运用 “F 是 DE 的 中 点 ”的 条 件 。 我 们 需要 一 个 与 某 
个 中 点 有 相似 (双关 语 预 期 的 ) 方式 的 关系 的 三 角形 。 


注意 ,4F 是 直角 三 角形 的 一 条 中 线 。 在 它 附近 有 其 他 中 点 吗 ? 有 ,点 D 是 BC 
的 中 点 ， 因 为 三 角形 4BC 是 等 腰 三 角形 (我 们 第 一 次 用 到 这 个 条 件 )! 只 要 DE 是 三 
角形 的 中 位 线 , 证 明 就 会 容易 许多 。“ 异 想 天 开 ” 策 略为 我 们 带 来 了 萌 助 : 作 B 厅 平行 
于 DE。 


现在 ， 三 角形 BHC 是 直角 三 角形 ，DE 是 中 位 线 ，BE 是 中 线 。 并 且 下 面 的 事实 是 显 
而 易 见 的 
ABHC ~ MED, 
立即 能 得 到 (使 用 8.3.30 的 相似 子 三 角形 推理 ) 
AFAD ~ AEBC, 
因此 ZG4D = LGBD， 这 正 是 我 们 所 希望 的 。 莉 

作 辅 助 线 BH 是 明智 的 ， 同 时 也 是 非常 自然 而 然 的 关键 一 步 。 在 下 面 的 例子 中 ， 
图 中 有 更 多 的 簇拥 之 处 ,同时 也 会 有 更 多 的 选择 。 因 此 必须 特别 关注 思考 “隐藏 ”的 
辅助 线 。 在 这 个 例子 中 ， 需 要 的 辅助 线 是 三 角形 ， 而 不 仅仅 是 一 条 直线 。 

例 8.4.5 了 欧 拉 线 。 证明， 任何 三 角形 的 垂 心 、 外 接 圆 圆心 和 重心 共 线 ， 进 一 步 
而 言 ， 重 心 将 垂 心 到 外 接 图 圆心 的 距离 按 比例 分 为 2:1。 这 三 个 点 确定 了 一 条 直线 ， 
称 为 三 角形 的 欧 拉线 。 

解答 ”如 何 证明 呢 ? 仔细 作 图 永远 是 重要 的 ， 同 时 ， 必 须 努 力 不 要 让 图 变 得 拥挤 
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不 堪 。 让 我 们 开始 吧 。 三 角形 的 重心、 重心 和 外 接 贺 如 心 分 别 是 点 及 ， 点 MM 和 点 下。 
我 们 画 出 两 条 高 线 来 确定 五 ， 但 没有 作出 任何 中 线 、 外 接 贺 半 径 或 者 中 垂 线 。 图 中 确 
实 包含 辅助 线 构造 ， 将 三 角形 各 边 的 中 点 B，G 和 了 连接， 得 到 中 点 三 角形 EGY。 事 
实 上 ,这 就 是 关键 性 一 步 。 如 果 您 不 知道 这 么 做 的 原因 ,您 可 能 还 没有 完成 问题 8.2.29。 
请 先 完成 问题 8.2.29， 再 继续 阅读 ! 


证 明石 , M 和 大 共 线 的 策略 是 证 明 HM 和 MK 有 相同 的 “斜率 "。 这 需要 从 某 处 
寻找 相等 的 角 。 我 们 将 通过 寻找 相似 三 角形 来 做 到 这 点 。 


我 们 之 所 以 画 出 了 中 点 三 角形 ， 是 因为 它 以 一 种 非常 有 趣 的 方式 “连接 ”了 点 天 
和 互 ， 即 中 点 三 角形 相似 于 4BC， 并 且 (您 完成 8.2.29 了 吗 ? ) 外 接 贺 圆心 是 中 点 三 
角形 的 垂 心 。 也 就 是 说 , 是 AEGT 的 垂 心 ， 并 且 AEGT~ A4BC， 相 似 比 为 1:2。 


进一步 可 知 , 人 EGI 的 重心 也 是 M。 至 此 几乎 完成 了 证 明 。 线段 HM 和 KM 是 “ 姐 
妹 "， 每 个 都 连接 相似 的 三 角形 的 垂 心 和 重心 。 让 我 们 将 这 个 命题 正式 化 。 


A 


pa SO 

a D E C 
过 点 玉 作 直线 垂直 于 JC。 因 为 天 是 人 AEGI 的 垂 心 及 人 A4BC 的 外 接 圆 圆心 ， 这 条 垂 线 
过 点 BC 的 中 点 E。 作 中 线 4E， 并 且 可 以 发 现 


LHAM= ZKEM, 
因为 4DIIEK。 


最 后 ， 作 线段 HM 和 MK。 我 们 希望 通过 AT4M ~ 入 KEM (比如 说 ， 这 蓝 含 着 
L4HM = LEKM， 因 此 直线 HM 和 MK 有 相同 的 斜率 )， 来 证 明 这 两 条 线段 形成 一 条 
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直线 。 因 为 有 角度 等 式 ， 所 以 几乎 能 够 证 明 这 点 。 我 们 只 需要 成 比例 的 长 度 ， 这 很 容 
易 。 因 为 人 EGI~ 人 ABC, 所 以 有 EK/AH = 1/2。 并 且 , 根据 重心 定理 (8.1.3), 有 EM/MA 
= 1/2。 因 此 ， 根 据 “ 成 比例 的 545”(8.3.8) ， 我 们 推断 出 入 HAM ~ 入 KEM,， 便 完成 
了 证 明 。 国 


您 已 经 看 到 过 幻象 点 的 使 用 方法 。 那 时 ,我 们 创造 了 一 个 点 ， 它 有 我 们 想 要 的 性 
质 或 位 置 。 我 们 也 能 在 反 证 法 中 很 明确 地 利用 幻象 点 。 其 中 ， 幻 象 点 扮演 了 稻草 人 的 
-角色 ， 他 的 逝世 使 我 们 得 到 了 想 要 的 结果 。 下 面 是 一 个 漂亮 和 富有 启发 性 的 例子 ， 它 
使 用 了 两 个 幻象 点 来 证 明 三 条 直线 交 于 一 点 。 


例 8.4.6 用 如 下 方式 放置 三 个 回响 ， 迪 ， 几 ， 使 得 每 对 图 都 交 于 两 点 ， 如 下 图 
所 示 。 这 些 点 对 是 三 条 弦 〈 每 条 都 是 两 个 圆 的 公共 弦 ) 的 端点 对 。 证 明 这 些 弦 共 点 ， 
也 就 是 说 ， 下 图 中 弦 4B，CD，EF 交 于 同一 点 。 


解答 ”这 是 一 个 漂亮 的 结果 ， 既 惊人 又 自然 。 如 何 证 明 三 条 线 共 点 呢 ? 我 们 想起 
Ceva 定理 , 但 它 需要 一 个 三 角形 。 图 形 已 经 很 复杂 了 ， 因 此 添加 辅助 线 的 前 景 是 令 人 
生 县 的 。 


取而代之 的 是 仿效 例 8.3.13 的 重心 定理 的 证 明 。 首 先 ， 考 察 两 条 中 线 的 交点 ， 并 
且 刻 画 此 点 的 性 质 ， 以 此 证 明 三 条 中 线 交 于 一 点 。 


让 我 们 对 手头 的 问题 进行 相同 的 处 理 。 暂 时 去 掉 弦 EF, 并 令 必 为 4B 和 CD 的 交 
点 。 它 们 都 是 凡 的 弦 ， 因 此 很 自然 地 应 用 圆 复 定理 ， 得 到 
4X.XB=CX.XD。 
这 提示 我 们 使 用 如 下 策略 ， 即 假设 第 三 条 弦 不 与 前 面 两 条 共 点 。 我 们 仍 将 要 处 理 交 点 
《幻影 点 )， 也许 能 用 圆 署 定理 来 处 理 。 


第 3S 章 英国 人 的 几何 站 3 


第 三 条 弦 有 两 种 完全 不 同 的 画 法 ， 使 得 它 与 前 两 条 不 共 点 。 一 种 方法 是 : 用 不 经 
过 X 的 “直线 ”连接 点 E 和 FF， 因此 交 4B 和 CD 于 两 个 不 同 的 点 。 应 用 此 方法 的 问 
题 很 微妙 。 此 法 能 生成 两 个 新 的 贺 震 定理 等 式 ， 但 导出 代数 矛盾 比较 困难 。 请 您 自己 
尝试 ! 


另 一 种 作假 的 “直线 ”的 方法 是 从 点 严 出 发 ， 交 和 (从 而 使 用 一 个 有 方程 的 点 )， 
然后 继续 画 不 经 过 点 ,分别 交 入 于 幻象 点 EL， Es 的 “直线 ”。 这 在 下 图 中 用 虚 
“直线 ”表示 。( 注 意 ， 这 实际 上 是 两 条 线段 ， 因 为 直线 确实 会 经 过 点 E。 这 是 使 用 
精确 的 计算 机 绘图 的 代价 。) 


对 om 应 用 贺 竺 定理 产生 


AX: XB= FX XE, 


而 对 迪 应 用 圆 者 定理 产生 
CX * XD = FX . XE 
将 它们 与 4X* XB = CX XD 合并 ， 得 到 
FX * XE\= FX . XE,, 
因此 XE = XE,， 这 使 得 El 与 重合 。 但 那 将 会 意味 着 这 个 公共 点 是 4 入 的 交点 。 
也 就 是 说 ，E1 = Es =E， 于 是 完成 了 证 明 。 Ee 


问题 和 练习 


下 面 这 些 习题 除了 用 到 了 本 节 中 介绍 的 知识 ， 并 没有 用 到 其 他 新 的 技巧 ， 其 中 一 
些 问题 则 只 需要 8.2~8.3 节 “ 基 础 几何 ”中 的 知识 。 您 可 能 希望 先 再 次 尝试 解决 这 节 
中 您 没 解决 的 问题 。 现 在 您 也 许 会 发 现 自己 已 经 变 得 足智多谋 了 。 

题 8.4.7 ”两 个 圆 交 于 点 4 和 点 B。 令 ! 为 过 4 点 的 一 条 直线 , 分 别 交 两 个 贺 于 XX 和 Y。 关 
于 BX/BY 的 比值 ， 您 能 给 出 什么 结论 ? 


题 8.4.8 《加 拿 大 1969) 令 ABC 为 等 边 三 角形 , 己 点 是 三 角形 中 任意 一 点 。 垂 线 PD, PE， 
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PF 分 别 是 已 点 到 三 角形 三 条 边 的 三线。 证 明 ， 无 论 忆 在 何 处 ， 有 
PD+PE+PF 1 
4B+BC+C4 2 万， 
题 8.4.9 (加 拿 大 1969) 令 4BC 为 三 角形 ， 三 条 边 长 分 别 为 a,，b，c。 角 C 的 平分 线 交 
4B 于 DD。 证 明 ， CD 的 长 度 为 
2abcosC/2 
a+b 
题 8.4.10 (加 拿 大 1986) 一 条 定 长 的 弦 ST 在 直径 为 48 的 半 贺 上 滑动 。M 是 ST 的 中 点 ， 
P 是 从 S 到 4B 的 垂 线 的 垂 足 。 证明， 无论 ST 位 于 何 处 ， 角 SPM 为 定 值 。 


题 8.4.11 通过 建立 逆 命 题 完成 Ceva 定理 的 证 明 ， 如 果 比 例 的 乘积 ( 见 例 8.4.3 上 的 图 ) 
AF BD CE 


FBDCEA 
则 塞 瓦 线 4D，BE，CF 共 点 。 提 示 : 用 反 证 法 证 明 。 


题 8.4.12 (Putnam 1997) 矩形 HOMF 有 边 HO=11 及 OM=5。 三 角形 4BC 中, 矿 为 高 
线 的 交点 ，O 为 外 接 圆 圆心 ，M 为 BC 的 中 点 ，F 为 从 4 出 发 高 线 的 垂 足 。 求 BC 的 长 度 。 


题 8.4.13 利用 Ceva 定理 证 明 下 面 已 经 证 明 的 共 点 结论 。 
(a) 三 角形 三 条 角 平分 线 交 于 一 点 。 

@) 三 角形 三 条 中 线 交 于 一 点 。 

(c) 三 角形 三 条 高 线 交 于 一 点 。 


题 8.4.14 (AIME 2003) 在 姜 形 4BCD 中 三 角形 4BD 和 4CD 的 外 接 圈 半 径 分 别 为 12.5 
与 25， 求 菱形 4BCD 的 面积 。 


题 8.4.15 (加 拿 大 1990) 令 4BCD 为 贺 内 接 凸 四 边 形 ， 并 令 对 角 线 4C 和 BD 交 于 XX。 过 
无 的 垂 线 分 别 交 4B8，BC，CD，PD4 于 4 ，B',，C，D'。 证 明 : 
AB+CD=AD +BC, 
题 8.4.16 (BAMO 2001) 令 JHIZ 为 矩形 ， 并 令 4 和 CC 分 别 为 边 ZI 和 ZJ 上 的 点 。 从 4 
到 CH 的 垂 线 交 HI 于 XX， 并 且 过 C 到 4 及 的 重 线 交 有 /于 了 7。 证明: X,Y 和 ZZ 共 线 。 


题 8.4.17 委 三 角形 。 令 4BC 为 一 个 三 角形 。 三 个 顶点 分 别 为 4BC 三 条 高 线 重 足 的 三 角 
形 被 称 为 4BC 的 垂 三 角形 。 | 


(a) 证 明 : 4BC 的 垂 三 角形 的 三 个 角 的 大 小 分 别 为 了 一 24 ，F-28 ，F-2C . 
@) 证 明 : 如 果 4BC 是 锐角 三 角形 (因此 典型 三 角形 在 其 内 部 )， 则 4BC 的 高 线 平分 垂 三 
角形 的 角 。 也 即 ， 锐 角 三 角形 的 垂 心 是 它 的 垂 三 角形 的 内 切 圆 圆心 。 


题 8.4.18 从 平行 四 边 形 每 个 顶点 往 两 个 对 边 的 中 点 画 线 ， 平 行 四 边 形 的 中 心 会 出 现 一 个 
八 边 形 。 计 算 八 边 形 与 平行 四 边 形 的 面积 比 。 
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题 8.4.19 令 ABCD 为 出 四 边 形 (“ 凸 ”意味 着 每 条 连接 任意 两 个 顶点 的 线段 都 完全 在 四 
边 形 中 或 四 边 形 上 ， 一 个 非 凸 多 边 形 有 “缺口 ")。 令 己 为 4B 上 任意 一 点 。 过 4 作 直 线 平行 于 
PD。 类 似 地 ， 过 瑟 作 直线 平行 于 PC。 令 2 为 这 两 条 线 的 交点 。 证 明 : 
[Decl = [468CD]。 
题 8.4.20 考虑 在 例 8.4.3 塞 瓦 定理 证 明 中 用 到 的 图 。 证 明 ， 


题 8.4.21 “质量 ”法 。 在 例 8.4.2 中 ， 比 较 面积 给 了 我 们 关于 线段 比 的 信息 。 下 面 是 另 一 
个 方法 : 使 用 (不 严格 的 ) 物理 直觉 。 假 设 在 三 角形 ABC 的 顶点 上 放置 质量 (参考 例 8.4.2 中 
的 图 )。B 点 上 开始 有 2 个 单位 质量 。 我 们 能 在 4 点 放置 任何 质量 ， 但 如 果 我 们 假设 是 平衡 
点 ， 则 必须 在 点 A 放置 4 个 单位 质量 ， 因 为 每 个 质量 乘 以 它 到 平衡 点 的 距离 之 积 必须 相等 。 于 
是 可 以 假设 : A 和 8B 两 点 处 的 质量 与 点 6 个 单位 的 质量 相等 。 


继续 此 过 程 ， 现 在 观察 边 CB,， 平衡 点 在 D。 在 8 点 已 有 2 个 单位 质量 ， 因 此 为 了 保持 平 
衔 ，C 点 必须 有 1 个 单位 质量 。 将 3 个 单位 质量 放置 在 平衡 点 。 结 果 如 下 图 : 


cD 
BS 
一 由 BC2) 


我 们 的 质量 分 配 看 起 来 恒定 ， 因 为 不 论 使 用 AD 还 是 CF， 点 7 的 内 部 平衡 有 7 个 单位 质量 。 


现在 考察 4D 的 端点 质量 , 我 们 推断 ; 如 果 想 要 在 1 点 很 好 地 保持 平衡 , 长 度 比 41:1D 必须 
等 于 3:4。 类 似 地 ，FI:IC = 1:6。 这 比 起 面积 比较 来 简单 多 了 1 


这 个 精彩 的 且 直 觉 上 可 行 的 过 程 看 起 来 像 魔术 。 您 能 严格 证 明 它 可 行 四 ? 
题 8.4.22 能 用 质量 法 来 证 明 Ceva 定理 吗 ? 


题 8.4.23 (AIME 1988) 令 P 为 三 角形 ABC 的 塞 瓦 线 AD, BE, CF 的 交点 。 如 果 PD = PE 
=PF=3, 且 AP+BP+CP=43, 求 AP. BP: CP。 


题 8.4.24 例 8.4.6 能 推广 到 包含 图 不 相交 的 情形 。 给 定点 P 和 一 个 圆心 为 0、 半 径 为 了 
的 图， 定义 点 己 相 对 于 圆 的 等 为 (OP + D(OP -- 门 。 则 给 定 两 个 圆 m 和 几 ， 定 义 它们 的 根 轴 为 这 
样 的 点 P 的 集合 ,使 得 P 点 关于 以 的 守 等 于 P 点 关于 以 的 短 。 


- (a) 解释 此 处 竺 的 定理 与 圆 亚 定理 的 关系 。 短 是 正 的 、 负 的 或 零 意味 着 什么 ? 

@b) 证 明 : 根 轴 是 一 条 垂直 于 两 个 圆心 连 线 的 直线 。 

(c) 根据 例 8.4.6， 证 明 : 在 一 般 情况 下 ， 三 个 圆 的 根 轴 或 者 共 线 ， 或 者 重合 ， 或 者 平行 。 
作 图 来 表明 这 些 不 同 的 情形 。 


六 8 生 必 角 是 ， 攻 季 充 宕 次 关 宝典 


题 8.4.25 令 4B 和 CD 为 一 个 给 定 图 的 两 条 不 同 的 直径 。 令 P 为 这 个 圆 上 的 一 点 ， 且 从 
卫 作 这 两 条 直径 的 垂 线 ， 与 直径 分 别 交 于 六 和 了 。 证明: XY 是 不 变 的 , 也 即 ,不论 P 在 国 上 哪 
个 位 置 ， 它 的 值 都 不 变 。 


C 
8B 


题 8.4.26 ”Ceva 定理 的 一 个 姐妹 定理 是 Menelaus 定理 ,您 现在 应 该 能 独立 证 明 它 , 令 4BC 
为 三 角形 ， 令 直线 m 交 三 角形 的 边 延 长线 ， 如 果 需 要 的 话 ) 于 D，E，F。 则 


A B 


提示 : 过 点 C 作 直线 平行 于 4B， 并 寻找 相似 三 角形 。 
题 8.4.27 ”整理 并 证 明 Menelaus 定理 的 逆 定理 ， 它 是 证 明 点 共 线 的 有 用 工具 。 


题 8.4.28 (USAMO 1994) 凸 六 边 形 4BCDEF 内 接 于 圆 ， 满足 48 = CD = EF 并 且 对 角 线 
AD，BE，CF 共 点 。 令 P 为 4D 与 CE 的 交点 ， 证 明 : CP/PE=(4C/CE)。 


题 8.4.29 (保加利亚 2001) 给 定 一 个 凸 四 边 形 4BCD 使 得 04 = OB ' ODKOC+ OD), 其 
中 O 是 对 角 线 交点 。A4BC 的 外 接 圆 交 直线 BD 于 点 Q。 证 明 ; CQ 是 DC4 的 平分 线 。 


题 84.30 托 勒 密 定理 是 一 个 将 圆 内 接 四 边 形 的 边 与 对 角 线 相 结合 的 有 用 的 公式 : 对 边 长 
度 乘积 之 和 等 于 对 角 线 长 度 乘积 。 也 就 是 说 ， 下 面 的 图 满足 ， 
4D.BC+DC.4B=4C. DB。 
有 很 多 种 证 法 能 证 明 这 个 奇妙 的 等 式 。 其 中 ， 最 简短 的 证 法 使 用 了 相似 三 角形 ， 和 下 图 中 给 出 
的 精巧 的 辅助 线 构造 (CD4E = CE4B)。 虽 然 已 经 有 了 这 么 有 价值 的 提示 ， 但 你 不 必 感 到 多 愧 ， 
请 继续 完成 证 明 ! 当 完成 后 ， 请 证 明 其 递 定理， 上 面 的 等 式 使 得 四 点 共 贺 。 


了 


第 8 章 关 四 人 的 几何 仿 p 


题 8.4.31 令 厂 和 已 为 两 个 不 相交 的 、 互 在 对 方 外 部 的 贺 〈 也 就 是 ， 任 何 一 个 国都 不 在 另 
一 个 圆 的 内 部 ), 设 它 们 的 圈 心 分 别 为 P 和 Q。 过 P 作 线段 M 和 PB 与 及 相 切 (因此 4 和 8 在 
万 上 )， 令 点 CD 分别 为 Bt 和 PB 与 乒 的 交点 。 类 似 地 ， 作 圆 石 的 切线 QE 和 QF， 分 别 交 
厂 于 G 和 H。 证 明 : CD=GH。 

题 8.4.32 (BAMO 1999， 起 初 是 IMO 于 1998 年 提出 ) 令 4BCD 为 图 内 接 四 边 形 (一 个 
内 接 于 圆 的 四 边 形 )。 令 E 和 下 分 别 为 48 和 CD 上 的 动 点 ， 使 得 4E/EB = CFIFD。P 为 线段 
EF 上 的 点 ,使 得 PE/PF = 4B/CD。 证 明 : 三 角形 4PD 和 BPC 的 面积 比 不 依赖 于 和 下 的 选择 。 

题 8.4.33 (列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 1987) 给 定 A4BC，LB = 60°, 高 CE 和 4D 交 于 
点 O。 证 明 三 角形 4BC 的 外 接 贺 图 心 在 角 AOE 和 COD 的 公共 平分 线 上 。 

题 8.4.34 “(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 1987) 两 个 圆 交 于 4 和 B， 两 贺 的 切线 在 4 和 B 
点 垂直 。( 也 就 是 说 ,两 个 图 “以 直角 相交 ”) 令 M 为 其 中 一 个 圆 上 的 任意 一 点 ， 所 以 它 位 于 另 
一 个 圆 内 。 记 4M 和 BM 与 后 一 个 图 分 别 交 于 XX 和 Y， 证 明 : XY 是 这 个 略 的 直径 。 

题 8.4.35 (IMO 1990) 一 个 图 的 弦 48 和 CD 在 贺 内 一 点 相交 。 令 M 为 线段 EB 上 的 
一 点 ， 过 点 D，E，M 的 加 有 一 条 切线 ， 这 条 切线 经 过 点 妃 ， 并 分 别 交 BC 和 4C 于 下 和 G。 如 
果 AMIAB =t， 请 用 t 来 表示 EG/EF。 


8.5 变换 


再 次 讨论 对 称 性 


我 们 在 3.1 节 第 一 次 讨论 了 对 称 性 ， 到 现在 ， 您 已 经 领略 了 它 的 重要 性 。 为 什么 
对 称 性 如 此 普遍 地 存在 呢 ? 在 很 多 数学 场合 中 ， 在 认真 枯 选 的 “变换 ”下 ， 对 称 性 会 
表现 为 一 种 不 变 的 结构 。 例 如 ， 数 字 和 

_ 1+2+3+…+100 
并 不 对 称 ， 但 如 果 将 它 的 逆序 和 放 在 下 面 ， 将 会 得 出 一 些 关 于 中 心 对 称 的 结论 。 

1+2+…+99+100， 

100+99+…+2+1。 


To 
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并 且 可 以 肯定 ， 让 这 个 特殊 的 对 称 性 有 用 的 事实 是 ， 每 一 列 的 和 都 是 相同 的 ! 

下 面 是 一 个 相同 类 型 的 几何 问题 。 

例 8.5.1 六 边 形 4BCDEF 内 接 于 圆 , A4B=BC=CD=2 和 DE=EF=FA=1。 求 
圆 的 半径 。 


解答 长 度 为 1 和 2 的 线段 分 离 在 圆 的 两 边 , 形成 只 有 适度 的 双边 对 称 性 的 图 形 
(下 左 图 )。 然 而 ， 这 些 线段 是 等 腰 三 角形 (顶点 是 贺 心 ) 的 底 边 。 整 个 六 边 形 是 三 个 
同 种 类 型 的 三 角形 和 三 个 另 种 类 型 的 三 角形 的 并 ， 并且 这 些 等 腰 三 角形 的 腰 长 相同 
《也 就 是 圆 的 半径 相同 ) 。 


因此 , 为 什么 不 把 这 六 个 三 角形 用 一 种 更 为 对 称 的 方式 排列 呢 ? 如 果 交 错 排列 长 
度 为 1 和 2 的 线段 ， 就 能 得 到 更 对 称 的 六 边 形 (下 右 图 )。 


记 圆 心 为 0, XY= 1 和 并 =2 为 重 排 后 的 六 边 形 的 邻 边 。 注 意 四 边 形 XOZY 恰好 
是 整个 六 边 形 的 三 分 之 一 。 令 圆 半径 为 r; 因此 OX = OY= OZ= r。 因为 XOZY 恰好 是 
整个 六 边 形 的 三 分 之 一 ， 我 们 知道 CXOZ = 360/3 = 120*。 类 似 地 ， 根 据 重 排 后 的 六 边 
形 的 对 称 性 ， 它 所 有 内 和 角 相等 ， 因 此 LXYZ = 720/6 = 120* (也 能 用 角度 追踪 法 推断 出 
这 点 ， 利 用 XOY 和 YOZ 是 等 腰 三 角形 的 条 件 )。 


现在 , 我 们 已 将 这 个 问题 简化 为 常规 三 角 学 问题 。 请 验证 : 两 次 使 用 余弦 定理 (您 
已 在 问题 8.3.32 证 明了 它 ， 对 吧 ? )， 可 以 得 到 XZ = 了 ,因此 r=V773 。 


我 们 通过 将 一 个 对 称 结构 强加 于 它 ， 使 其 更 易于 理解 ， 从 而 轻易 地 解决 了 这 个 相 
对 简单 的 问题 。 更 多 复杂 问题 可 能 有 几 种 不 同 的 结构 ， 每 个 结构 都 有 完全 对 称 性 。 如 
果 能 找到 某 种 对 称 性 并 应 用 某 种 变换 ， 此 变换 能 够 在 保持 某 种 结构 不 变 的 同时 改变 其 
他 结构 ， 或 许 就 能 发 现 新 的 有 用 的 结论 。” 简 言 之 ， 新 的 结论 就 是 对 称 性 的 重要 性 。 


@ 见 例 3.1.4 中 一 个 关于 此 点 的 简单 而 突出 的 例子 。 
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1872 年 ， 伟 大 的 德国 数学 家 克 莱 因 引入 了 这 个 “变换 ”的 观点 。 当 时 他 提出 了 : 
研究 几何 变换 的 代数 性 质 可 能 有 助 于 发 现 有 关 几 何 〈 这 里 的 “几何 ”一 词 ， 他 指 的 仅 
是 欧式 几何 ) 本 身 的 新 事物 。 这 个 看 似 天 真 的 建议 深刻 地 改变 了 数学 一 一 而 不 仅仅 是 
几何 学 。 


本 节 是 对 欧式 几何 中 一 些 最 有 用 的 变换 的 一 个 非常 简短 的 回顾 。 我 们 将 会 以 “使 
距离 不 变 ” 的 刚体 运动 开篇 ， 继 而 过 渡 到 更 奇异 的 ， 使 得 角度 不 变 的 ， 但 极 大 地 改变 
了 其 他 所 有 东西 的 变换 。 考 虑 到 学 时 限制 ， 以 及 渴望 您 能 尽 可 能 快 地 应 用 这 些 概念 的 
初 赴 ， 我 们 会 省 略 一 些 命题 的 证 明 。 我 们 将 一 些 证 明 留 给 您 ， 它 们 中 的 一 些 相 当 有 挑 
战 性 。 


刚体 运动 与 向 量 


变换 就 是 映射 ， 也 即 ， 从 点 的 平面 到 其 自身 的 一 个 函数 。 变 换 能 有 很 多 形式 ,也 
有 很 多 定义 方法 。 并 且 我 们 也 能 用 很 多 方式 (例如 坐标 、 复 数 、 和 矩阵 或 词语 ) 来 定义 
变换 。 刚 体 运动 是 保持 长 度 的 变换 。 也 就 是 说 ， 如 果 点 X 经 过 刚体 运动 移 到 六， 那么 
对 于 任意 点 4，B， 有 AB = 4B。 共 有 四 种 刚体 运动 类 型 : 平移 、 反 射 、 滑 移 反射 和 
旋转 。 也 就 是 说 ， 其 中 任意 两 种 类 型 变换 的 复合 一 定 也 是 四 种 类 型 之 一 。 这 个 结论 一 
点 儿 也 不 明显 ， 我 们 将 在 本 节 中 证 明 其 中 一 部 分 结论 。 


平移 


一 个 平移 变换 通过 一 个 固定 向 量 来 移动 平面 中 每 一 点 。 下 面 是 平移 变换 了 的 几 种 
等 价 说 法 ， 


。 直角 坐标 〈 笛 卡 儿 坐标 ): Ttx, = +2，? 一 TD。 

。 复数 ;T(z)=z+a,， 其 中 a=2-i。 

。 向 量 T(x)=x+4 ， 其 中 2 是 模 为 V5 方向 角 为 9= -arctan(l12) 的 向 量 。 
。 词语 : 7 将 每 点 向 右 移 两 个 单位 ， 再 向 下 移 一 个 单位 。 


也 能 省 略 T(. ) 符 号 ， 写 成 zhy z+a ， 等 等 。 


一 般 地 ， 向 量 形式 、 或 者 向 量 观点 ， 是 最 有 用 的 。 将 平移 看 作 运 动 的 实体 ， 也 就 
是 说 ， 看 作 事实 上 的 “运动 "。 记 住 : 向 量 没有 固定 的 起 点 ， 它 们 是 相对 运动 。 在 任 
何 向 量 研究 中 ， 必 须 注意 并 仔细 选择 原点 。 例 如 ， 假 设 三 角形 的 顶点 是 4，3，C。 我 
们 也 能 将 4，B，C 认为 是 相对 于 原点 O 的 向 量 。 这 人 允许 我 们 对 位 置 使 用 向 量 符号 ， 
因此 有 了 一 个 灵活 的 记号 ， 使 我 们 能 在 位 置 和 相对 运动 中 选择 更 方便 的 一 个 。 


外 怎 村 解 是 : 才学 充 客 炊 关 宝典 


因此 马 瓦 C 分 别 表示 从 原点 0 到 4，B，C 的 运动 ， 在 下 图 中 (左边) 用 虚线 
表示 。 它 们 也 能 写作 如 下 形式 ， 例 如 ，054 = 有 。 


E' 


为 了 表示 沿 着 三 角形 4BC 一 条 边 的 运动 ， 需 要 向 量 减法 。 向 量 BC 表示 从 8 到 C 的 
(相对 ) 运动 。 这 也 能 写作 

BC=C-B. 
记 住 : 这 些 都 是 相对 运动 。 我 们 能 将 C-- 互 理解 为 “从 原点 运动 到 C， 然 后 应 用 向 量 
运动 巨 。 与 前 面向 量 加 法 不 同 的 只 是 : 巨 只 向 后 移动 ”从 点 0 开始 ， 运动 到 C， 最 
后 在 结束 。 注意，OP 和 BC 为 等 长 的 平行 线段 。 因 此 相对 运动 “从 O 开始 ,在 P 
结束 ”等 价 于 相对 运动 “从 开始 ,在 C 结束 "。 正 如 向 量 , 这 两 者 完全 相同 ; OF = BC 。 


上 图 中 阴影 部 分 三 角形 (上 右 图 ) 表明 了 通过 有 4 的 平移 。 如 果 将 这 个 平移 记 为 7， 

有 
TIA EFG)= A EF'G’, 
因为 
EP-E=F-F=G-G=A.。 

现在 让 我 们 回忆 向 量 加 法 。 相 信 您 能 回忆 起 “平行 四 边 形 法 则 ”。 但 首先 ， 将 向 
其 加 法 仅仅 看 作 运动 的 复合 。 也 就 是 说 ， 向 量 和 丈 + 了 表示 :“ 先 进行 (相对 ) 运动 了 
然后 进行 (相对 ) 运动 了 "。 例 如 ， 在 上 图 中 ，D5+ 万 = 已 这 个 等 式 应 该 是 很 明显 的 。 
要 看 出 这 点 有 两 种 方法 。 一 种 方法 是 利用 平行 四 边 形 法 则 (OC 是 平行 四 边 形 的 对 角 
线 ， 平行 四 边 形 的 边 分 别 为 OP 和 0B8B)。 另 一 种 方法 是 复合 运动 : 首先 应 用 OP ， 这 
是 从 原点 到 P 的 (相对 ) 运动 ， 然 后 应 用 所 。 因 此 ， 如 果 从 O 开始 运动 ， 那 么 在 C 
结束 运动 。( 当 然 ， 如 果 从 其 他 地 方 开始 ， 将 会 在 其 他 地 方 结束 ， 但 此 时 的 运动 将 会 
与 从 O 到 C 的 运动 平行 且 等 长 .) 


下 面 是 这 些 思想 的 两 个 简单 而 著名 的 例子 ， 
。 治 着 一 个 封闭 多 边 形 各 边 的 向 量 和 为 0。 例如， 在 上 图 中 ， 有 
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AB+ BC+CA=0., 
我 们 能 写 出 她 =-4 ， 以 此 类 推 ， 能 消去 所 有 项 ， 或 者 动态 地 思考 :上 面 
方程 左边 的 和 意味 着 ,“ 从 4 开始 ,移动 到 8， 然后 移动 到 C， 再 回 到 4。” 我 
们 在 开始 的 地 方 结束 ， 相 对 位 移 为 0。 


。 因为 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 (8.2.9)， 线段 4B 的 中 点 有 向 量 位 置 
(A+B)/2。 


下 面 两 个 例子 告诉 了 我 们 如 何 使 用 动态 方法 来 考察 更 多 有 挑战 性 的 问题 。 

例 8.5.2 为 什么 三 角形 的 重心 是 它 的 顶点 的 质量 中 心 ? 

解答 令 n 个 相同 的 点 质量 放置 在 向 量 位 置 趟 , 区,…, 元 ， 定 义 它们 的 质量 中 心 
为 + 厂 +…+ 太 )/n。 因 此 ， 必 须 证 明 : 顶点 为 4，B，C 的 三 角形 的 的 重心 为 


(4+ 互 +C)13 。 在 下 图 中 ， 三 角形 4BC 的 重心 表示 为 K， 且 4B 的 中 点 是 M。 
Cc 


A M B 


根据 重心 定理 ,我 们 知道 KM/CM= 13。 现 在 让 我 们 “旅行 ”到 到。 从 MM 开始 ,我 们 
只 走 了 到 C 之 路 的 三 分 之 一 ， 也 就 是 说 ， 


[IR] 


其 中 ， 最 后 一 步 利用 了 事实 加 =(4+B)/2 。 

例 8.5.3 (匈牙利 1935) 证 明 : 一 个 有 限 点 集 8 不 可 能 有 多 于 一 个 的 对 称 中 心 。 
(集合 8 的 一 个 对 称 中 心 是 指 一 个 点 O，O 不 必 一 定 要 在 8 中 。 对 于 所 有 点 4eS， 存 
在 另 一 点 BeS, 使 得 0 是 4B 的 中 点 。 则 称 刀 关于 O 与 4 对 称 。) 


解答 ”假设 其 相反 结论 成 立 , 即 存在 两 个 对 称 中 心 了 和 Q。 令 5S={4,4…,4}。 


名 入 村 条 是 ， 数字 充 守 次 关 宝 典 


对 于 每 个 k=1，2，…，n， 令 及 表示 5S 中 的 关于 了 与 4 对称 的 点 (注意 ,存在 某 个 
了 使 得 B= 力 )。 根 据 对 称 性 的 定义 ， 有 
PA: +PB: =0., 

将 此 从 k=1 到 k=n 求 和 ， 得 到 

Ph+PA+..+PA, =0。 
通过 类 似 的 推理 ， 也 有 

QA +041+…+04, =0。 
相 减 ， 得 到 nQP =0， 因 此 Q=P。 国 

除了 加 法 、 减 法 和 向 量 数 乘 ， 我 们 也 能 通过 点 乘 将 两 个 向 量 “ 相 乘 "。 回 忆 公 式 

有 .1(A1-|BD=cos@ ,其 中 | 及 | 代表 向 量 的 模 长 ，0 是 旋转 有 使 其 平行 于 5 所 需要 
的 角度 (也 即 ， 两 个 向 量 间 的 角度 ) 。 使 用 坐标 能 容易 地 计算 点 积 ， 但 仍 应 该 尽 可 能 
地 避免 使 用 坐标 。 以 下 三 个 定理 使 得 点 积 在 解决 欧式 几何 问题 时 侦 尔 会 大 显 身手 。 


。 点 积 是 交换 的 ， 且 代数 上 的 表现 像 通 常 的 乘法 ， 因 为 它 遵循 “分 配 律 ”: 
A(B+C)=A.B+AC。 

。 向 量 与 自身 的 点 积 等 于 向 量 模 的 平方 ，AB.4B= 4B?。 

。 当 且 仅 当 4:=0，A41B。 

您 可 能 想 对 题 8.5.24~8.5.26 应 用 这 些 思 想 。 


反射 和 滑 移 反射 


关于 直线 4 的 一 个 反射 将 每 一 点 发 映射 为 对 ,使 得 垂直 平分 3XK 。 您 从 3.1 节 就 
开始 熟悉 反射 变换 ， 已 经 称 得 上 是 个 老手 。 注 意 : 4 中 任意 一 点 在 关于 7 的 反射 变换 
下 都 是 不 变 的 ， 这 与 平移 变换 形成 了 对 比 。 平 移 变换 没有 不 动 点 〈 除 非 平移 向 量 是 零 
向 量 ， 也 就 是 恒 等 变 换 ， 它 使 每 点 都 不 变 ) 。 


沿 着 直线 4 的 滑 移 反射 是 两 个 映射 的 复合 : 首先 是 关于 7 的 反射 ,接着 是 平行 于 《 
的 平移 。 与 反射 变换 不 同 ， 滑 移 反射 没有 不 动 点 。 然 而 ， 整 条 直线 是 不 变 的， 也 就 
是 说 2 中 的 每 一 点 都 映 为 《中 另 一 点 。 


旋转 
顾名思义 , 以 C 为 中 心 、 角度 为 9 的 旋转 变换 就 是 按照 你 所 希望 的 方式 运行 , 即 : 
关于 C 点 ， 将 每 一 点 逆 时 针 旋 转 9 的 角度 。 利 用 三 角 儿 何 ， 旋 转 能 以 矩阵 形式 表示 ， 
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但 用 复数 表示 旋转 更 优 。 回 忆 : 冬 以 oj 就 是 将 一 个 复 向 量 旋转 9 的 角度 。 因 此 ， 如 
果 c 是 中 心 ， 那么 旋转 是 映射 zr c+(z 一 c)e” 。 


相 比 于 平移 和 反射 /请 移 反射 ， 每 个 旋转 变换 恰好 有 一 个 不 动 点 ,这 个 不 动 点 就 定 
义 为 旋转 变换 的 中 心 。 


例 8.5.4 由 两 个 反射 变换 复合 得 到 什么 变换 结果 ? 
解答 令 TZ 分 别 表示 关于 《1，42 的 反射 变换 。 共 有 三 种 要 考虑 的 情形 。 
。 如 果 L1= £2， 则 复合 72。 是 恒 等 变 换 。 


。 如 果 l1i2， 有 下 面 的 情形 。T 把 X 移 到 六 ,Ts 把 X 移 到 XY。 结果 是 : 通过 向 
量 248 的 平移 变换 , 其 中 4, B8 分 别 是 41，L， 上 使 得 4B 垂直 于 《1 和 42 的 点 ， 
这 应 该 是 显然 的 。( 也 就 是 说 ， 全 是 将 41 变 为 4 的 变换 。) 


。 如 果 L41 和 42 交 于 点 C， 则 这 个 点 将 会 是 每 个 反射 变换 的 不 动 点 ， 并 且 也 是 复 
合 变换 的 不 动 点 。 这 暗示 我 们 : 复合 变换 是 关于 C 的 旋转 。 并 且 ， 运 用 一 些 
快速 的 角度 追踪 能 容易 地 验证 :复合 变换 确实 是 关于 C 的 旋转 变换 ， 角 度 为 
29, 其 中 9 是 从 2: 到 422 的 角度 (也 即 ， 在 下 图 中 ， 角 度 方 向 是 顺 时 针 的 ) 。 


在 


总 之 ， 两 个 反射 变换 的 复合 既 可 能 是 平移 (包括 恒 等 平移 )， 也 可 能 是 旋转 。 国 


正如 先前 提 到 的 那样 有 选择 性 地 使 用 变换 将 会 给 成 功 解决 问题 带 来 明光。 也 就 
是 说 ， 只 有 图 中 的 唯一 部 分 〈 可 能 是 “对 称 ”部 分 ) 得 到 了 变换 ， 而 其 余部 分 保持 不 
变 。 下 面 是 一 个 著名 的 问题 的 例子 ， 如 果 不 使 用 变换 去 求 它 是 相当 麻烦 的 事 ， 而 如 果 
关注 到 题目 暗藏 的 解法 一 一 对 称 变换 ， 问 是 几乎 可 以 说 是 微不足道 。 


例 8.5.5 直线 41，《，2，43 平 行 。 令 a 和 45 分 别 是 41 到 42，L2 到 4 的 距离 。 在 


全 多 和 所 村 角 总 :数字 计 案 攻关 宝典 


41 上 给 定点 4。 请 在 £2 和 43 分 别 给 定点 和 C， 使 得 三 角形 4BC 是 等 边 三 角形 。 


解答 ”当然 可 以 使 用 平面 直角 坐标 系 来 解决 这 个 问题 。 这 样 解 题 的 话 ， 解 题 过 程 
中 一 共 只 有 两 个 变量 〈 例 如 B 的 坐标 ， 或 者 4B 的 长 度 及 它 与 41 的 夹 角 )， 和 由 角度 
和 交点 确定 的 许多 等 式 。 但 它 将 会 是 很 繁琐 的 ， 也 没有 启发 性 。 


皖 CG 和 入 


mm 
RS 


< 


本 在 万 


在 图 中 ， 假 设 我 们 已 经 解决 了 这 个 问题 (有 点 像 异 想 天 开 1) ， 因 此 ， 可 以 思考 出 
一 个 最 终 有 助 解 题 的 等 边 三 角形 。 思 考 的 自然 变换 是 使 此 三 角形 部 分 不 变 的 旋转 变 
换 。 考虑 关于 点 4 进行 60° 的 顺 时针 旋 转 , 这 将 使 4C 变 成 4B。 现在 假设 {3 也 一 起 进 
行 变换 , 因此 4C 加 上 3 会 被 旋转 为 一 条 线段 加 上 一 条 直线 。 因 为 43 与 点 C 相 交 , 《3 
的 像 将 会 交 L2 于 点 B。 因 此 我 们 回 满 地 完成 了 解 题 过 程 : 我 们 所 需要 做 的 竟然 只 是 顺 
时 针 旋转 4 60°! 在 下 图 中 ，£4 是 43 在 这 个 旋转 下 的 象 。L4 和 《2 的 交点 是 点 B。 并 
且 ， 只 要 知道 点 B 的 位 置 ， 便 能 轻易 地 构造 等 边 三 角形 48BC。 我 们 从 点 4 作 43 和 人 4 
的 垂 线 来 得 到 一 个 欧 氏 构造 。 


。 从 点 4 作 43 的 垂 线 。 

。 将 这 个 垂直 线段 旋转 60"， 因 为 您 知道 如 何 构造 一 个 等 边 三 角形 ， 所 以 这 应 该 
是 简单 的 ， 不 是 吗 ? (如 果 不 是 ， 请 完成 问题 8.2.28 和 8.3.311) 

。 过 这 个 旋转 线段 的 终点 作 它 的 一 条 垂 线 。 记 为 £4， 它 与 42 的 交 是 点 8。 国 


这 题 极 为 有 趣 ， 且 相当 简单 ， 但 幸运 之 神 不 会 总 是 如 此 垂青 我 们 。 有 时 ， 需 要 结 
合 多 个 旋转 来 做 题 。 将 两 个 旋转 结合 会 发 生 什么 ? 首先 ， 给 出 一 个 简单 引 理 。 
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“事实 "8.5.6 ” 令 4 是 一 条 直线 , 日 4 是 4 关于 中 心 C、 角度 为 6 的 旋转 后 的 映 象 。 
则 与 4 的 夹 角 也 是 8。 


无 需 对 这 个 “事实 ”感到 旋 异 。 在 下 图 中 ， 我 们 敢 断 言 下 图 中 CKP7= 6， 这 由 一 
个 简单 的 角度 追踪 可 以 得 到 。 请 完成 它 ! 


这 个 引 理应 该 能 帮助 您 轻易 地 证 明 下 面 的 复合 事实 。 
“事实 ”8.5.7 ”角度 分 别 为 & 和 厅 的 旋转 变换 〈 可 能 关于 不 同 的 中 心 ) 的 复合 是 


。 如 果 w+ B#360"， 称 之 为 ， 角 度 为 w+ 的 旋转 。 
。 如 果 w+ 5= 360" 且 中 心 不 同 ， 称 之 为 : 平移 (不 是 恒 等 变 换 ) 。 
。 如 果 w+ B= 360" 且 中 心 相同 ， 称 之 为 : 恒 等 变 换 。 


“事实 ”8.5.8 ” 当 两 个 旋转 的 复合 是 另 一 个 旋转 时 ， 下 面 是 一 种 寻找 旋转 中 心 的 
方法 。 令 Rs = 代表 关于 4， 角 度 为 a 的 旋转 。 类 似 地 ， 可 定义 旋转 Ra s。 作 射线 4 
和 BY, 使 得 B4X= a/2 和 了 YB4 = 2, 4X 和 BY 的 交点 是 旋转 Rg.p° Rha 的 中 心 。( 记 
住 : 复合 7T。S 意 味 着 “ 先 S 后 7”) 


“事实 ”8.5.9 ”旋转 和 平移 的 复合 (以 任 一 种 顺序 ) 是 关于 相同 角度 不 同 中 心 的 
旋转 。( 把 寻找 中 心 作为 练习 题 ) 


让 我 们 用 一 个 精彩 的 经 典 问题 的 特殊 情形 来 结束 对 本 部 分 内 容 的 讨论 。 


例 8.5.10 令 37Z 是 一 个 三 角形 。 在 它 的 三 边 好 ， 芭 2， 刀 向 外 作 等 腰 三 角形 ， 
顶点 分 别 为 4，B，C， 使 得 LZ4 = 60"，~B = 120"，~C = 90"。 只 给 定点 4，B，C 的 
位 置 ， 证 明 : 如 何 确定 六 7，Z 的 位 置 。 


解答 ”从 大 胆 的 假设 开始 假设 已 经 确定 了 X，7，Z 未 知 的 位 置 。 而 事实 上 ,我 
们 不 知道 应 该 将 下 图 中 的 各 个 线段 作 在 何 处 。 但 对 一 些 结构 ， 可 以 抓 住 它们 的 特征 来 
好 好 把 握 。 警 如 ， 顶 角 在 4，B，C 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 。 等 腰 三 角形 是 对 称 的 ， 
旋转 它 的 一 条 边 能 与 它 的 另 一 条 边 重 合 。 


全 6 筷 桂 角 是 数学 况 赛 次 关 宝典 


> 
既然 思考 旋转 ， 便 要 找到 不 动 点 。 记 关于 4 的 逆 时 针 60° 旋 转 (也 就 是 将 4X 变 成 4Y 
的 旋转 ) 为 R。 类 似 地 ,定义 Rg 和 Re。 则 R(X)=Y,R,(Y)=2,Rc(Z)= 针 。 也 就 是 
说 ，Rc。R,。R, 能 将 匀 变 为 自身 ! 

根据 8.5.7，Rc。Rs。R4 是 60°+120°+90°=270° 的 旋转 。 旋转 恰好 只 有 一 个 不 动 点 ， 
就 是 它们 的 中 心 ， 因 此 闻 是 Rc。Rs 。R, 的 中 心 。8.5.8 的 两 个 应 用 确定 了 万 的 位 置 。 
一 旦 找到 义 ， 便 能 轻松 地 确定 另 两 点 的 位 置 ， 因 为 R4CO = 了 且 Ra(Y) = Z。 砷 


相似 扩大 


很 多 重要 的 变换 并 不 是 刚体 运动 。 例如 , 一 个 相似 变换 是 任何 保持 距离 比 的 变换 。 
其 中 最 简单 的 是 相似 扩大 ， 也 称 为 中 心 相似 变换 。 一 个 中 心 为 C、 相 似 比 为 的 相似 
扩大 将 在 射线 CXK 上 的 每 点 下 映 为 外， 使 得 CXY/ICX =k。 下 面 是 一 个 例子 ， 中 心 为 C 


Ek=12, 
“@ 


By 
8 

相似 扩大 是 思考 相似 变换 的 方法 。 并 非 所 有 相似 变换 都 是 相似 扩大 ,但 所 有 的 相似 扩 

大 都 是 相似 变换 。 


正如 其 他 变换 一 样 ， 思 考 不 变量 是 非常 重要 的 。 显 然 ， 它 们 只 有 一 个 不 动 点 一 中 
心 ， 但 是 相似 扩大 还 独 有 其 他 不 变量 。 
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“事实 ”8.5.11 ”相似 扩大 把 线 映 为 平行 线 。 因 此 ， 相 似 变换 保持 角度 不 变 。" 反 
之 ， 如 果 两 个 图 正 相 似 而 不 全 等 ， 且 对 应 边 平行 ， 则 它们 是 位 似 的 。” 


“事实 ”8.5.11 给 了 我 们 一 个 很 好 的 共 点 标准 。 也 就 是 : 如 果 两 个 图 是 正 相似 的 ， 
对 应 边 平行 ， 则 连结 对 应 点 的 直线 共 点 于 相似 扩大 的 中 心 处 。 


每 当 一 个 问题 与 中 点 有 关 时 ， 应 该 寻找 比例 为 1/2 的 相似 扩大 。 让 我 们 应 用 这 个 
思想 ， 来 得 到 曾 在 例 4.2.14 中 利用 复数 解决 的 问题 的 新 的 解法 。 


例 8.5.12 (Putnam 1996) 令 C1 和 Cz 为 两 个 圆 ， 它们 的 圆心 相距 10 个 单位 , 并 
且 半 径 分 别 为 ! 和 3。 和 寻找 并 证 明 所 有 这 样 的 点 好 的 轨迹 : 存在 C1 上 的 点 和 C2 上 
的 点 Y，M 是 线段 XY 的 中 点 。 


解答 令 4 和 了 分 别 表示 圆 Cl 和 C 〇 的 圆心 。 现 在 ， 将 丈 固 定 在 CI 上 并 令 了 在 
Cs 上 移动 。 注 意 ; M 是 了 在 一 个 中 心 为 X、 比 率 为 12 的 相似 扩大 下 的 象 。 因 此 ， 当 
了 沿 着 C2 移动 时 , 点 M 描 绘 出 一 个 半径 为 3/2 的 圆 。 这 个 圆 可 能 位 于 何 处 呢 ? 它 的 圆 
心 将 会 是 如 在 这 个 相似 扩大 下 的 象 ， 也 就 是 说 ， 图 心 是 BX 的 中 点 。 


既然 知道 了 当 半 固定 ，Y 沿 着 C 自由 移动 时 发 生 的 情况 ， 我 们 便 能 令 苞 没 着 C1 
自由 移动 。 现 在 中 点 M 的 位 置 便 在 一 些 半径 都 是 3/2 的 圆 上 。 它 们 的 图 心 位 置 在 何 处 
呢 ? 每 个 圆心 都 是 BX 的 中 点 。 也 就 是 说 ， 这 些 圆心 是 Cl 在 中 心 为 8B、 比 例 为 12 的 
相似 扩大 下 的 象 。 但 这 只 是 另 一 个 贺 ， 它 在 这 些 圆 中 间 ， 半 径 为 /2。 


正如 例 4.2.14, 现在 可 以 观察 到 : M 的 轨迹 形成 了 一 个 环形 区 域 。 环 形 区 域 的 中 
心 在 这 些 圆 中 间 ， 内 径 为 1， 外 径 为 2。 霹 


@ 对 于 了 解 “ 有 向 长 度 ” 的 读者 ， 我 们 假设 此 处 比率 上 是 正 的 。 

@ 如 果 对 应 角 在 大 小 和 方向 都 相等 ， 则 将 两 个 图 称 为 正 相似 【directly similar) ， 反 之 称 为 反 相 似 
(oppositely similar) 。 也 就 是 说 ， 如 果 您 用 平移 、 旋 转 然后 缩放 或 扩大 ， 将 一 个 图 形变 为 另 一 个 
图 形 ， 则 它们 是 正 相似 的 。 如 果 您 必须 从 纸 上 将 性 形 哲 起 并 翻转 ， 或 用 此 的 等 价 形式 一 进行 一 
个 反射 变换 ， 则 它们 是 反 相似 的 。 


依 B 怎样 解 总 ， 故 党 竞赛 攻关 宝典 


类 似 第 二 种 解法 ， 请 寻找 第 三 种 解法 (利用 向 量 )。 


反 演 ( Inversion ) 


反 演 变换 的 历史 可 以 追 塑 到 19 世纪 。 它 极 大 地 改变 了 长 度 和 形状 。 然 而 ， 它 具 
有 神奇 的 功能 ， 因 为 它 提 供 了 一 种 将 圆 和 直线 交换 的 方法 。 


一 个 中 心 为 2， 半径 为 > 的 反 演变 换 将 点 zx O 沿 射线 OX 移动 到 六 使 得 
OX . OX = 普 。 由 于 O 和 唯一 确定 一 个 图 wo， 也 可 以 等 价 地 说 “关于 图 w 的 反 演 ”。 
反 演 是 一 种 比率 可 变 的 相似 扩大 ， 其 中 的 比率 根据 点 与 圆心 的 距离 反方 向 变化 ， 故 得 
其 名 。 现 在 让 我 们 通过 一 张 图 来 观察 它 是 如 何 运作 的 ， 这 张 图 也 使 人 联想 到 反 演 的 一 
个 简单 的 欧式 构造 。 


考虑 圆 O， 其 圆心 为 0， 半 径 为 r。 将 点 无 放置 在 圆 内 ， 我 们 希望 找到 它 的 反 演 
点 六 。 过 点 六 作 弦 BC 垂直 于 射线 OK， 再 过 点 B 作 直 线 垂直 于 OB， 这 条 线 交 射线 
OX 于 点 关 。 通 过 相似 三 角形 ， 很 容易 地 发 现 


因此 OX . OX = 0B?= ,并 且 确 实 久 是 在 关于 ww 的 反 演 下 的 象 。 反 过 来 ,六 是 郑 
的 反 演 点 。( 根 据 定 义 容易 看 出 ， 任 何 点 尸 的 反 演 点 的 反 演 点 是 P。) 因此 反 演 的 算法 
如 下 : 

如 果 著 在 WD 内 ， 过 于 作 强权 直 于 OX。 这 条 强 交 多 于 两 点 ; 这 两 点 处 切线 的 交 为 
于。 反 过 来 ， 如 果 下 在 国外 ， 过 盛 作 国 包 的 两 条 切线 。 这 两 个 切 虑 确定 了 纤 ， 其 中 点 
便 为 壬 。 

下 面 的 事实 从 上 面 的 图 中 来 着 应 该 是 显然 的 。 


“事实 ”8.5.13 令 了 代表 关于 图 心 为 0 的 贺 w 的 反 演 。 
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(a) 如 果 点 4 在 w 上 , 且 T4)=4， 因 此 了 办 =w。 

(b) 了 将 贺 “内 的 点 映射 为 贺 外 的 点 ， 反 之 亦 然 。 

(0) 当 点 元 向 圆心 0 移动 时 ，7C0 的 象 “ 向 着 无 穷 远 的 点 ”往外 移动 。 反 之 ， 当 
抑 远离 0 时 ， 它 的 象 TC0 向 O 移动。 

(四 对 于 任何 点 X， 有 7T(OX) = OX 。( 注 意 OX 在 此 是 射线 ， 而 非 向 量 )。 

(e) 令 /为 的 半径 为 1 的 同心 加 。 那 么 T( 也 是 w 的 同心 贺 ， 半 径 为 P11。 


“ 反 演 ”鼓励 我 们 引入 “无 穷 远 点 "， 因 为 “无 穷 远 点 ”是 一 个 点 接近 反 演 中 心 
时 象 的 极限 位 置 。 我 们 能 严格 定义 这 个 概念 (并 且 这 也 是 射影 几何 中 的 标准 思想 )， 
但 现在 还 是 先 通俗 地 理解 它 。 因 此 ， 能 将 上 面 的 (d) 修 改 为 : 


如 果 人 是 一 条 过 O 〇 的 直线 ， 则 T(L)= 4。 


尝试 将 此 可 视 化 。 假 设 一 个 点 X 在 过 O、 南 北向 的 直线 4 上 移动 。 与 此 同时 ， 想 
象 TO0。 从 4 与 “北面 的 交点 开始 , 往 南 向 中 心 0 移动 。 象 TC0 将 会 沿 Z 往 北 、 向 ( 北 
面 的 )“ 无 穷 远 点 ”移动 。 当 穿 过 O， 并 向 图 的 南边 界 移动 时 ， 象 从 南面 的 “无 穷 远 
点 ”向 北 往 贺 的 边界 移动 ， 与 六 同时 到 达 贺 边界。 然后 ， 当 XX 继续 沿 它 的 路 径 ， 向 着 
“南面 无 穷 远 点 ”移动 时 , 象 TW) 往 北向 O 缓慢 移动 。“ 无 穷 远 点 ”并 不 只 在 北面 或 南 
面 ， 而 可 能 在 所 有 的 方向 。 把 它 记 为 "， 因 此 Teo=O 且 TO) ==。 


既然 有 了 ~， 便 可 以 推广 圆 的 符号 ， 使 它 包 含 直 线 。 这 并 不 夸张 ; 一 条 直线 能 被 
看 作 经 过 = 的 “ 圆 "! 它 的 半径 为 无 穷 大 ， 这 解释 了 零 曲 率 ( 平 直 度 )。 一 般 ， 任 意 一 
个 加 都 由 三 个 要 素 确定 。 类 似 地 ， 可 以 认为 : 直线 恰好 为 三 点 确定 的 一 个 圆 ; 两 点 在 
直线 上 ， 一 点 在 = 上。 于 是 将 通常 的 圆 和 通常 的 直线 称 为 “ 圆 "。 利 用 这 个 定义 ， 当 且 
仅 当 两 条 线 重 合 或 者 平行 时 ， 我 们 也 称 它们 相 切 。 在 后 一 种 情况 下 ， 它 们 是 切 点 为 = 
的 “ 圆 "。 

我 们 已 经 看 到 ， 在 一 些 情 况 下 ， 反 演 将 圆 变 为 圆 ， 将 直线 变 为 直线 。 事 实证 明 事 
情 就 是 这 样 的 ! 

“事实 ”8.5.14 反 演 基本 性 质 。 令 六 代表 XX 在 关于 中 心 0 半径 ~ 的 图 w 的 反 演 
下 的 象 。 

(a) 对 于 任何 点 XX，Y， 三 角形 OXY 和 OXY 是 反 相似 的 。 换 名 话 来 说 ， 人 OXY ~ 
AOYX, 

(b) 对 于 任何 点 六 ，Y， 有 


合 8 怎 梓 解 是: 基 学 元 赛 次 关 宝 典 


条 家 
OX .OY 
(© 任何 “加 ”的 象 是 “ 贺 ”。 
他 任何 不 与 0 相交 的 (一 般 的 ) 图 y 的 象 是 y 在 中 心 为 0 的 相似 扩 大 映射 的 象 。 
利用 相似 三 角形 容易 证 明 命题 (a) 和 (b)， 而 且 (d) 是 (c) 的 简单 结果 。 即 使 是 (c)， 虽 
然 瑶 似 惊 人 , 但 实际 证 明 起 来 也 不 是 太 难 。 共有 几 种 情形 要 考虑 , 让 我 们 只 考虑 一 种 ， 
作为 示例 。 


例 8.5.15 令 是 轿 心 为 0 的 贺 , 并 令 ;是 过 点 O 交 四 于 4 和 8 的 贺 。 在 关于 
的 反 演 下 ，7Y 的 象 是 过 A 和 B 的 直线 。 


解答 令 X 为 Y 上 一 点 且 比 点 在 四 外 部 , 如 下 图 所 示 。 过 X 作 贺 外 的 切线 , 交 外 
于 C 和 D，CD 的 中 点 是 象 洲 。 我 们 希望 证 明 : XY 在 AB 上 。 


这 是 简单 的 ， 因 为 我 们 伍 然 是 有 直接 经 验 的 几何 学 家 。 首 先 ， 如 何 作出 这 些 切 线 
呢 ? 以 OX 为 斜 边 、 直 角 为 C 在 w 上 作 一 个 直角 三 角形 。 为 了 做 到 这 点 ， 画 一 个 以 
OX 为 直径 的 贺 ， 它 与 w 交 于 C 和 D。 也 就 是 说 ， 在 图 中 隐 含 了 三 个 贺 ，w、y 和 直 
径 为 OX 的 圆 护 


现在 ，CD 是 和 的 公共 强 ，OX 是 x 和 7 的 公共 纺 ，AB 是 w 和 7 的 公共 弦 。 
这 恰好 是 例 8.4.6 里 的 情形 ， 因 此 ， 我 们 推断 这 三 条 弦 共 线 。 则 Xx 必须 在 4B 上 。 下 


事实 上 ,我 们 的 证 明 并 不 完整 ， 因 为 这 个 图 形 只 处 理 了 X 在 图 w 的 情形 。 如 果 关 
在 Y 上 , 且 在 双 内 ， 象 X 将 会 在 直线 AB 上 ， 而 非 局 限于 线段 A48。 可 用 类 似 方法 证 
明 它 ， 我 们 将 这 个 证 明 过 程 留 给 您 。 


党 中 车 关 国人 的 几何 全 


然而 ， 我 们 强烈 地 鼓励 您 完整 地 证 明 以 下 命题 ， 即 : 如 果 “ 反 演 将 一 个 “ 圆 ” 变 
为 男 一 个 “ 回 '”"。 这 个 命题 能 带 给 您 简化 问题 的 无 穷 新 力量 。 基 本 策略 是 : 寻找 一 个 
与 几 个 贺 有 关 的 点 ， 将 它 反 演 ， 力 图 得 到 一 个 更 简单 的 象 。 如 果 对 “ 象 ”的 反 演 更 易 
理解 ， 它 可 能 可 以 用 于 解释 原 图 。 下 面 是 一 个 特殊 的 例子 ， 我 们 希望 您 能 够 用 反 演 来 
解答 此 题 ! 


例 8.5.16 令 cu C2，c3， c4 为 “循环 ” 相 切 的 圆 ， 也 即 ，ci 相 切 与 c，c? 相 切 
于 c，c 相 切 于 ce，c4 相 切 于 ci。 证 明 : 这 四 个 切 点 共 圆 。 


解答 令 这 四 个 切 点 分 别 为 点 4、B、C、D， 则 我 们 希望 证 明 4，B，C, 刀 共 圆 。 
不 失 一 般 性 地 ， 我 们 关于 C 反 演 ， 选 择 任意 半径 。 用 表示 反 演 圆 。 令 ct 表示 ck 在 


这 个 反 演 下 的 象 。 


上 述 图 能 说 明 什么 ? 根据 例 8.5.15，c! 是 cl 和 色 的 公共 蓄 ， 延 长 为 直线 ， 类 似 
地 ，c; 是 另 一 条 直线 ， 平行 于 cf 。 这 是 合乎 情理 的 ， 因 为 这 些 象 “ 圆 ”仍然 相 切 在 
“点 ! 

关于 cz 和 cs 有 何 结论 ? 因为 没有 图 过 点 C, 它们 的 象 是 一 般 的 圆 , 是 原来 的 贺 关 
于 中 心 C 的 位 似 象 。 进 一 步 地 ， 怠 与 和 台 均 相 切 ，c3 与 以 相 切 。 这 也 是 合乎 情理 
的 ， 因 为 反 演 不 会 扰乱 相 切 性 。 下 面 是 结果 。 


六 权 全 村 针 题 : 效 学 充 容 次 关 宝典 


在 反 演 后 ,仍然 有 四 个 “ 贺 "， 但 现在 的 情形 变 得 易于 分 析 。 圆 c; 和 < 夹 在 平行 
线 c 和 :之 间 。 请 直截了当 地 用 角度 追踪 (问题 8.2.30) 证 明 : 在 这 个 情形 中 ， 三 个 
切 点 PD，4，B' 共 线 。 第 四 个 切 点 是 C = 一 。 同 样 地， 这 也 都 合乎 情理 。4，B，C， 
忆 的 象 是 一 条 直线 的 点 ， 也 就 是 说 ， 一 个 “ 圆 "。 如 果 重 复 这 个 反 演 ， 会 将 它们 恢复 
为 4，B，C，D。 但 “ 圆 ” 的 象 仍然 是 “ 圆 "， 因 此 4，8，C，D 必须 是 共 线 或 者 共 
圆 。 显 然 它 们 不 共 线 。 问 题 得 证 ， 大 功 告 成 ! 国 


问题 与 练习 


下 面 的 习题 中 有 很 多 都 有 多 种 解法 。 然 而 ， 它 们 都 可 以 用 变换 来 解决 。 其 中 一 些 
问题 可 能 极 富 挑战 性 ， 因 此 请 随意 参考 提示 附录 (网 址 为 www.wiley.com/college/ 


Zeitz) 。 


题 8.5.17 设 4BCD 为 一 个 正方 形 ， 它 的 中 心 为 万 边 长 等 于 8。 设 57Z 为 一 个 直角 三 角 
形 ， 它 的 直角 为 X,，XY=10, 好 =24。 已 知 : 17 交 BC 于 已 且 CE=2,， EB=6。 计算 三 角形 
与 正方 形 公共 区 域 面积 。 

题 8.5.18 设 4BCDEF 为 六 边 形 , 满足 ; 4B=DE, BC = EF, CD= FA, 自 ABIIDE, BCIEF， 
CDIIFA4。 证 明 AD，BE，CF 共 点 。 


题 8.5.19 下 面 的 各 项 能 做 到 吗 ? 若 能 ， 请 给 出 做 法 ， 若 不 能 ， 请 说 明理 由 ， 
(a) 已 知 三 角形 三 条 边 的 中 点 ， 求 此 三 角形 的 各 顶点 。 

@) 已 知 五 边 形 五 条 边 的 中 点 ， 求 此 五 边 形 的 各 顶点 。 

(0) 已 知 一 平行 四 边 形 四 条 边 的 中 点 ， 求 此 平行 四 边 形 的 各 顶点 。 

(gd) 已 知 一 四 边 形 四 条 边 的 中 点 ， 求 此 四 边 形 的 各 顶点 。 

(6) 已 知 一 六 边 形 六 条 边 的 中 点 ， 求 此 六 边 形 的 各 顶点 。 

(f) 已 知 一 个 十 七 边 形 十 七 条 边 的 中 点 ， 求 此 多 边 形 的 各 顶点 。 
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题 8.5.20 证 明 ; 对 于 有 固定 的 面积 和 底 的 三 角形 来 说 ， 当 它 是 等 腰 三 角形 时 周 长 最 短 。 


题 8.5.21 设 4BCDE 为 贺 内 接 五 边 形 〈 不 必 是 规则 的 五 边 形 )。 令 4 为 CD 中 点 ,为 
ZE 中 点 ，C 为 4 中 点 , D' 为 4B 中 点 , EF 为 BC 中 点 ,。 证明 4'C，CE，EB， BD 和 D4 的 
中 点 共 图 。 


题 8.5.22 请 给 出 例 8.4.2 的 平移 解法 。 提 示 : (通过 平行 运动 ) 平移 三 角形 ， 得 到 一 个 平 
行 四 边 形 (也 平移 了 三 分 线 )， 然 后 寻找 可 以 重组 的 全 等 形状 。 如 果 您 觉得 这 还 太 难 ， 请 先 尝 
试 如 下 更 为 简单 的 问题 : 设 4BCD 为 矩形 ， 并 令 巨 ，F，G， 万 分别 为 4B8，BC，CD，D4 的 中 
点 。 直 线 4F，BG，CH，ED 两 两 相交 形成 一 个 4B8CD 内 部 的 四 边 形 。 证 明 这 个 四 边 形 的 面积 
等 于 [4BCDJ/5。 


题 8.5.23 (匈牙利 1940) 设 7 为 任意 三 角形 。 定 义 MD) 为 如 下 三 角形 : 它 的 三 边 长 度 分 
别 等 于 了 的 三 条 中 线 长 度 。 


(a) 证 明 : 对 于 任何 三 角形 T，M(7) 都 存在 。 给 定 7， 请 给 出 MX7) 的 尺 规 作 图 方法 。 

@) 计算 MD 与 了 的 面积 比 。 

(© 证 明 :， MCAMD) 与 了 相似 。 

题 8.5.24 证 明 : 直线 48 和 CD 垂直 当 且 仅 当 4C? -4D? = BC? -BD? 。 

题 8.5.25 设 4BC 为 三 角形 ,a=BC, b=AC, c=4B。I， KK, H 分 别 表示 三 角形 4BC 的 
内 切 回回 心 、 外 接 贺 圆心 和 垂 心 。 

(a) 证 明 及 + 有 +C = 2 天 + 厅 。 (换言之, 车 外 接 圆 圆心 位 于 原点 ， 则 三 角形 各 顶点 向 量 之 
和 给 出 了 重心 ,) 

人 证 明寺 = aA+bB+cC 

atb+c 


题 8.5.26 证 明 对 于 任何 平行 四 边 形 48CD， 下 式 成 立 : 
2(482 +AD’)= AC’ + BD’ 。 
题 8.5.27 设 直线 P，9，r 共 点 。 并 令 F 表 示 关于 直线 4 的 反射 运算 证 明 存 在 唯一 直线 
1， 使得 已 ,oF oF = 刁 。 
题 8.5.28 请 认真 证 明 “ 事 实 ”8.5.7 和 8.5.9。 并 给 出 计算 新 旋转 中 心 的 方法 。 


题 8.5.29 请 完成 如 下 命题 未 证 明 部 分 的 证 明 :“ 所 有 刚体 运动 是 平移 、 旋 转 、 反 射 和 滑 
移 反射 。” (前 面 我 们 已 经 给 出 了 大 部 分 的 证 明 ) 。 


题 8.5.30 给 定 任意 三 角形 4BC。 在 每 条 边 上 作 (外 部 ) 等 边 三 角形 ， 如 下 图 所 示 : 
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8 
证 明 AX= BY= CZ。 


题 8.5.31 给 定 三 个 同心 国 。 请 利用 尺 规 作 图 ， 画 出 一 个 等 边 三 角形 ， 使 它 三 个 顶点 分 别 
位 于 这 三 个 同心 加 上。 


题 8.5.32 证 明 如 果 所 有 正方 形 立 于 一 个 平行 四 边 形 边 的 外 部 ， 则 它们 的 中 心 是 一 个 正方 
形 的 顶点 。 


题 8.5.33 (加 拿 大 1989) 设 4BC 为 一 个 面积 为 1 的 直角 三 角形 , 4', B', C 分 别 为 4, B， 
C 关 于 对 边 的 反射 点 。 求 人 AB'C' 的 面积 。 


题 8.5.34 给 定 三 角形 48C。 请 利用 尺 规 作 图 画 出 如 下 的 正方 形 : 它 的 一 个 顶点 在 4B 上 ， 
一 个 顶点 在 4C 上 ， 另 两 个 ( 相 邻 ) 顶点 在 BC 上 。 


题 8.5.35 将 任意 三 角形 4BC 关 于 中 心 M 旋 转 180*， 能 得 到 一 个 六 角 星 。 如 下 图 所 示 : 


计算 这 个 六 角 星 的 面积 ， 并 用 [4BC] 表 示 。 


题 8.5.36 ”缩放 仪 。 下 图 是 一 台 缩 放 仪 。 这 是 一 种 用 来 放 编 复制 的 设备 ， 如 今 仍 能 在 同 刻 
店 中 找到 。 缩 放 仪 固定 在 点 ,并 在 平面 上 (可 能 是 一 张 纸 或 者 塑料 或 者 金属 ) 作 图 。 线 段 FB 
和 BP 有 固定 长 度 ， 在 B 点 相连 。 类 似 地 ,线段 4P 和 PC 有 固定 长 度 ， 在 媚 点 相连 。 点 4 和 
C 也 是 分 别 固定 在 FB 和 BP 上 的 连接 点 ,使 得 F4 = 4P 和 4B = PC = CP。 绘 图 笔 (或 雕刻 工 
具 ) 位 于 点 P 和 点 户 ， 笔 尖 向 下 指向 平面 。 在 操作 员 移 动 点 P 并 在 平面 上 作 图 的 同时 ， 户 也 会 
自动 移动 。P 点 的 绘图 笔 将 会 画 出 什么 ? 为什么? 如果 希望 得 到 不 同 大 小 的 复制 品 ， 应 该 如 何 
调整 这 台 仪 器 呢 ? 


F Pp PP 
题 8.5.37 (美国 队 选拔 测试 2000) 设 4BCD 为 图 内 接 四 边 形 ， 从 对 角 线 4C 和 BD 的 交 
点 出 发 , 作 4B 和 CD 垂 线 ， 垂 足 分 别 为 和 下。 证明 EF 与 过 4D 和 BC 中 点 的 直线 垂直 。 
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题 8.5.38 有 很 多 种 方法 可 以 对 例 8.5.10 进行 推广 ， 请 尝试 下 面 的 几 种 。 


(a) 如 果 给 定 的 等 下 顶 角 为 任意 大 小 c，B，X% 会 有 什么 结论 ? 

也) 给 定 n 个 点 ， 它 们 分 别 是 顶 角 为 oy，c%，…，o% 的 等 腰 三 角形 的 顶点 。 如 果 必 须 为 一 
个 ” 边 形 的 顶点 定位 ， 会 有 什么 结论 ? 

(c) 如 果 角 度 和 是 360° 呢 ?能 使 用 与 原来 一 样 的 论证 吗 ? 

(qd) 如 果 所 有 角 都 等 于 180° 会 有 什么 结论 ? 


题 8.5.39 (Putnam 2004) 令 nn 为 正 整 数 ，n>2 ，8=2K/n 。 在 区 平面 中 定义 点 P= 
(0) ,kk = 1，2，…，m。 令 有 为 将 平面 关于 点 R 逆 时 针 旋转 日 角 放 的 映射 。 再 令 
R= Ro。R,1o…o RR 。 设 (x， 力 为 平面 内 任意 点 。 找 到 RCe，y) 的 华 标 并 化 简 。 


题 8.5.40 利用 “事实 ”8.5.11 证 明 : 两 个 相似 扩大 运算 的 复合 是 另 一 个 相似 扩大 运算 。 
您 能 找到 这 个 复合 变换 的 中 心 吗 ? 


题 8.5.41 (保加利亚 2001) 设 点 44，Bi，C 分 别 位 于 三 角形 4BC 的 边 BC、C4 和 4B 上 。 
设 点 G 是 三 角形 4BC 的 重心 ，Gs。，Gs。，G.。 分 别 为 A4Bi;C1，ABA1C!，AC4181 的 重心 , 而 G: 和 
Gs 分 别 为 A4181C1 和 AGsGsG: 的 重心 。 证 明 G，G1，G2s 共 线 。 


题 8.5.42 (匈牙利 1941) 4BCDEF 是 加 内 接 六 边 形 ， 它 的 边 48，CD 和 EF 都 与 该 图 的 
半径 相等 。 证 明 : 六 边 形 4BCDEF 另外 三 条 边 的 中 点 ， 是 某 个 等 边 三 角形 的 顶点 。( 本 题 有 多 
种 可 能 的 解法 。 如 果 已 经 掌握 了 4.2 节 的 材料 ， 您 也 可 以 尝试 利用 复数 给 出 证 明 。) 


反 演 问题 


下 面 是 很 多 反 演 问题 ， 提 示 您 尝试 用 反 演 方法 求解 。 尽 管 如 此 ， 您 可 能 也 愿意 在 其 他 问题 
中 应 用 反 演 方法 ， 也 许 您 会 从 中 发 现 有 趣 且 非 传统 的 解决 方案 ， 但 是 至 少 您 会 喜欢 上 这 种 复杂 
的 技巧 。 


题 8.5.43 ”请 寻找 一 种 欧式 构造 方法 ， 来 画 出 点 万 关于 贺 的 反 演 点 。 


题 8.5.44 ”请 考察 下 列 情形 ， 并 完成 证 明 ; 反 演 运 算 将 “ 回 ” 映 为 “ 贺 ”( 请 至 少 认真 地 
画 出 有 说 服 力 的 图 )。 很 设 上 述 反 演 关于 图 @ (圆心 为 0)。 请 画 出 下 列 图 形 (并 说 明 其 正确 性 ) 

(a) 与 和 相 切 的 直线 。 

(b) 交 四 于 两 点 但 不 过 O 的 直线 。 

(0) 过 O 的 直线 。 

(9) 与 @ 不 相交 的 直线 。 

(e) 在 外 部 的 圆 。 

《f) 在 w 内 部 并 过 O 的 圆 。 

(g) 交 四 于 两 点 但 不 过 O 的 贺 。 

@) 与 四 相 切 的 图 (有 不 止 一 种 情形 !)。 


俩 多 怎 村 解 题 : 夏 学 竟 赛 攻关 宝典 


题 8.5.45 请 设计 一 种 与 缩放 仪 ( 题 8.5.36) 类 似 的 “机 器 "。 利 用 这 种 机 器 ， 操 作 员 在 画 
出 点 也 的 同时 , 也 能 画 出 的 反 演 点 。 这 种 机 器 有 一 个 有 用 的 性 质 ; 它 圆周 运动 变 为 直线 运动 ， 
反之 亦 然 。 


题 8.5.46 给 定点 己 和 两 个 圆 。 请 利用 尺 规 作 图 作 一 个 园 ， 它 经 过 点 P， 并 与 给 定 的 两 个 
贺 相 切 。 


题 8.5.47 给 定 两 两 不 重 和 但 的 三 个 圈 。 请 利用 尺 规 作 图 作 一 个 圆 ， 使 其 与 给 定 的 三 个 图 外 
切 。 


题 8.5.48 (USAMO 1993) 4BCD 为 一 个 凸 四 边 形 ， 它 的 对 角 线 4C 和 BD 相交 于 E， 交 
角 为 直角 。 证明; 5 关于 4B，BC，CD，DA 的 反射 点 共 回 (本 题 也 可 以 不 使 用 反 演 法 ,而 使 
用 “相似 扩大 《homothety)” 方 法 来 证 明 )。 


题 8.5.49 托 勒 害 定 理 。 问 题 8.4.30 给 出 了 证 明 托 勒 密 定理 的 一 种 方法 ， 它 利用 了 相似 三 
角形 。 现 在 请 给 出 一 种 反 演 证 明 。 提 示 ， 选择 一 个 顶点 ， 并 将 其 余 三 个 顶点 关于 这 个 顶点 反 演 
到 一 条 直线 上 。 这 种 方法 能 更 容易 地 处 理 这 三 个 点 的 象 的 距离 ， 然 后 运用 8.5.14(b) 中 的 象 - 距 
离 公式 寻找 这 些 象 的 距离 与 原 边 长 的 关系 。 


题 8.5.50 (USAMO 2000) 414243 为 三 角形 ， 并 令 以 表示 414243 所 在 平面 内 过 4 和 4 
的 圆 。 假 设 存在 圆 以 ， 以 ，…，ww， 使 得 对 于 太 = 2，3，…，7， 图 全 与 加 -1 相 切 并 过 丸和 
Aiti， 其 中 对 于 所 有 nn 之 1，44,s = 妨 。 证 明 9= 如。 


第 沪 章 ) 
微 积分 


在 这 一 章 中 ， 默 认 读者 熟悉 微 积分 的 基本 概念 ， 诸 如 极限 、 连 续 性 、 微 分 、 积 分 
和 震级 数 。 另 一 方面 ， 假 设 读者 听 过 (但 可 能 还 没有 掌握 ) 以 下 概念 : 

。 正式 的 “5- e” 证明， 

。 带 祭 项 的 Taylor 级 数 ， 

。 平均 值 定 理 。 


与 第 7 章 相 比 ， 本 章 不 系统 ， 也 不 独立 。 我 们 旨 在 强调 几 个 重要 的 概念 ， 以 便 使 
读者 更 深入 地 理解 微 积分 的 作用 。 我 们 有 两 个 目标 : 第 一 ， 通 过 重新 整理 已 有 概念 ， 
来 揭示 一 些 已 经 学 过 的 概念 的 实际 意义 ， 第 二 ， 通 过 呈现 一 些 虽 不 严格 但 有 用 的 “ 活 
动 帷幕 ”(Moving Curtain) 论证 ， 来 增进 读者 对 微 积分 的 感性 认识 。 建 议 读者 通过 学 
习 具 体例 子 来 理解 “活动 帷幕 ”这 个 概念 。 


9.1 微 积 分 基本 定理 


为 了 理解 什么 是 “活动 帷幕 "， 需 要 具体 地 引入 基础 微 积分 中 最 重要 的 思想 。 下 
面 这 个 例子 还 介绍 了 一 些 基本 思想 ， 你 在 本 章 中 将 经 常会 用 到 它们 。 


例 9.1.1 什么 是 微 积分 基本 定理 ? 它 有 什么 含义 ? 它 为 什么 成 立 ? 


解答 。 毫 无 疑问 地 ， 读 者 已 经 对 微 积分 基本 定理 有 所 了 解 。 其 中 的 一 个 公式 为 : 
如 果 7 是 连续 函数 "， 则 ， 

[far=F0) -F(a), ( 
其 中 下 是 7 的 任意 原 函 数 ， 即 FC) =/()。 这 是 一 个 很 重要 的 结论 。(1) 式 左边 可 以 
理解 成 函数 = Co、x 轴 ， 以 及 坚 线 x=a 和 zx=“ 转 成 的 面积 。 等 式 右边 的 含义 完全 
不 同 ， 通过 求 导 运 算 ， 它 和 /Co 联系 在 一 起 ， 即 它 的 切线 斜率 就 是 /CD。 面 积 怎 么 就 


@ 在 本 章 中 ， 我 们 会 假设 函数 的 值 域 和 定义 域 是 实数 的 子 集 。 
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和 斜率 联系 到 了 一 起 呢 ? 


上 述 表述 方式 让 微 积分 基本 定理 显得 非常 神秘 。 下 面 给 出 一 种 更 为 直观 的 理解 。 
从 某 种 意义 上 说 , 微 积分 基本 定理 是 -- 种 神奇 的 算法 的 表达 方式 。 因为 在 实际 问题 中 ， 
原 函 数 的 计算 可 能 更 加 容易 。 但 这 仅仅 是 说 明了 它 是 什么 , 并 没有 说 明 它 为 什么 成 立 。 
实际 上 ， 你 只 要 理解 了 微 积分 基本 定理 成 立 的 原因 ， 也 就 恰当 地 理解 了 (1)。 


首先 讨论 一 种 很 有 用 的 定义 函数 的 工具 ， 它 曾 在 例 5.4.2 中 出 现 。 定 义 
ge)= fdr。 
我 们 有 意 地 选择 + 作为 变量 ， 从 而 可 以 自然 而 然 地 把 g() 理 解 成 关于 时 间 的 函数 。 随 


着 时 间 + 从 a 开始 增加 ，8(D 给 出 了 如 下 “活动 帷幕 ”的 面积 ( 见 下 图 ， 并 注意 g(a) = 
0.): 


微分 不 仅 有 切线 的 含义 ， 还 有 瞬时 变化 率 的 动态 理解 。 因 此 g'(D 等 于 窗 市 在 时 刻 面 
积 的 变化 率 。 记 住 这 点 ， 考 察 下 图 。 赁 你 的 直觉 ， 你 认为 它 说 明了 什么 呢 ? 


A 


1 1th 
当 帷 磊 的 上 边界 高 的 时 候 面 积 的 增长 速度 快 ， 当 上 边界 低 的 时 候 面 积 的 增长 速度 慢 。 
因此 可 以 得 到 如 下 的 直观 理解 
(0=f0, GO) 
因为 在 一 个 很 短 的 时 间 At 内 ,帷幕 面积 的 增加 可 以 近似 地 表示 为 (DAt。 由 等 式 (2) 
可 以 立即 得 到 微 积分 基本 定理 。 这 是 因为 ， 若 定义 F(): = g() + C (其 中 C 是 常数 )， 
则 FD) =f()， 并 且 
Flb) — F(a) = g(b) — g(@) = 六 /Godx。 
上 述 论证 中 的 关键 步 踊 是 : 动态 地 理解 积分 ， 从 而 可 以 观察 到 面积 变化 速度 和 疏 
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幕 高 度 之 间 的 直观 关系 。 这 个 经 典 的 观点 说 明 : 给 出 微分 和 积分 多 种 可 能 不 同 的 理解 
是 非常 重要 的 。 


读者 可 能 认为 我 们 并 没有 严格 地 证 明 微 积分 基本 定理 。 事 实 确实 如 此 ， 因 为 (2) 
式 需 要 更 加 严格 的 处 理 。 毕 竞 ， 帷 幕 面 积 的 增长 速率 并 不 严格 等 于 f(DAt， 而 应 该 等 
于 : 


[fax, 
它 也 等 于 f(DAt+ EBD， 其 中 ED 是 误差 的 面积 ， 如 下 图 阴影 部 分 所 示 ， 


| 


上 述 论证 的 关键 是 要 说 明 
lin ( 创 )-o 2 G) 
a0 Ar 


这 需要 你 理解 连续 性 的 概念 。 因 此 ， 我 们 将 在 9.2.7 中 证 明 (3)。 


9.2 收效 性 和 连续 性 


你 已 经 对 诸如 极限 和 连续 性 的 概念 有 了 直观 理解 ， 但 是 为 了 解决 一 些 有 意思 的 问 
题 , 必须 发 展 出 一 套 严 格 的 理论 。 幸运 的 是 , 几乎 所 有 的 分 支 都 来 自 一 个 基本 的 概念 : 
数列 的 收敛 性 。 只 要 掌握 了 这 个 概念 ， 你 就 可 以 处 理 极限 、 连 续 性 、 微 分 和 积分 问题 
了 。 数 列 的 收敛 是 微 积分 的 理论 基础 。 


收敛 性 
说 一 个 实 值 数列 {av} 收 敛 到 极限 L， 如 果 : 


lima, = 工 。 
这 表示 : 对 于 任意 给 定 的 距离 e > 0，a, 最 终 都 将 会 和 工 只 相距 ez。 确切 地 说 ， 对 于 任 
意 s> 0 (把 < 想象 成 一 个 非常 小 的 数 )， 都 存在 整数 N (把 入 想象 成 一 个 很 大 很 大 的 整 
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数 ， 它 可 能 依赖 于 e) ， 使 得 对 于 所 有 的 数 
Qw,GNrlGNr2… 
与 的 距离 都 在 e 以 内 。 也 就 是 说 ， 对 于 任意 的 n> N， 都 有 
la,-Lke. 
在 上 下 文 很 清楚 的 情况 下 ， 可 以 将 lima, = 工 简单 地 记 为 wo 一 工 。 


在 实际 问题 中 ， 下 面 的 多 种 可 能 的 方法 都 可 以 说 明 给 定 的 数列 收敛 到 某 个 极限 ， 


(D 尽 可 能 画 出 这 个 数列 的 图 像 。 图 像 虽然 不 是 很 严 谍 ， 但 反映 了 数列 绝 大 部 分 
的 信息 ， 从 而 使 问题 变 得 清晰 明了 且 正 确 无 误 。 

(2) 猜测 a: 的 极限 L， 然 后 证 明 a 可 以 和 工 靠 得 无 穷 近 。 

(3) 说 明 当 足 够 大 时 ，a: 互 相 之 间 的 距离 可 以 任意 小 。 确 切 地 说 ， 就 是 a, 满 足 
柯 西 条 件 : 


对 于 任意 >0， 存 在 足够 大 的 入 使 得 
lo 一 oj < e，( 对 于 任意 的 m、n>N) 
满足 柯 西 条 件 的 实数 数列 是 收敛 的 "。 柯 西 条 件 通 常 很 容易 验证 ， 但 其 缺点 是 : 我 们 
不 知道 收敛 的 实际 极限 值 的 任何 信息 。 

(4) 证 明 数列 单调 有 界 。 称 数列 a 是 有 界 的， 如 果 存 在 一 个 有 限 的 数 B， 使 得 对 
于 任意 的 x 有 | a, | <B。 称 数列 a, 是 单调 的 ， 如 果 它 或 者 单调 非 增 ， 或 者 单调 非 减 。 
例如 ， 称 a 单调 非 增 ， 如 果 对 于 任意 的 都 有 aric<av。 

单调 有 界 的 数列 是 具有 很 好 性 质 的 数列 ， 因 为 它们 总 是 收敛 的 。 可 以 用 反 证 法 来 
证 明 这 个 事实 : 如 果 某 个 数列 不 收敛 ， 它 将 不 满足 柯 西 条 件 。 但 是 要 注意 的 是 ， 单 调 
数列 的 极限 不 一 定 就 是 它 的 界 B。 读 者 可 以 构造 一 个 例子 来 说 明 这 个 事实 。 

(5) 夫 适 原理 。 如 果 某 个 数列 被 两 个 具有 相同 极限 的 收敛 数列 控制 ， 那 么 这 个 数 
列 也 收敛 。 例 如 ， 若 对 于 所 有 的 二 都 有 

0O<x,<(0.9)" 。 

那么 知 便 收 弥 到 0。 相 反 ， 如 果 某 个 数列 各 项 的 绝对 值 均 大 于 另 一 个 发 散 (有 无 
穷 极 限 ) 数列 相应 项 的 绝对 值 ， 那 么 这 个 数列 本 身 也 是 发 散 的 。 

(6) 利用 无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 进 行 分 析 。 大 部 分 收敛 性 的 判断 都 需要 估计 和 比较 。 
无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 给 出 了 一 种 描述 函数 增 大 速度 (变量 朝 无 穷 或 0 收 丝 ) 的 系统 的 
方法 。 

称 f(n) = Olg(m)) (的 阶 比 g 小 )， 如果 对 于 任意 大 的 n， 存 在 常数 C 使 得 |f (mn)|< 


@ 关于 实数 的 这 一 特性 及 其 他 “基本 的 ”性 质 的 更 多 信息 ， 请 参阅 文献 [36]。 
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Cl elm)l， 称 f(m) = Ole(n))， 如 果 lim, ,f(x)/g(x) =0。 例 如 ,f(x) = OE) 表示 对 于 足 
够 大 的 x, 可 以 用 x 的 三 次 方 来 控制 1 (x) 的 上 限 。 另 一 方面 , (x) 的 增长 速度 比 立 方 的 
要 慢 。 


也 可 以 用 这 个 记号 来 描述 函数 在 0 附近 的 表现 .如 果 /(x) = OCCD)( 当 x 一 0 时 )， 
是 指 对 于 任意 足够 小 但 不 等 于 0 的 x, 了 (x) 绝 对 值 的 上 限 可 以 被 g(x) 的 绝对 值 乘 上 一 个 
常数 来 控制 。 同 样 地 ， 可 以 定义 fx)=olg0)) ( 当 x 一 0 时 )。 


上 述 方法 之 所 以 非 党 有效， 是 因为 如 下 两 个 原因 : 首先 ， 它 允许 我 们 只 关注 函数 
中 真正 起 作用 的 部 分 。 例如, 当 x 很 小 时 , 如 果 知 道 /(%) =x+ O(Vx) ( 当 x 一 0 时 )， 
那么 对 7 的 处 理 就 会 非常 方便 , 尤其 在 将 它 和 别 的 函数 (比方 说 f(x) =x+ OC 六 x ) ( 当 
x -0 时 )) 进行 比较 时 。 其 次 , 类 似 一 般 的 运算 , 无 穷 小 量 也 有 一 些 基本 的 运算 法 则 。 
例如 ， 若 /CD = O62)， 则 xD = O09。 

接 下 来 的 几 个 例子 具体 地 说 明了 上 述 原理 。 第 一 个 例子 中 的 要 求 并 不 高 ， 只 要 找 
到 一 个 无 穷 数列 大 致 的 上 下 限 就 可 以 了 。 但 是 其 运算 过 程 确实 具有 指导 意义 。 

例 9.2.1 令 a,=0+1/2J1+1/14)…(1+1/2")。 求 a, 的 上 下 限 a 和 b， 使 得 
aslim a,<b 。 

解答 ”定义 乘积 

Sx, 7) = (1 +xX1 1+)-…(1+x), 

其 中 0<x<1。 我 们 感 兴趣 的 是 当 n 趋 于 正 无 穷 时 的 极限 ， 记 为 S(x)。 

把 上 述 乘 积 展开 并 忽略 重复 的 项 ， 得 到 

Sm >1+7+P + (4) 


这 是 因为 x 的 所 有 次 蹇 都 出 现在 了 上 述 乘积 中 。 


为 了 得 到 另 一 个 方向 的 不 等 式 估计 ， 需 要 更 为 精细 的 分 析 。 我 们 指出 : 对 于 任意 
m 都 有 
(1 + lm)” <e。 
为 了 说 明 此 不 等 式 为 何 成 立 ， 通 过 二 项 式 定理 "得 到 


@ 或 者 用 lm。 (+ ))” =e 这 一 事实 以 及 函数 /(x)=(1+y 卫生 而 来 的 分 析 来 表示 这 一 极限 由 下 
面 的 内 容 得 到 。 
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1 (m}1 m)|l1 m)l 
1+1/m)" = 一 一 -一 一 一 十 ov 
(1+1/m)" =1+m. 二 的 :E+ 


=1+1+ 2 D) de lm—2) 十 mm 一 1)Xm 一 2)(mz 一 3 
21m? 31m 4!1ms 


<1+1+1/2H1/34+: 
一 eo。 
从 而 得 到 (1+m) <e”"， 进 而 有 
S(x,n) =(1+x)(+x)(1+x") 


< ee “Be™ 


extet- 
对 几何 级 数 进行 求 和 ， 就 得 到 
去 <SCODJ<en0 ， 
对 于 任意 0<x< 1。 上 述 上 下 界 能 够 改进 吗 ? [2 
例 9.2.2 固定 w > 1， 考 虑 如 下 定义 的 数列 {xn} n>0 ，%=0 ,而 


Xan -= +: n=0,1,2,°" 
这 个 数列 收敛 吗 ?如 果 收敛 ， 极 限 是 什么 ? 
解答 ”首先 尝试 <= 5 的 情形 。 在 此 情形 下 ， 


根据 这 几 项 , 观察 到 这 个 数列 是 严格 递减 的 (到 目前 为 止 )。 但 实际 情况 确实 如 此 吗 ? 
让 我 们 来 看 一 下 这 个 数列 的 演化 过 程 。 如 果 画 出 y= 全 x 的 图 像 ， 便 可 以 通过 


一 个 很 简洁 的 算法 来 得 到 这 个 数列 ， 这 是 因为 xi 是 加 和 二 的 平均 。 在 下 面 的 图 像 


中 ,4、 3 两 点 的 纵 红 标 是 为 和 亡 。 请 注意 : 线段 4B 中 点 的 纵 坐 标 就 是 这 两 个 数字 
的 平均 ， 也 就 是 xi。 
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y=5/x 


ee 

接 下 来 ,从 这 个 中 点 出 发 作 一 条 水 平 线 交 直线 =x 于 C 点 ,C 点 的 坐标 是 (xi, xn)。 
再 从 C 点 出 发 作 一 条 竖 直 线 交 图 像 》= 5/x 于 DD 点 。 同 理 ， 罗 是 线段 CD 中 点 的 纵 华 
标 。 


持续 这 个 过 程 ， 得 到 点 Ba, xz)。 并 且 当 继续 进行 这 个 过 程 时 ， 从 图 像 中 可 以 很 
清楚 地 看 到 ， 这 个 点 将 会 收敛 到 交点 (V5 ，V5 )。 


所 以 我 们 推断 limx, = V5 。 尽 管 如 此 ， 图 像 并 没有 提供 严格 的 证 明 ， 但 却 有 助 于 


推理 过 程 。 用 此 图 来 说 明 收敛 ， 我 们 还 得 严格 证 明 为 什么 这 些 点 永远 都 不 会 远离 收敛 
点 。 在 将 其 严格 化 后 ， 便 可 以 改变 策略 ， 从 而 从 代数 方法 上 分 析 更 为 一 般 的 问题 。 


图 像 说 明了 两 点 : 第 一 ， 数 列 单调 递减 ， 第 二 ， 数 列 单调 递减 到 Vc 。 为 了 说 明 
单调 递减 性 ， 就 必须 要 说 明 xsx. 。 这 并 不 困难 ， 因 为 可 以 计算 它们 的 差 


+o) 7 x0 x 
oe er i le 
tn 


只 要 台 >a ， 上 述 差 就 是 非 负 的 。 然 而 好 >a 也 是 正确 的 ， 因 为 这 只 是 “算术 一 几何 平 
均 不 等 式 ” 的 推论 : 

站 人 本 加 =Va » 

2 和 


从 而 无 论 允 等 于 多 少 "， 都 有 Xi>VG 。 而 又 因为 蜀 = w> VEG ， 从 而 数列 中 所 有 的 项 
都 大 于 或 等 于 Va 。 


@ 通过 研究 比率 %% /xt( 而 非 x 一 ) 可 以 方便 地 证 明 这 个 命题 , 因为 经 过 少许 计算 并 利用 地 >Vm ， 
可 以 证 明 二/x: 恒 小 于 等 于 1。 
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因为 数列 {x*) 单 调 有 界 ， 所 以 它 一 定 收敛 。 下 面 证 明 它 确实 收敛 到 VZ 。 因 为 0 
是 一 个 比较 容易 处 理 的 数字 ， 所 以 定义 数列 {z} 的 偏差 羽 为 
Bi:= -Va ， 
然后 说 明 E>0。 注 意 到 ,是 非 负 的 。 下 面 考 察 ,1 和 ,的 比值 ， 从 而 得 出 上 述 偏 
差 的 变化 规律 。 我 们 希望 得 出 E, 是 明显 递 臧 的 。 得 到 (难道 你 不 为 在 5.2 节 学 过 因 式 
分 解 而 感到 高 兴 吗 ? ) 


Bn=X -Vo 
EH 
_ 允 + 一 2xz VC 
i 
_ -yay 
"2 
五 2 
-这 
因此 
BB Ca 
EE 2x 2x, 2x, 2 
因为 这 个 比例 是 正 的 ， 所 以 前 面 的 夹 逼 原理 保证 了 E, -0。 
至 此 ， 我 们 完成 了 解 题 , 证 明了 x, 一 Va 。 中 


上 面 的 例子 中 最 困难 的 部 分 ， 是 猜 出 数列 的 极限 就 是 Vz 。 那 假使 我 们 运气 没 那 
么 好 ， 不 能 画 出 那么 好 的 图 像 ， 该 怎么 办 呢 ? 当 数 列 由 递归 方法 给 出 时 ， 存 在 一 种 很 
简单 但 是 很 有 用 的 处 理 方法 。 让 我 们 把 它 应 用 到 上 述 的 例子 中 。 如 果 闷 一 工 ， 那 么 
对 于 足够 大 的 m， 鸭 和 xu 都 足够 地 靠近 工 。 因 此 当 n 趋 于 正 无 穷 时 ， 等 式 
on 二 (十 C1x,)/12 变 成 

a 
L= (£2)e, 


通过 简单 的 代数 运算 便 可 以 得 到 工 = VC 。 这 个 极限 解决 工具 没有 证 明 极限 是 否 存 在 ， 
但 是 当 极限 存在 时 ， 它 确实 告诉 我 们 如 何 计算 数列 极限 。 
例 9.2.3 (Putnam 1990) V2 是 形 和 如 n 一 m(m,n =0,1,2,3…) 的 数列 的 极限 吗 ? 


解答 你 的 直观 感觉 可 能 是 “是 "。 因 为 对 于 “足够 大 的 整数 ， 立 方 根 之 间 将 变 
得 更 加 接近 ， 所 以 可 以 逼近 任意 数 "。 下 面 的 方法 是 上 述 思 想 的 严格 化 : 
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(1) 首先 指出 。3n+1-3n = Or23) 。 

(2) 问题 的 关键 是 要 说 明 : 当 普 足够 大 时 ，O0r2?) 可 以 任意 的 小 。 所 以 现在 我 
们 通过 立方 根 的 差 来 逼近 一 个 特定 的 数字 ， 比 方 说 。 如 果 只 是 想 适度 地 逼近 ， 可 以 
看 以 下 的 数列 
它 从 3 < 开始 ， 接 下 来 的 那些 数 之 间 的 距离 都 不 会 超过 328 -3 。 如 果 需 要 更 加 精 
确 地 逼近 ， 可 以 像 以 前 一 样 从 3 开始 ， 但 却 由 0” 37 的 差 来 表示 ， 从 而 得 到 一 个 
更 加 精确 的 逼近 数列 

3， 角 001-7， 泊 002 一 7,… 
(3) 将 上 述 表述 严格 化 大 众 化 〈 不 只 是 对 于 成 立 ) ， 你 就 可 以 得 到 结论 。 


连续 性 
通俗 地 说 ， 一 个 函数 连续 ， 是 指 这 个 函数 的 图 像 能 够 一 笔画 出 。 在 很 多 等 价 的 正 
式 的 定义 中 ， 下 面 这 种 定义 最 容易 直接 应 用 。 


令 /: DR， 并 且 ae D 。 称 函数 /在 a 处 是 连续 的 ， 如 果 对 于 D 中 的 任意 收 钱 
到 a 的 数列 都 有 lim f(x,)=/(@) 。 


称 函数 在 D 内 是 连续 的 ， 如 果 f 在 D 内 任意 点 都 是 连续 的 。 

连续 性 是 可 以 默认 的 基本 条 件 。 这 是 因为 你 所 直到 的 每 个 基本 函数 都 是 连续 的 ” 
(并 且 其 他 大 部 分 函数 都 可 以 由 一 个 简单 函数 表示 出 来 )。 例 如 ， 如 下 的 所 有 基本 函 
数 在 其 定义 域内 的 所 有 点 都 是 连续 的 〈 以 及 它们 的 有 限 组 合 常数 函数 ， 多 项 式 函 数 ， 
有 理 函 数 ， 三 角 函 数 ， 反 三 角 函 数 ， 指 数 函 数 ， 对 数 函 数 ) 。 

所 以 我 们 只 需 关注 连续 函数 的 一 些 基 本 的 性 质 。 例 如 下 面 两 个 非常 重要 的 性 质 ， 


介 值 定理 如果/ 是 闭 区 间 [a，b] 上 的 连续 函数 ， 则 f 能 取 到 f(@) 和 f(b) 之 闻 的 所 
有 值 。 换 句 话说， 如 果 ? 在 f(o) 和 f(b) 之 间 ， 那 么 存在 一 个 x 在 [a，b] 之 内 ， 使 得 f(x) 
=y。 

极 值 定理 如果/ 是 闭 区 间 [a, 6] 上 的 连续 函数 ， 那 么 了 在 这 个 区 间 上 能 取 到 最 大 
值 和 最 小 值 。 换 句 话说 ， 存 在 4，vE [6,6]， 对 于 所 有 xe[a,b] ， 有 f(w)<f(x) 及 
f VP/ (x) 。 


@ 最 显著 的 两 个 例外 就 是 函数 |x| 和 [x]。 


例 8 息 科 角 是 : 效 池 充 客 次 关 宝 典 


极 值 定理 看 似 没有 什么 内 容 , 但 是 请 仔细 观察 它 的 条 件 。 如 果 定 义 域 不 是 闲 区 间 ， 
那么 结论 就 不 成 立 。 例 如 f(x): = lx 在 区 间 (0，5) 上 连续 ， 但 是 它 在 这 个 区 间 上 弃 不 能 
达到 最 大 值 也 不 能 达到 最 小 值 。 


另 一 方面 ， 介 值 定理 看 似 更 加 显然 (参见 题 9.2.22 中 关于 其 证 明 的 提示 )， 但 它 
有 着 很 多 立竿见影 的 应 用 。 下 面 就 是 一 个 简单 的 例子 。 定义 一 个 新 函数 的 这 一 关键 步 
骤 是 解决 此 类 型 问题 的 典型 战术 。 


例 9.2.4 令 f[0，1] 一 [0，!] 是 连续 函数 ， 证 明 7 在 区 间 上 有 一 个 不 动 点 〈 即 存 
在 x 在 [0，1] 内 使 得 f(x) =x)。 

解答 令 g(x): =_ftx) -x。 注意 到 8 是 连续 的 (因为 它 是 两 个 连续 函数 的 差 )， 且 
8(0)= f(0)>1， 8G)= GD-1<0 。 由 介 值 定理 知 ， 存在 we [0，1] 使 得 g(x) = 0， 即 
flu) = ze [ 


一 致 连续 性 


闲 区 间 〈 即 定义 域 ) 上 的 连续 函数 有 另 一 个 很 重要 的 性 质 。 一 致 连续 性 。 通 俗 地 
说 ， 这 意味 着 函数 图 像 在 整个 定义 域 上 的 摆动 幅度 是 一 致 的 。 严 格 地 说 。 


一 个 函数 4-?B 在 4 上 是 一 臻 连续 的 ， 如 果 对 于 任意 E> 0, 存在 6> 0， 使 得 如 果 
q， 卫 属于 4， 并 且 满足 la- 吕 < 5 ， 则 Ko) 一 Kb ee。 


这 个 定理 的 重要 之 处 在 于 5 的 值 仅仅 和 有关， 而 与 的 取 值 没有 关系 。 对 于 任 
意 的 正 数 =。， 存 在 一 个 5， 它 在 整个 定义 域 中 都 有 意义 。 由 于 证 明 闭 区 间 上 的 任意 连 
续 函 数 是 一 致 连续 的 比较 困难 , 所 以 在 初级 的 微 积分 课本 中 是 不 介绍 一 致 连续 性 这 个 
概念 的 。 再 加 上 这 个 概念 十 分 有 用 ， 我 们 在 此 处 只 要 承认 并 记 住 它 即 可 。。 

例 9.2.5 函数 f(x)= 必 在 区 间 [-3, 3] 上 一 致 连续 。 只 要 | -| < 5 ， 就 可 以 确保 
jn)-yGo)| < 65。 这 是 很 容易 证 明 的 。 对 于 任意 ,元 属于 [-3，3]，|+ 亏 | 的 最 大 
可 能 取 值 是 6, 故 |fG%) 一 了 (x =|s + 加 | 一 区 |s6lx -六 | 。 所 以 为 了 确保 函数 值 在 < 
内 ， 只 要 让 自 变量 x 的 差 不 超 过 ax6 即 可 。 


例 9.2.6 函数 /x) = yx 在 区 间 (0, + op) 上 不 是 一 致 连续 的 。 函 数 在 0 附近 的 取 值 
变化 得 很 快 。 给 定 一 个 e， 当 自 变量 x 充分 壮 近 0 时 ， 没 有 一 个 吡 起 到 上 一 个 例子 中 
的 作用 。 注 意 到 在 任何 一 个 闭 区 间 上 ， 流 数 是 一 致 连 续 的 。 例 如 ， 如 果 把 定义 域 限制 


@ 详情 可 参阅 文献 [1]~[11]。 
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在 区 间 [2,1 000] 上 ， 那 么 相应 于 2 的 4 洱 该 是 取 全 4e。 换 言 之 ， 为 了 确保 函数 值 的 变动 
不 超过 e， 只 需要 自 变 量 的 变动 不 超过 全 4e。 


一 致 连续 性 正 是 完成 微 积分 基本 定理 证 明 所 需 的 工具 。 
例 9.2.7 证 明 


其 中 ED) 是 例 9.1.1 图 中 的 阴影 部 分 面积 。 


解答 ”因为 /定义 在 闭 区 间 [a, b] 上 , 并 且 是 连续 的 , 所 以 它 是 一 致 连续 的 。 取 e> 

0。 根据 一 致 连续 性 ， 存 在 一 个 足够 小 的 Af， 使 得 无 论 + 取 何 值 ， f(D 和 (t+ AD 的 偏差 
不 超过 E。 也 就 是 说 

[flt+AD -fl<e, 
因此 面积 偏差 最 大 也 不 会 超过 eAt， 因 此 有 

[EWA < eAt/At = E。 
换言之 ， 不 论 e 取得 如 何 小 ， 我 们 可 以 选择 一 个 足够 小 的 At 使 得 ECD/Ar 小 于 a。 因此 
上 述 极限 为 0。 从 而 微 积 分 基本 定理 得 证 。 站 


正如 刚才 所 见 到 的 ， 一 致 连续 性 是 一 种 非常 强大 的 技术 型 工具 。 但 是 要 记 住 ， 上 
述 证 明 微 积分 基本 定理 的 关键 ， 是 画 一 个 活动 帷幕。 这 个 图 像 很 容易 记 住 ， 并 且 可 以 
给 出 一 种 直观 但 缺乏 技术 性 细节 的 “证 明 ”。 诚 然 ， 细 节 是 重要 的 ， 但 是 图 像 一 一 至 
少 是 图 像 背 后 的 思想 一 一 也 是 很 基础 的 。 


问题 和 练习 


本 章 中 的 问题 是 本 书 中 最 富 挑战 性 的 ， 因 为 “ 微 积分 ”是 一 个 庞大 的 开放 式 的 主 
题 ， 它 常常 会 涉及 高 等 数学 的 概念 。 我 们 强烈 推荐 你 仔细 阅读 参考 文献 中 提 及 的 一 些 
微 积 分 教材 ， 从 而 补充 知识 。 

题 9.2.8 Amie 和 Betty 玩 拼 字 游戏 。Arie 从 开始 游戏 时 便 记录 他 所 赢得 的 局 数 。 他 告诉 
他 的 朋友 Carla:“ 几 天 前 我 的 胜率 小 于 p%， 但 今天 的 却 大 于 p%。”Carla 说 :“ 我 能 证 明 在 过 
去 的 某 个 时 间 ， 你 的 胜率 恰好 是 p%。” 假 设 Carla 的 断言 正确 ， 你 能 得 到 p 的 鄂 些 性 质 ? ( 受 
一 个 2004 年 Putnam 问题 所 启发 ) 

题 9.2.9 定义 序列 (qx) 为 a =1 且 a, =1+1/a,-, ， 对 于 任意 这 1。 请 讨论 该 序列 的 收敛 性 。 


题 9.2.10 假设 序列 (a,) 和 (a,15,) 都 收敛 。 请 讨论 序列 (b,) 的 收敛 性 。 
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题 9.2.11 理解 
2+ V2+ V2+ Vt. 
的 含义 。 


题 9.2.12 固定 a>1， 考虑 序列 (x,)n>0 ， 它 定义 为 为 > VC 且 


n=, 0,12,.…。 
+ 


这 个 序列 是 否 收 敏 ? 如 果 是 ， 收 合 到 什么 ? 将 此 问题 与 例 9.2.2 关联 在 一 起 。 
题 9.2.13 令 (4) 为 一 个 (可 能 无 限 的 ) 正 整数 序列 。 一 个 类 似 
ot 1 i 
a+ 一 一 一 
m+ I 
+ 
的 式 子 称 为 一 个 连 分 式 ， 并 且 有 了 时 用 [ao,a,,0,…] 来 表示 。 
(a) 给 出 [aaa,] 的 一 种 严格 理解 。 
(b) 计算 [1, 1, 1,…]。 
《c) 计算 [1, 2, 1, 2,…]。 
(qd) 求 正 整数 列 (4, ) 使 得 V2 =[ao,a1,a,,…] 。 存 在 多 于 一 个 这 样 的 序列 吗 ? 


人 e) 证 明 不 存在 一 个 (a,) 的 置 复 序列 使 得 = fm, ao] 。 
题 9.2.14 仔细 证 明 所 有 单调 有 界 序列 必 收敛 。 


题 9.2.15 筒 密集 。 一 个 实数 集 的 子 集 5 称 为 稠密 的 ， 如 果 给 定 任意 实数 x， 存在 5 中 的 
与 x 任意 接近 的 元 素 。 例 如 ，Q 是 稠密 的 ， 因 为 任何 实数 能 用 分 式 给 出 任意 好 地 近似 值 (查看 
十 进 制 近似 值 )。 下 面 是 一 个 正式 的 定义 。 

一 个 实数 全 8 是 桐 密 的 ， 如 果 给 定 任意 xe 恨 及 E<0， 存在 se5 使 得 |s 一 |< 。 


更 一 般 地 ， 称 5 在 了 中 稠密 ， 如 果 任意 te 7 能 被 5 的 元 素 任意 好 地 估计 近似 值 。 例 如 ， 
正 真 分 数 集 在 单位 区 间 [0, 1] 中 稠密 。 

(a) 注意 “5 在 了 中 稠密 ”等 价 于 : 对 于 每 个 +e 7 ， 存 在 5 中 元 素 的 一 个 无 穷 列 (5S,) 使 
得 ma， 

(b) 证 明 束 系数 二 次 方程 的 实数 零点 集 是 稠密 的 。 

人) 令 卫 为 二 进 分 式 ， 它 的 分 母 是 2 的 等 次 〈 一 些 例子 是 12，5/8，1 037/256)。 证 明 DD 称 
密 。 

(四 令 8 为 [0, J 中 十 进 制 表示 不 包含 3 的 实数 的 集合 。 证 明 5 在 [0，1] 中 不 稳 密 。 


题 9.2.16 定义 (x)=x--|x]。 换 盲 之，(x) 是 x 的 “小 数 部 分 ”例如 ，(n) = 0.141 59.…。 
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令 
a=0,123 456 789 101 112 131 415.…, 
也 即 a 是 通过 在 小 数 点 后 依次 写 出 正 整 数 得 到 的 。 证 明 集合 
{(a),(104),(107a),...} 

在 [0, 1] 中 稠密 〈 见 问题 9.2.15 中 “稠密 ”的 定义 ) 。 

题 9.2.17 令 C 为 无 理 数 。 

(a) 证 明 序列 

(0), (20), (30), 

包含 一 个 收敛 于 0 的 子 列 。 提 示 : 首先 使 用 伪 敌 原理 ， 证 明 在 序列 中 能 找 出 任意 接近 的 两 点 。 


了 b) 证 明 集合 
{(0), (0), Gao， 人 

在 [0, 0 中 稠密 。( 见 问题 9.2.15 中 “ 称 密 ”的 定义 和 问题 9.2.16 中 《xX) 的 定义 。) 

题 9.2.18 考虑 一 个 半径 为 3、 图 心 在 原点 的 图 。 点 4 和 8B 坐标 分 别 为 (2，0) 和 (-2，0)。 
如 果 飞 镖 向 圆 飞 去 ， 并 假设 在 男 上 的 落 点 服从 均匀 分 布 ， 那 么 下 面 两 个 事件 的 概率 显然 相同 : 

。 飞镖 较 了 更 靠近 4。 

。 飞镖 较 4 更 靠近 B。 

称 这 两 点 被 “恰当 放置 "。 在 轿 上 是 否 可 能 存在 C 点 ， 使 得 4，B，C 两 两 被 恰当 放置 ? 

题 9.2.19 定义 序列 (a,) 如 下 :ao =0 且 a = 一 0; ,对 于 n>1。 讨论 这 个 序列 的 收敛 
性 〈 它 依赖 于 初 值 2) 。 

题 9.2.20 ”在 一 张 纸 上 画 两 个 不 相交 的 贺 , 证 明 可 以 作 一 条 直线 平分 每 一 个 圈 , 这 很 简单 。 
接着 考虑 如 下 情形 ， 

(a) 如 果 用 任意 两 个 不 相交 的 矩形 代替 圆 会 如 何 ? 

(b) 如 果 用 任意 两 个 不 相交 的 凸 多 边 形 代 赫 贺 会 如 何 ? 


(ce) 如 果 用 任意 两 个 不 相交 的 可 能 不 是 凸 的 “ 阿 米 巴 原虫 ”( 边 界 不 规则 的 平面 图 形 ) 代替 
图 会 如 何 ? 


题 9.2.21 (Putnam 1995) 计算 

A 

I 

并 用 (a+6bVe)/q 的 形式 来 表示 解 ， 其 中 a,，b，c，d 是 整数 。 


题 9.2.22 下面 这 段 叙述 应 该 能 提供 一 种 严格 证 明 中 值 定理 的 新 策略 〈“ 二 分 法 ")。 考 虚 
如 下 具体 问题 使 用 没有 开 方 功能 的 计算 器 尝试 求 2 的 平方 根 。 因 为 1 = 1 和 2 =4， 我们 知 


伍 8 怎样 解 题 : 站 学 竞赛 攻关 宝典 


道 V2 如 果 存 在 一 定 介 于 1 和 2 之 间 。 因此 猎 是 1.5。 但 1.5* > 2。 因 此 这 个 神秘 的 数 应 该 介 于 1 
和 1.5 之 间 。 我 们 猜 它 等 于 1.25， 事 实证 明 这 个 数 太 小 。 因此 近来 尝试 了 (1.25+15) ， 以 此 


类 推 。 由 此 我 们 构造 了 一 个 连续 估计 序列 ， 它 的 各 项 交替 地 高 估 了 或 低估 了 V7 ， 但 每 次 的 估 
计 变 得 越 来 越 精确 。 


题 9.2.23 〈 列 宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 1991) 令 /连续 单调 递增 , 并 且 f(0) = 0， /(D=1。 


证 明 
他- 介 一 和: 


他 2 1+.+ 广 f 9 <99 
六 的 全 + 六 (二 < 
题 9.2.24 (列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 1988) 令 /:R - R 连续 ， 且 对 于 所 有 xe 民有 
TCD TCWCDO)=1。 设 XI 000) =999， 求 /(500)。 


题 9.2.25 令 7:[0 1 一 及 连续 ， 并 且 假设 /oO) =f(1)。 证 明 存 在 xe [0.1 998/1 999] 满足 
Jo =f(x + 11999)。 


题 9.2.26 证 明 V+I- =OCVD) 。 
题 9.2.27 补充 例 9.2.3 的 细节 。 


题 9.2.28 请 利用 问题 9.2.17， 通 过 证 明 集合 
{Vn ~ Ym:n, m=0, 1, 2 
稠密 ， 给 出 9.2.3 的 另 一 种 解法 。 


题 9.2.29 (Putmam 1992) 对 于 任何 实数 对 (x，)， 定 义 序列 (a,(x, y))n>0 如 下 ; 
ao(X,y) =x, 
2 
obey = Et 
求 如 下 区 域 的 面积 
{(%, 力 | (a,(x,)),wo 收 伊 } 。 
题 9.2.30 令 (x,) 为 满足 
lim(x, -x,1)=0 
的 序列 ， 证 明 
lm 了 =0。 


同志 
题 9.2.31 。 (Putnam 1970) 给 定 一 个 序列 (x,) 使 得 lim(x, -x,,)=0。 证 明 


lim 罗 二 为- -0 


mt 
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数 项 无 穷 级 数 
(an) 是 一 个 实数 列 ， 如 果 部 分 和 序列 (s, ) 的 极限 存在 (其 中 sa )， 将 此 极限 定义 为 
kl 


无 穷 级 数 六 as 。 下 面 的 问题 9.2.32~9.2.38 与 常数 项 的 无 穷 级 数 有 关 。( 你 可 以 重新 阅读 第 五 章 


ti 


中 关于 无 穷 级 数 的 内 容 ， 特 别 是 例 5.3.4。) 
题 9.2.32 严格 证 明 ， 如 果 几 < 1， 则 


atartar’+ar +.…=—— 。 
1 一 r 


题 9.2.33 Ta 为 收敛 的 无 穷 级 数 ， 即 它 的 部 分 和 收 鳅 。 证 明 


Le 


(a) lima,=0。 


&) limDa =0. 
各 


题 9.2.34 (Putnam 1994) 令 (a,) 为 正 实 数 序列 ,使 得 对 于 所 有 mas<as, + as 。 证 明 完 a， 


发 散 。 
题 9.2.35 令 (a,) 为 符号 交错 的 序列 ， 并 且 各 项 的 绝对 值 单调 递减 到 0。( 例 如 ，1，-1/2， 


+13，-14…) 证 明 立 au 收敛 。 


ml 
题 9.2.36 假设 a, >0 对 于 所 有 "成立, 并且 半 a, 发散。 证 明 对 于 不 同 的 (a) ， Ei 
m0 n=O nm 
有 既 可 能 收 剑 也 可 能 发 散 。 
题 9.2.37” 求 和 与 来 积 。 设 对 于 所 有 n，a, >0 。 证 明和 式 叶 a, 收 伍 当 旦 仅 当 乘积 
= 人 


IIa+ ax 收敛 。 


"=0 


题 9.2.38 令 (ab 为 题 9.2.35 中 所 用 到 的 序列 ， 在 该 问题 中 我 们 已 证 明 To, 收敛 。 但 与 此 
气 


同时 ， 请 注意 于 |a, | 是 发 散 的 (毕竟 这 是 调和 级 数 )。 利 用 这 两 个 事实 来 证 明 : 给 定 任意 实数 


Ee 


x， 可 以 通过 重 排 (an) 中 的 各 项 , 来 得 到 一 个 新 的 收 化 于 x 的 级 数 ,“ 罩 排 ” 意味 着 重新 排列 顺序 。 
例如 ， 一 种 重 排 可 能 是 下 面 的 级 数 
二 1 1 


rn 


19 100 111 
题 9.2.39 你 能 改进 在 例 9.2.1 中 求 出 的 界 吗 ? 


倒 2 怎 杆 解 题 ， 数 过 充实 攻关 宝典 


9.3 导数 和 积分 


近似 和 曲线 的 描绘 

读者 肯定 已 经 知道 了 函数 f(x) 的 导数 “(x) 可 以 有 如 下 两 种 理解 : 第 一 , /关于 x 
的 动态 变化 率 , 第 二 ， 其 几何 定义 为 函数 f(x) 在 点 (x，ftx)) 的 切线 斜率 。 

变化 率 这 个 定义 对 于 研究 函数 如 何 增长 是 极其 重要 的 。f 的 二 阶 导数 “(x) 提 供 了 


更 多 精确 的 信息 ， 它 表示 导 函 数 “(x) 的 变化 率 。 很 多 时 候 只 需 简 单 分 析 f (x) 和 /02) 
就 可 以 解决 比较 复杂 的 问题 。 


例 9.3.1 在 例 2.2.7 中 ， 曾 考察 了 不 等 式 p(x)>p'(x)， 其 中 pp 是 多 项 式 函 数 。 注 
意 到 我 们 将 原 问 题 化 简 成 了 以 下 的 问题 : 

证 明 p(x) 是 一 个 系数 为 正 的 最 高 阶 为 偶数 的 多 项 式 ， 并 且 对 任意 实数 x ，p(x) 
-P(X)>0， 从 而 对 任意 的 实数 x 有 P(xz)>>0。 


解答 ”由 假设 “p(x) 的 最 高 项 次 数 是 侦 数 ， 并 且 最 高 项 系数 是 正 数 ” 可 得 : 
im p(x)= lim p(x)=+%， 
从 而 p00) 的 最 小 值 一 定 是 有 限 的 数 ( 因 为 p 为 多 项 式 ， 它 只 会 “放大 ”x 一 + ), 现 
在 让 我 们 用 反 让 法 来 解答 , 假设 px) 在 a 点 达到 最 小 值 , 并且 p(a) <0。 由 函数 取 到 最 
小 值 的 二 阶 条 件 可 得 P"(a)>0。 但 是 Fa)>P"(a)， 这 与 P(a) <0 了 矛盾 。 


下 面 是 另 一 个 关于 多 项 式 导数 的 例子 : 


例 9.3.2 (英国 1995) 令 a， b,c 为 满足 下 面条 件 的 实数 : a<b<c ，a+5+c 
=6 且 ab+bc+ca=9。 证 明 0<a<l<b<3<c<4。 


解答 ”由 于 条 件 是 a+b+c 和 ab+ bc +ca, 这 提醒 我 们 考虑 零点 为 a, 8， c 的 首 
一 多 项 式 P， 从 而 根据 多 项 式 零点 和 系数 的 关系 便 有 
POD = 如-62+9xr 一 大 
其 中 X= abc。 故 必须 找 出 多 项 式 P(x) 的 零点 。 不 难 知 道 ，P(x) 的 图 像 一 定 有 类 似 下 图 
的 形状 : 
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我 们 之 所 以 没有 画 出 y 轴 ， 是 因为 a,，b，c 的 符号 尚未 确定 ， 从 而 多 项 式 系数 的 
符号 也 尚未 确定 。 但 是 能 确定 ， 当 x 足够 大 时 函数 将 是 正和 的 ， 当 x 足够 小 时 函数 将 是 
负 的 。 由 于 三 个 零点 之 间 满 足 关系 < < c， 所 以 PX) 在 a, 5 之 间 应 该 取 正 值 , 而 在 
5，c 之 间 应 该 取 负 值 。 同 时 PCo 在 (o, 已 中 的 某 个 x 点 处 达到 极 大 值 ， 在 (bp，c) 中 的 某 
个 v 点 处 达到 极 小 值 。 


可 以 通过 对 P(x) 求 一 阶 导数 ， 得 到 4 和 v 的 值 。 
PO)=37—12x+9=30—1)(x-3) 
因此 w=1, v=3。 同 时 有 f(1)>0, f(3)<0, 所 以 a<1<b<3<c。 


下 面 只 需 证 明 另 外 两 个 不 等 式 a > 0 和 c<4。 为 此 只 要 证 明 P(0) <0,，P(4) > 0。 
而 为 了 得 到 这 两 个 不 等 式 ,我 们 只 需 进一步 考察 更 多 关于 参数 上 未 知 的 特性 .因为 P(1) 
=4-k>0，P(3)= -<0, 所 以 0<k<4。 因 此 得 到 P(0)= 一 k<0, P(4)=4-k>0。 证 
毕 。 

切线 斜率 这 个 概念 是 由 导数 正式 定义 衍生 得 到 的 。 下 面 的 这 个 定义 是 你 在 微 积分 
课程 里 所 学 的 基础 知识 之 一 : 

yf OAD) lm/ et f(a) 
fOr 国人 
其 中 分 式 计算 的 是 曲线 割 线 的 斜率 。 这 个 定义 得 到 了 导数 的 一 个 很 有 用 但 不 是 很 出 名 
的 应 用 :函数 的 切线 近似 。 例 如 ,假设 (3)=2 且 f “3)=4， 则 
n+ 月 -7G) -4 
0 h 


因此 当 的 绝对 值 足 够 小 时 ，(f(3 + 及 (3)Yh 将 会 接近 4， 因 此 
/B+ = f(3)+4h=2+4h。 
也 就 是 说 ， 函 数 1( 有 ) 二 2+44 在 如 下 意义 下 是 f(3 + 月 的 最 佳 线性 估计 : 它 是 满足 
G+ 月 -1 内 -0 


ln 节 
hr0 hn 


和 怎 村 解 是 姑 学 充 宕 攻关 宝典 


唯一 的 线性 函数 Kh)。 换 言 之 ，/( 有 ) 是 在 h =0 处 与 (3 + 加 和 ‘(3+ 有) 一 致 的 唯一 线 
性 函数 。 

在 一 般 情 况 下 ， 尤 其 是 与 其 他 几何 信息 【例如 凸 性 ) 结合 时 ， 用 切线 近似 f(a) + 
hf “(a) 来 分 析 .fla + 月 这 种 方法 非常 有 效 。 

例 9.3.3 证 明 伯 努 利 不 等 式 ， 

{1+x) 21+axr 

在 x>-1 和 a>1 时 成 立 。 在 x=0 时 取 等 号 。 

解答 ”对 于 整数 a， 这 能 利用 数学 归纳 法 得 到 证 明 ， 并 且 事实 上 ， 这 就 是 问题 
2.3.33。 但 数学 归纳 法 并 不 对 任意 实数 a 成 立 。 取 而 代 之 ， 定 义 f(4) 一 ze 。 注 意 到 
GD = az“ 且 GaoD=ala-Duc。 于 是 只 要 zx>0， 便 有 f(D)=1,f (1D)=a 且 f "(uw)> 
0 (当然 假设 a>1 )。 因 此 对 于 所 有 xz>0 ，y = f(tw) 的 图 像 凹 ， 如 下 图 所 示 ， 
y=f(x) 


0.5 1 1.5 2 
因此 ， 对 于 所 有 zx>0 , y =f(w) 的 图 像 都 在 它 的 切线 上 方 。 另 一 种 叙述 方法 (进行 
X= x1 的 替换 ) 是 : 除了 在 x =0 了 时 取 等 号 [对 应 图 中 点 (1,1)]，ft1 + 办 恒 严格 大 于 它 
的 线性 估计 1 + ax。 我 们 已 经 建立 了 伯 努 利 不 等 式 。" 


中 值 定理 


微 积分 初学 者 通常 会 遇 到 的 一 个 困难 是 ; 什么 时 候 该 严格 证 明 , 什么 时 候 能 用 “ 直 
觉 上 显然 ”来 假设 。 这 不 是 容易 的 问题 ， 因 为 很 多 最 简单 、 最 “显然 ”的 命题 都 要 用 


@ 有 经 验 的 读者 可 能 会 提出 反对 ， 当 a 为 无 理 数 时 ， 我 们 首先 需要 伯 努 利 不 等 式 或 类 似 的 ) 来 计 
算 /= ou” 。 这 不 正确 ， 例 如 ， 见 文献 [29], 第 229 一 231 页 灵巧 的 处 理 。 它 出 人 意料 地 使 用 
复数 几何 的 方式 。 
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到 关于 实数 与 可 微 函 数 的 性 质 ， 这 些 性 质 很 深刻 且 很 难 证 明 。。 这 本 书 并 不 是 实 分 析 
教材 ， 也 不 会 尝试 证 明 所 有 这 些 命题 。 但 我 们 将 跳跃 地 证 明 一 个 重要 的 理论 工具 ， 它 
人 允许 你 更 严格 地 思考 许多 与 微分 有 关 的 问题 。 


下 面 首先 叙述 Rolle 定理 。 它 当然 应 该 属于 “直觉 上 显然 ”的 范畴 。 
如 果 7o 在 [a, 如 上 连续 ， 在 (a, 刀 内 可 微 ， 且 Ja) = Kb)， 则 存在 一 点 we (qb) 使 得 
f ‘(WW =0. 


通过 作 图 ， 便 能 得 到 它 的 “证 明 ”。 从 图 中 可 知 : 在 a 和 4b 间 将 会 存在 局 部 最 大 
值 和 最 小 值 ， 而 函数 在 这 些 点 处 的 导数 等 于 0。 


Rolle 定理 有 一 个 很 重要 的 推广 


中 值 定理 : 


如 果 f() 在 [a, 切 上 连续 ， 在 (a.) 内 可 微 ， 则 存在 一 点 ue (a, 使得 
/WL 8/8. 


用 几何 术语 来 说 ， 中 值 定理 断言 ， 存 在 xe 人 ， 使 得 了 在 (w，f(w)) 处 切线 平行 于 连 
结 (a, f(a)) 和 (b，f(5)) 的 割 线 。 并 且 证 明 归 结 为 一 名 话 : 
将 Rolle 定理 的 图 倾斜 1 


ib) 
-bj 和 
ff 和 


a i b 
中 值 定理 将 函数 的 “全 局 ”性 质 (在 区 间 [a, 如 上 的 平均 变化 率 ) 和 “局 部 ”性 质 
(在 特定 点 处 的 导数 值 ) 结合 , 因此 它 比 初 看 上 去 更 深入 、 更 有 用 。 下 面 是 一 个 例子 。 


@ 一 个 函数 / 称 为 在 开 区 间 (a, 8) 内 可 微 , 如 果 六 (9) 对 于 所 有 xe (a,b) 存在 。 我 们 不 扯 心 在 端点 a 和 
45 处 的 可 微 性 ， 极 限 在 这 些 地 方 应 该 如 何 定义 ， 这 是 个 技术 性 问题 。 


全 6 生计 解 是 :数学 竞赛 牙关 宝典 


例 9.3.4 假设 /在 (--,=) 可 微 , 且 存 在 常数 上 < 1, 对 于 所 有 实数 x 使 得 |P(zj|<t 。 
证 明 / 有 一 个 不 动 点 。 


解答 由 例 9.2.4 知 , 不 动 点 x 是 满足 f(x) =x 的 点 。 因 此 必须 证 明 y=fC) 和 y=x 
的 图 像 有 交点 。 不 失 一 般 性 地 ,假设 f(0) = "> 0， 如 下 图 所 示 ， 


y= 有 i) (想象 中 的 ) 


y=x 


y = fi0( 实 际 的 ) 


上 图 给 了 我 们 一 个 大 致 思路 。 因 为 导数 绝对 值 的 最 大 值 为 x， 并且 k < 1， 故 了 = 
ftW 在 》 轴 右边 部 分 的 图 像 会 被 虚线 “ 锥 形 ”所 限制 ， 并 最 终 与 y=x 的 图 像 相交 。 中 
值 定理 给 出 了 令 人 满意 的 证 明 。 假设 对 于 所 有 x>0, 了 (x) 二 x 。 则 根据 中 值 定理 ， 必 


有 Jo >x。 取 b>0。 根 据 中 值 定理 ， 存 在 we(0, b) 使 得 


/OW-fO0 _ fOr 
Jo0= 盖 1 四 


因为 (8)>b, 故 

/> =1-Y, 
又 由 于 5 可 以 取得 任意 大 ,f “(w) 的 最 小 值 可 以 任意 地 接近 于 1。 但 这 与 |f (2)|<k<1 矛 
盾 。 因 此 得 到 : 对 于 某 些 x>0，/f(x) 必 须 等 于 x。 


如 果 .f(0) < 0， 论 证 方法 与 上 面 类 似 〈 在 》 轴 左边 画 “ 锥 形 "， 以 此 类 推 )。 加 


在 上 述 证 明 中 ， 由 于 中 值 定理 限制 了 导数 取 值 ， 我 们 最 终 如 愿 得 到 了 了 矛盾 。 中 值 
定理 起 到 了 令 人 满意 的 作用 。 


下 面 是 一 个 款 手 的 问题 ， 它 需要 无 穷 多 次 地 应 用 Rolle 定理 。 
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例 9.3.5 (Pumam 1992) 令 f 为 定义 在 实数 上 的 无 穷 阶 可 微 实 值 函 数 。 若 
LS 
/tr bs 


计算 导数 /2 (0)， 上 =123… 的 值 (记号 /表示 7 了 的 上 阶 导 函 数 )。 
部 分 解 ” 刚 接触 这 个 问题 时 你 可 能 会 猜测 : 若 令 n= 1x， 便 能 得 到 


对 于 所 有 x。 但 问题 在 于 : 它 只 对 使 1/x 成 为 整数 的 那些 x 成 立 ! 我 们 根本 不 知道 f(x) 
除 x=1, 1/2, 13… 以 外 点 处 的 表现 。 


然而 ， 序 列 1，1/2，1/3，… 的 极限 是 0， 并 且 我 们 也 只 需要 考察 f(x) 在 x = 0 处 
的 表现 。 因 此 解 题 策略 很 清楚 : 通过 “异想天开 ”方法 我 们 得 知 ， 在 x=0 处 ,f(x) 和 
它 的 导数 与 函数 w(x) 二 1/(x? +D 有 着 相同 的 表现 。 


换 句 话说 我 们 只 需 证 明 函 数 
vx) = f(7) ~ wx) 
满足 
VO) =0, k=1,2,3, 


这 并 不 难 完成 。 因 为 x)“ 几乎 ”等 于 0, 而 在 接近 0 时 ,等 式 右边 比 x 更 靠近 0。 更 


精确 地 ， 有 
se . 


因为 vx) 连续 ， 故 v(0) = 0。 这 是 因为 ; 令 


则 limx, =0 且 
limv(x,) =lim0=0, 
利用 连续 性 的 定义 便 可 得 v(0) = 0。 


现在 已 经 完成 了 证 明 ! 请 注意 : 利用 Rolle 定理 ， 可 以 得 到 一 些 信息 ， 例 如 导数 
在 zx"0 时 的 表现 等 。” 


@ 例 94.3 提供 了 计算 VC + 1) 在 0 点 导数 的 一 种 简洁 的 方法 。 


合 B 入 桩 解 征 ， 数 手 充 寄 攻关 宝典 
一 个 有 用 的 工具 


我 们 将 用 下 面 这 两 个 例子 来 结束 本 节 关 于 微分 的 讨论 。 例 中 辣 明 的 有 用 的 观点 受 
到 了 对 数 求 导 的 启发 。 


例 9.3.6 对 数 求 导 ， 令 /CD =TT(x+ 昌 。 求 /《D。 
k=0 


解答 ”对 一 个 乘积 求 导 并 不 难 ， 但 下 面 这 种 方法 通过 求 对 数 ， 将 乘积 化 为 和 式 ， 
从 而 求解 过 程 显得 更 为 简洁 。 有 
le(f (00) =1lgx+lg(x+l)+.…+lg(x+n) , 


通过 求 导 得 到 
ZOL l,l 
f(x) x x+l 十 于 
于 是 有 
AD= spe, 
SO=0+D (tit + 二 图 


对 数 求 导 不 仅 可 以 用 来 计算 导数 ， 它 也 是 一 个 更 宽广 的 解 题 思路 中 的 一 部 分 : 记 住 一 
些 常用 复合 函数 的 导数 ， 并 确保 在 遇 到 时 便 能 想起 它们 的 原 函 数 。 例 如 ， 如 果 某 问题 
直接 或 间接 地 包含 / “00/7(x)， 则 利用 反 求 导 就 能 得 到 f(x) 的 对 数 ， 进 而 得 到 有 关 f(x) 
性 质 的 刻画 。 下 面 的 例子 便 运用 了 这 种 思路 。 

例 9.3.7 (Putnam 1997) 令 .7 为 二 阶 可 导 的 实 值 函数 ， 满足 

JoD + "(0) =—xg()f 0), (0 

其 中 对 于 所 有 实数 x, g(x)>0 .证 明 |/t)| 有 界 .换言之 ,证 明 存在 常数 C, 使 得 |/()|<C 
对 于 所 有 x 成 立 。 

部 分 解 、 想 要 从 此 微分 方程 中 直接 解 出 f(x)， 这 并 不 容易 。 积 分 看 起 来 在 这 里 也 
没什么 帮助 。 然 而 ，(6) 式 左边 恰好 是 某 个 函数 的 导数 。 注 意 到 

旦 veoD=27097a 。 


这 提示 我 们 在 (6) 式 两 边 同 时 乘 以 “()， 得 到 : 
OF + SO = -x0 6) 

从 而 得 到 
FUG) + 7109) = -xg (00 O) 
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现在 令 x>0 。(7) 式 的 布 边 是 非 正 的 ， 这 意味 着 对 于 所 有 x>0 ， Co +P(zj 是 


非 增 的 。 因 此 对 于 所 有 x>0 ， 
f° + fx) Sf (0) + 大 0) 
这 当然 蕴含 着 (x)*<f(0)? + (0) ， 因 此 存在 常数 
C=Vf(0 + 70)’, 


其 中 对 于 所 有 xz>0 ，|f(x)|<C 。 因 此 要 完成 命题 证 明 ， 只 需 给 出 x < 0 情形 的 证 明 。 
我 们 将 它 留 作 练习 。 


积分 


微 积分 的 基本 理论 给 出 了 一 种 计算 定 积分 的 方法 。 在 下 文中 ,我 们 并 不 强调 反 求 
导 的 过 程 一 假设 你 掌握 了 很 多 计算 技巧 一 一 而 是 要 强调 理解 定 积分 的 不 同 定义 方 
式 。 很 多 问题 都 表明 ， 求 和 、 积 分 和 不 等 式 之 间 存 在 很 多 联系 。 


例 9.3.8 计算 加 站 二 2 


-= Tr 


解答 ”这 道 题 很 难 求解 ， 除 非 我 们 意识 到 题目 要 求 的 并 不 是 和 ， 而 是 和 的 极限 。 
而 计算 和 式 的 极限 恰好 就 是 定 积分 的 用 途 。 因 此 尝试 通过 和 式 


5 L(+ f(atA)+ /f(at2A) t+ fb-A) , 
其 中 A=2a， 来 构造 一 个 定 积分 /Codx 。 事 实 上 ， 如 果 / 可 积 ， 则 
lims, = 人 /CDdx。 


二 b 
现在 只 需要 选择 适当 的 f(x)，a 和 4b， 从 而 让 Sa 变 为 5, 所 具有 的 形式 。 提 
kl 
取出 类 似 A= (5 一 a)/n 的 部 分 是 关键 的 一 步 。 注 意 到 


LE | =- 
E+m nlk+tn) NEAR2 AT 
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如 果 丰 从 1 变 为 n， 则 可 /下 从 Lm 变 为 1， 这 暗示 应 该 考虑 a = 0, b = 1， 并 且 
了 (x)=1/x* +D 。 容 易 证 明 这 确实 有 效 ， 即 ， 


dot 


因此 上 式 取 极限 ”一 = 等 价 于 
卫 
0 
ctana| = 0 


[A ee 
+x » 

积分 也 可 以 用 来 分 析 有 限 和 。 如 果 其 中 的 函数 单调 ， 也 可 以 利用 不 等 式 把 积分 与 求 和 

进行 关联 。 正 如 下 面 的 例子 。 


例 9.3.9 (Putnam 1996) 证 明 对 于 每 个 正 整数 La 
2m—] 
(2 <1x3x5…(2m 一 ea) 


解答 分 母 中 的 。 与 复杂 的 指数 暗示 : 应 该 采取 求 对 数 的 策略 ! 于 是 上 面 的 不 等 
式 可 转化 为 


亿 gcn-D-D<s< gn+D- -D， 


其 中 
S=lgl+lg3+lg5+...+1g(2n—1) 。 
让 我 们 更 仔细 地 考察 5$。 因 为 lg x 单调 递增 ， 从 图 中 (A = 2) 易 得 
人 gxdx<2s < [lgxdr。 


1 3 5 7 2n—!l 2m+1 


利用 简单 的 分 部 积分 不 难看 出 ， 上 述 不 等 式 蕴含 着 fsxir=xlgx-x+C. 型 


对 称 性 和 变换 
问题 3.1.26 要 求 计算 如 下 相当 复杂 的 积分 : 
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2 dr 
b 1+(anm 2 “ 
假设 已 经 (或 者 在 自己 学 过 了 类 似 却 又 简单 的 例 3.1.7 之 后 ， 或 者 在 网 上 提示 的 帮助 
下 ) 解 出 了 这 个 积分 。 如 果 没 有 ， 那 么 下 面 提 供 了 一 -种 简单 的 求解 思路 。 


显然 ， 指 数 V2 无关 紧要 ， 因 此 将 其 变 为 任意 值 a 并 考虑 


dx 
/0 -rn 


当 x 从 0 变 为 x 时 , f(x) 的 值 从 1 变 为 0， 且 f(x/ 和 =1/2 介 于 1 与 0 之 间 。 这 暗示 着 
7 =f69 的 图 像 关于 中 心 点 (4,1/2) 对 称 ， 继 而 暗示 着 ， 考 察 /co) 经 过 某 种 变换 后 的 像 
B(¥)= f(x/2—x) 。 
利用 三 角形 知识 [例如 tan(x/2 一 x) =cotx =1/tanx ]， 问 题 很 快 就 能 得 到 解决 ， 因 为 容 
易 证 明 : 对 于 所 有 x ，/(w)+g0) = 1。 由 于 
[ /War= 三 gcodr， 
故我 们 完成 了 计算 :积分 等 于 /4 。 


为 什么 要 详 述 这 个 例子 的 求解 过 程 ? 这 旨 在 提醒 你 ， 对 称 性 会 以 很 多 形式 出 现 。 
例如 ， 两 个 点 关于 图 的 反 演 对 称 。 与 单纯 的 反射 和 旋转 一 样 ， 反 演 也 是 一 种 有 用 的 对 
称 性 。 进 一 步 考察 题 3.1.26 的 解 题 过 程 可 以 看 出 : 之 所 以 能 这 样 求解 ， 是 因为 存在 关 
于 积分 不 变 的 变换 x 一 x/2 一 x ， 同 时 也 可 以 简化 积分 项 。 

上 面 的 例子 告诉 我 们 ， 要 注重 通过 寻找 “自然 ”的 变换 和 不 变性 ， 来 寻找 问题 中 
的 “对 称 性 ”"。 下 面 便 是 一 个 富有 挑战 性 的 问题 。 


例 9.3.10 (Putmam 1993) 证 明 “ 
-0f x—x/ Xx ” 
Rs + 3 EE 
是 有 理 数 。 a 


部 分 解 ”我们 只 阐述 大 体 思 想 , 具 体 细节 留 给 你 来 完成 .这 个 问题 颇 有 斧 凿 之 嫌 ， 
因为 积分 的 上 下 限 非 常 特殊 。 将 积分 项 的 平方 根 (三 项 相同 ) 记 为 f(x)= (x? 一 x)A(x 一 
3x+1) 。 能 否 找到 一 个 有 助 于 求解 此 积分 的 变换 ， 它 或 者 保持 f(x)? 不 变 ， 或 者 能 将 
其 简化 ? 

注意 xz 一 1/(- 习 分 别 将 V11 和 1/101 映 为 11110 和 101100。 将 这 个 映射 记 为 T。 
不 难看 出 ，r 满 足 (这 真是 神 来 之 笔 ， 请 验证 !) 


人 和 全 村 解 题 ， 放学 充 容 攻关 宝典 


roD) =f0%)。 
因此 积分 变换 x 一 tlx) 能 将 第 二 个 积分 转化 为 第 三 个 积分 。 


这 个 成 功 让 我 们 信心 大 增 。 继 续 利用 r 进 行 研究 ， 不 难 发 现 ， 它 能 将 第 一 个 积分 
转化 为 第 二 个 积分 、 将 第 三 个 积分 转化 为 第 一 个 积分 ! 


因此 不 难 (通过 代数 运算 ) 将 三 个 积分 之 和 简化 为 如 下 积分 ， 
[a+r + gd, 


其 中 r(x)，g(w) 是 有 理 函 数 《t，tot… 的 导数 )。 


在 上 面 这 个 极为 复杂 的 问题 中 ， 我 们 找到 了 一 种 巧妙 的 解法 。 自 然而 然 地 ， 我们 
期 待 它 有 另 一 种 巧妙 解法 : 假如 1+r+4 是 /的 导数 ,那么 积分 项 将 会 变 为 /?4f， 而 
积分 值 变 为 , 广 /3 。 如 果 该 结论 并 不 成 立 ， 请 不 要 放弃 ， 而 继续 尝试 寻找 类 似 的 方法 。 
这 个 问题 很 坏 手 ， 但 富有 指导 意义 。 你 或 许 想 问 ， 这 里 的 “对 称 性 ”有 任何 “几何 ” 
理解 吗 ? 国 


问题 与 练习 


题 9.3.11 证 明 : 如 果 多 项 式 Po0 和 它 的 导数 P(x) 共 有 零点 x=r， 则 x=r 的 重 数 大 于 1。 
[ 称 P00) 的 一 个 零点 + 有 重 数 m， 如 果 (x 一 在 P(x) 的 因 式 分 解 中 出 现 m 次. 例如, x= 1 是 多 项 
式 x 一 2x+1 的 2 重 零 点 。] 


题 9.3.12 今 a,，b，c，d，ee 民 使 得 


bod e 
可 上 二 不 二 二 二 汪 一 吾 闪 和 
Ee 


证 明 : 多 项 式 a+ bx+cx? +drx? +ex* 有 至 少 一 个 实 零 点 。 


题 9.3.13 一 个 富 言 。 下 面 这 个 故事 是 Doug Jungreis 在 他 UCLA 的 微 积分 课 上 讲 的 ， 它 
不 完全 真实 。 


几 年 前 ， 我 开车 到 400 英里 远 的 湾 区 ， 我 开 得 很 快 ， 因 此 只 花 了 5 小 时 。 在 旅程 即将 结束 
时 ,我 慢 了 下 来 ， 因 为 我 不 想 合 到 罚单 。 在 下 了 高 速 公路 以 后 ， 我 以 限 速 驾 驶 。 然 后 ， 一 个 警 
官 让 我 知 边 ， 说 :“ 你 并 不 是 Mario Andretti (前 Fl 世界 冠军 )。 你 刚才 超速 了 一 点 点 。” 我 辩解 
说 我 是 按 限 速 行驶 的 。 ”或 许 你 刚才 只 是 超速 一 点 点 ， 但 在 此 之 前 你 超速 了 。” 我 问 他 是 怎么 知 
道 这 个 的 ， 他 回答 :“ 小 伙 子 ， 根 据 微 积分 的 中 值 定理 ， 在 过 去 5 小 时 中 ， 你 恰好 以 每 小 时 80 
英里 行驶 。” 

我 把 罚单 合 到 法 院 。 考 唐 置 疑 ， 当 需要 作出 判决 的 时 候 ， 警 官 在 合理 的 质疑 下 没 法 证 明 中 
值 定理 。 
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(a) 假设 这 位 警官 能 证 明 中 值 定理 ， 他 的 陈述 正确 吗 ? 请 解释 。 

(b) 让 我 们 改变 故事 结尾 。 那 位 警官 说 :“ 我 无 法 证 明 中 值 定理 ， 先 生 ， 但 我 能 证 明 介 值 定 
理 。 利 用 它 ， 我 能 证 明 存 在 一 个 恰好 为 分 钟 的 时 间 区 间 ， 在 其 中 被 告 以 每 小 时 80 英里 的 平 
均 速 度 行驶 。” 请 解释 他 的 推理 过 程 。 


题 9.3.14 讨论 例 9.3.7 中 x<0 的 情形 ， 从 而 完成 证 明 。 


题 9.3.15 (Putnam 1994) 计算 所 有 的 这 样 <， 它 使 得 函数 x*+9x +cx?+axr+b 的 图 像 与 
某 条 直线 交 于 4 个 点 。 


题 9.3.16 利用 小 o 符号 ， 将 命题 “切线 是 函数 的 最 佳 线性 估计 ”转化 为 严格 的 命题。 


题 9.3.17 令 _f(x) 为 一 个 可 微 函 数 ， 且 满足 
Jo) = 10) 
对 于 所 有 x,， ye 民 。 设 1"(0) =3, 求 /(x)。 
题 9.3.18 令 _f(x) 为 一 个 可 微 函 数 ， 且 满足 
fH) =f0) + 70) 
对 于 所 有 xy >0。 若 (1) =3， 求 /tn。 
题 9.3.19 (Putmam 1946) 令 f(x) 二 er?+bx+c，, 其 中 a,b,ce 民 。 如 果 对 所 有 |x|<1 有 
1f091<1， 证 明 : 对 于 |x|<1 有 | fw)1<4 。 


题 9.3.20 ”关于 中 值 定理 的 更 多 内 容 : 


(a) 9.3 节 中 所 给 出 的 中 值 定 理 的 “证 明 ”， 只 是 “倾斜 ”Rolle 定理 中 的 图 。 现 在 请 采用 如 
下 方法 更 严格 地 证 明 中 值 定理 ， 请 定义 一 个 新 的 函数 ， 使 得 将 Rolle 定理 应 用 于 这 个 新 函数 后 
便 得 到 中 值 定理 。 你 应 读 能 从 倾斜 图 像 的 思路 中 得 到 一 些 启发 。 

(b) 如 果 完 成 了 (a)， 你 可 能 会 抱怨 ， 它 仅仅 是 一 个 本 质 上 没有 什么 创新 的 代数 练习 ， 也 没 
有 提供 比 倾斜 图 像 更 深刻 的 理解 。 这 诚然 是 事实 ， 但 代数 方法 更 容易 推广 。 请 利用 这 种 方法 来 
证 明 推广 的 中 值 定理 ， 它 涉及 两 个 函数 : 

邻 J() 和 g(%) 为 [a,b] 上 的 连续 函数 ， 它 们 在 (a,b) 内 可 微 。 则 让 在 一 点 WE (a,b) 使 得 

f (uNg(b)- g(a) = guXf (Bb) f(a)) 。 

(c) 常规 的 中 值 定理 只 是 推广 的 中 值 定理 的 一 个 特殊 情形 。 请 解释 其 原因 。 

(d) 推广 的 中 信 定 理 仍然 存在 图 形 方式 的 理解 ， 请 作 图 说 明 。 能 开发 一 个 与 中 值 定理 证 明 
相似 的 图 形 论证 吗 ? 


题 9.3.21 例 9.2.3 要 求证 明 如 +IT-m= 0O020?) 。 很 可 能 你 已 经 用 代数 方法 完成 了 此 证 
明 。 现 在 请 利用 中 值 定 理 给 出 另 一 种 证 明 。 


题 9.3.22 利用 推广 的 中 值 定理 (9.3.20) 来 证 明 如 下 的 洛 毕 达 法 则 : 
设 f() 和 g(x) 在 某 个 包含 x= a 的 开 区 间 内 可 微 。 同 时 假设 
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lmy(CooO=limg(CO=0。 


则 
lim{ = im/D 
g(x) 3g"() 


(假设 go 和 89 在 x 关 a 处 都 不 为 零 ) 。 
题 9.3.23 ”积分 中 值 定理 。 这 个 定理 陈述 如 下 ， 
设 7o 在 (a, 折 内 连续 。 则 存在 一 点 ME (a,b) 使 得 


fb-@= fddr. 
(a) 这 个 定理 看 起 来 是 “显然 ”的 ， 请 作 图 说 明 。 
(b) 利用 常规 的 中 值 定理 给 出 证 明 (巧妙 地 定义 一 个 函数 ， 等 等 ) 。 
是 9.3.24 (Putnam 1987) 计算 
f (9 ~ x)dx 
2 Vin(9—X*) + Vin(x+3) ° 
题 9.3.25 (Putnam 1946) 设 了 :及 一 及 有 连续 导数 ，7(O) = 0 且 对 于 所 有 x，|f (|< 
| /Co| 。 证 明 f 是 常数 。 
题 9.3.26 找 出 计算 乘积 f(xstx) 的 n 阶 导数 的 表达 式 并 加 以 证 明 (利用 数学 归纳 法 ) 。 
题 9.3.27 (Putnam 1993) 如 下 图 ， 水 平 线 y=c 与 曲线 y=2x 一 3x 在 第 一 象限 中 相交 。 
求 c， 使 得 两 块 阴影 部 分 面积 相同 。 


》 


y=e 


7=27 -3 


题 9.3.28 (Putnam 2002) 令 上 为 一 个 固定 的 正 整数 。 设 1/(x - 1) 的 n 阶 导数 具有 
已 (De -D"” 的 形式 ， 其 中 PC9 是 多 项 式 。 求 忆 (1D) 。 


是 9.3.29 (Putmam 1998) 令 f 为 实 轴 上 具有 连续 的 3 阶 导数 的 实 函数 。 证 明 存 在 点 “使 
得 
Jo) f(a) 7(o (Co)>0 。 
题 9.3.30 (Putmam 1964) 求 所 有 的 连续 函数 f(x):[0,1] 一 (0,=) ， 使 得 : 
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人 reodr=l 
ixroodr=e 
e/ar= ee, 
其 中 是 给 定 的 实数 。 
题 9.3.31 ( 布 拉 迪 斯 拉 发 1994) 定义 /:[0,11 ->[0] ， 
2x Ox<1/2, 
19-{ 2,, 1/2<x<l。 
接着 , 如 下 定义 从 [0, 1] 到 [0, 1] 的 函数 序列 所 : 令 Co) = (CD) 且 大 CO) = fC.) ,对 于 n>1。 
证 明 对 于 每 个 ， 
1 1 
/dr=. 
题 9.3.32 计算 极限 
和 1 1 1 
pr 
题 9.3.33 Putnam 1995) 对 于 哪些 正 整 数 对 (o, b)， 下 面 的 反常 积分 
(Warra —Vx -YA ij 
收敛 ? 
题 9.3.34 在 例 93.4 中 , 存在 严格 小 于 1 的 常数 二 使 得 | 六 (xsk 。 注意; 这 与 | 六 Co|<l 
并 不 相同 。 在 | "(x)|<1 的 情况 下 有 何 结论 ? 


题 9.3.35 (Pumam 1994) 令 f(x) 为 实数 集 上 的 正 值 函数 ,使 得 对 于 所 有 x， f(x) > .f(x)。 
问 : 对 于 哪些 k， 一定 存 在 ,使 得 对 于 任意 x>N, f(X) > ee? 

题 9.3.36 设 / 在 (-e，,e) 上 可 微 , 并 对 于 所 有 实数 x, 设 了 《x) 关 1 证明/ 或 者 有 一 个 零 
点 , 或 者 有 一 个 不 动 点 (但 不 多 于 一 个 )。 


题 9.3.37 计算 极限 轩 
= . 


题 9.3.38 (Putnam 1991) 假设 7 和 8 为 定义 在 (一 ,=) 上 的 可 微 实 值 函数 ， 并 且 不 是 常 什 
函数 。 进 一 步 地 ， 假 设 对 于 每 对 实数 x 和 y， 有 : 
ftp)= ff0) -ge0) 
g(x+y)= f(t)807) + g(x)f 09) 
如 果 /“(0) =0， 证 明 对 于 所 有 x，(f(x))* + (g(x)) =1。 
题 9.3.39 令 记 [0.1- 汉 满足 |/(x%)-fO)S(x-y， 对 于 所 有 ye[0, 1] 。 进 一 步 地 ， 


假设 /(0) = 0。 求 方程 f(x) = 0 所 有 的 解 。 提 示 : 如 果 需 要 ， 可 以 补充 假设 /可 微 ， 但 本 题 事 


便 8 怎 梓 解 是 ， 效 手 冯 窜 攻关 宝典 


实 上 不 涉及 微分 。 
题 9.3.40 ”完成 在 例 9.3.5 中 开始 的 证 明 。 


题 9.3.41 (Putnam 1976) 计算 

le/|2n nm 

甸 : 剖 害 -下 小 
用 lg(a-b) 的 形式 表示 解 ， 其 中 g， 都 为 正 整 数 ，log 以 e 为 底 。 
题 9.3.42 (Putnam 1970) 计算 

im 工作 or Pr 。 

nll 
题 9.3.43 (Putnam 1939) 证 明 

lx) Or= [af(@-YO+.+ fd a), 
其 中 a>1。 


题 9.3.44 施 瓦 效 不 等 式 。 柯 西施 瓦 效 不等式 有 很 多 推广 。 下 面 是 一 个 关于 积分 的 不 等 
式 ， 称 为 范 瓦 效 不 等 式 。 


令 70，sgt 为 非 负 连续 函数 ， 定 义 在 区 间 [oa， 避 上 ， 则 
(reogoodzj sf veopaf eeora。 
人 首先 ,考察 柯 西 ， 施 瓦 效 不 等 式 ， 从 而 验证 上 面 的 积分 不 等 式 的 正确 性 ， 因 为 毕 竞 积 
分 从 “本 质 上 ”说 是 求 和 。 


@) 然而 ,给 出 施 巨 歼 的 证 明 是 另 一 回 事 。 因 为 其 中 包含 极限 ，“ 积 分 作为 求 和 ”这 种 思想 
显得 有 问题 。 然 而 ， 我 们 在 问题 5.5.35 ~5.5.36 中 阐述 了 柯 西 ， 施 瓦 兹 不 等 式 的 另 两 种 证 明 。 
请 利用 其 一 (或 两 者 ) 给 出 施 瓦 益 不 等 式 的 一 个 漂亮 的 证 明 。 


(0) 将 不 等 式 稍 作 推广 : 除去 /和 8 非 负 的 假设 ， 并 将 结论 改 为 
(Jreogoolaq <Jueoracj eco 
《@ 施 瓦 站 不 等 式 在 什么 条 件 下 变 为 等 式 ? 


题 9.3.45 (土耳其 1996) 给 定 实数 
0=% <% < <n, xn =1 
其 中 xi 一 SP ， 对 于 1<i<2n 。 证明 


1-h < 1+h 
Dn) < 
2 亿 2 
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9.4 需 级 数 和 欧 拉 数 学 


不 要 担心 ! 
.在 这 本 书 的 最 后 一 节 ， 我 们 将 简要 考察 通 项 为 函数 而 非常 数 的 无 穷 级 数 。 这 立即 
引出 了 关于 收敛 性 的 技术 问题 。 

例 9.4.1 理解 如 下 无 穷 级 数 的 意义 : 


a 
1l+x (+r) (+x 


中 


其 中 x 可 以 是 任意 实数 。 
解答 ”类比 常 数 项 震级 数 的 定义 ， 可 以 得 到 此 级 数 唯一 合理 的 理解 。 因 此 记 


a (x) 二 n=1,2,3,.…, 


x 
(1+z2) 
并 且 定义 函数 So 为 部 分 和 函数 的 极限 。 换 言 之 ， 如 果 
SC0= 立 ae， 


则 对 于 每 个 xe 及 ， 定 义 
S(x)}= limS, (x) 。 
假设 此 极限 存在 。 
请 注意 ,对 于 所 有 实数 x，an(x) 有 定义 ， 因 此 5,(x) 也 有 定义 。 事实 上 ， 利 用 几何 
级 数 的 公式 ( 见 5.3 节 )， 能 计算 出 5,(x) 的 具体 表达 式 ;: 


2 


x 
$7)=——7+o 
0) 1+x (1l+x) (LE+x2)7 
x 六 


_ (te) (+x) 


将 分 子 分 母 同 乘 以 1+x*， 得 到 
Tr 
$=-— 


这 个 式 子 在 x=0 处 没有 定义 。 而 只 要 xz0， 能 将 它 进一步 简化 为 


车 8 怎样 解 题 : 数学 充 赛 攻关 宝 典 


5S,(x)= ry Ey 


固定 实数 x0。 无 论 x 取 何 值 ， 当 nw 时 ， 上 式 中 第 二 项 都 将 消失 。 因 此 对 
于 所 有 非 零 x*，S(x) = 1。 但 如 果 x=0， 则 对 于 每 个 n"，a,(0) =0 ， 这 使 得 5,(0) =0 ， 
因此 S(0) = 0。 | 国 
这 个 并 不 出 人 意料 的 结论 引出 了 一 个 棘手 的 问题 ; 每 个 a,(x) 都 连续 (事实 上 是 可 
微 的 ) ， 然 而 这 些 函数 的 无 穷 和 并 不 连续 。 这 个 例子 警告 我 们 :函数 的 无 穷 级 数 不 能 


像 有 限 级 数 那样 处 理 。 还 有 很 多 需要 注意 的 类 似 问题 。 例 如 ， 函 数 /(x) 被 定义 为 fi(x) 
的 无 穷 和 ， 而 "(x) 并 不 等 于 f(x) 的 无 穷 和 。” 造 成 这 些 问题 的 基本 原因 ， 是 连续 性 或 


可 微 性 这 样 的 性 质 都 包含 了 极限 过 程 。 正 如 级 数 求 和 : 当 改变 极限 顺序 时 ,“ 极 限 的 
极限 ”并 不 总 是 保持 不 变 。 

但 幸好 ， 存 在 一 个 能 避免 这 些 问题 的 关键 性 质 一 一 致 收敛 。 一 致 收敛 的 含义 与 
一 致 连续 类 似 ( 见 9.2 节 )。 称 函数 序列 (7,0) 一 致 收敛 到 .f(x)， 如果 收敛 定义 中 的 入 
只 随 着 变化 , 而 与 x 无关。 我 们 不 会 讨论 细节 问题 ([36] 中 有 一 种 清晰 而 严格 的 处 理 ， 
[29] 中 有 一 段 新 奇 而 富有 启发 性 的 讨论 )， 因 为 我 们 通常 不 必 考 虑 它们 。 原 因 如 下 : 

。 如 果 扩 CD 一 f(x) 一致 地 ， 并 且 太 连续 ， 则 了 也 连续 。 

。 如 果 扩 CD 过 了 (9) 一 致 地, 则 /Cdx 一 roodx 。 

。 一 致 收敛 的 等 级 数 能 逐 项 微分 和 积分 。 

最 后 一 项 很 重要 。 圳 级 数 是 函数 项 级 数 的 一 个 特殊 例子 , 它 的 每 项 具有 mw(x 一 cj" 
的 形式 。 在 初等 微 积分 课 中 ， 你 曾 学 过 关于 收 钱 半径 的 内 容 。* 例 如 ， 级 数 

1+X+X + + 


收敛 到 一 ， 如 果 < 1。 换 言 之 ,如 果 x 值 介 于 0 和 1 之 间 ， 则 级 数 收敛 ， 收敛 中 


i 1。 震 级 数 非常 有 用 ， 因 为 只 要 稍稍 收缩 收敛 半径 ， 它 便 是 一 致 
收敛 的 。 更 严格 地 : 


设 
ao+axtax += f(x) 


对 于 所 有 满足 |x 一 c| < 尺 的 x 成 立 。 则 对 于 任何 正 数 E, 对 于 所 有 满足 一 |<R 一 E 


@ 关于 这 些 内 容 的 精彩 讨论 请 参见 文献 [36] 第 7 章 ( 例 9.4.1 就 是 引 自 彼 处 ) 。 
@ 为 了 真正 理解 收 仇 半径， 你 需要 考虑 复 平面 。 文 献 29] 中 有 一 段 富有 启发 性 的 讨论 。 
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的 x， 收 仇 是 一 致 的 。 

因此 ， 在 处 理 一 致 收敛 的 短 级 数 时 ， 有 时 可 以 稍微 “滥用 ”一 下 它 而 不 用 害怕 数 
学 的 间接 影响 。 例 如 ， 可 以 如 愿 地 逐 项 微分 或 积分 ， 或 者 将 其 与 另 一 个 “好 ”的 每 级 
数 相 乘 ， 等 等 。 而 且 肯 定 的 是 你 得 到 的 结果 会 按照 你 所 希望 的 方式 来 运作 。 


带 余 项 的 Taulor 级 数 


大 多 数 微 积分 教材 介绍 Taylor 级 数 , 但 Taylor 级 数 的 证 明 只 是 只 言 片 语 ,或 者 二 
网 把 它 放 到 少 有 人 问津 的 技术 附录 中 去 。 这 非常 可 惜 ， 因 为 它 婚 简单 又 重要 。 下 面 的 
这 种 推导 Taylor 级 数 公式 (包含 余 项 ) 的 方法 既 容 易 理解 ， 也 容易 记忆 。 下 面 是 一 个 
简单 的 例子 。 

例 9.4.2 求 /(%) 的 二 阶 Taylor 多 项 式 和 余 项 。 

解答 ”假设 f(x) 在 定义 域 D 上 无 穷 阶 可 微 ， 并 且 各 阶 导数 均 有 界 。 换 言 之 ,对 于 
每 个 [>1， 存 在 正 数 Mi， 使 得 | f(x)|< Mi 对 于 所 有 定义 域 中 的 x 成 立 。 我 们 需要 
构造 /在 x=a (其 中 aeD) 附近 的 二 阶 Taylor 多 项 式 。 为 了 做 到 这 点 ,我们 从 三 阶 导 
数 开始 。 我 们 肯定 知道 如 下 结论 : 

_MSf "(<M, 
对 于 所 有 te D 。 将 这 个 式 子 关 于 上 从 aa 到 xz 积分 得 到 : 
-MGx-a<| dr<MaCc-a) 。 
根据 微 积分 基本 定理 ，/ ”的 原 函数 为 1”， 因 此 上 式 变 为 : 
—M,(x—a)<f (x) -f(AEM,(x-a) 。 
现在 让 我 们 将 x 换 为 变量 :， 并 再 次 对 + 从 a 到 x 积分 。 有 : 
M, -2 ED p00) -f(a)<M, 


重复 这 个 过 程 一 次 得 到 : 
_M, (x-a)’ 
2x3 


Cg 过. 


xo) 
2x3 


OAC CN 
最 终 ， 得 到 


(x— eu 


or = (ao)+alz-q+ 大 oO) 一 一 


@ 我 们 使 用 了 结论 ，v()<y(x) 划 含 | vtodx <| wzdz 。 


和 8 怎 村 角 征 : 数 池 充 额 攻关 宝典 


外 加 一 个 绝对 值 至 多 等 于 
a 
M, (x 2 
的 误差 项 。 国 
接 下 来 的 大 致 思路 非常 清晰 : 连续 对 不 等 式 | /2(z|<M, 积 分 ， 直到 得 到 n 阶 
Taylor 多 项 式 。 可 得 一 般 公式 为 : 


Es 
/= 0 VET +R (8) 
al 


其 中 


Gt 
<M, 
[Ra lM Ca 


从 余 项 来 看 ， 如 果 导 数 有 适当 的 界 (例如 MM 关于 上 不 是 指数 增长 )， 则 矫 级 数 收 敛 。 
这 是 显然 而 神奇 的 结论 。 例 如 ， 考 虚 熟 悉 的 级 数 : 


. 


Sinx=x + 二 一 
3! 5 ” 


它 对 于 所 有 实数 x 收敛 (请 验证 !)。 然 而 , 仅 从 sinx 和 其 在 0 点 处 的 导数 值 ， 便 可 以 
得 到 上 述 “ 全 局 ”级 数 的 系数 。 换 言 之 ， 完 整 的 “局 部 ”信息 产生 了 全 局 的 信息 ! 这 
发 人 深思 。 

实际 操作 中 并 不 总 是 需要 使 用 (8)。 只 要 知道 (或 怀疑 ) 级 数 存在 , 提取 级 数 中 的 
项 经 常 易如反掌 。 

例 9.4.3 将 于 在 x*=0 附 近 展 开 为 级 数 。 


BE i 一 X2 212 x+. 
志 人 a) 1—x* +(x°) —(x) +…, 


因此 


=1—x +X —x + 。 [J 


她 +1 


例 9.4.4 将 er 在 x= 0 周围 展 为 守 级 数 。 
解答 ”只 要 将 = 代入 熟悉 的 级 数 
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在 
31 
即 可 。 


你 可 能 对 最 后 两 个 例子 感到 奇怪 :“ 是 的 ， 我 们 确实 得 到 了 一 个 筹 级 数 ， 但 如 何 
确保 它 与 从 (8) 中 得 到 的 署 级 数 相同 ? ”事实 上 ， 此 处 同样 不 用 担心 ， 因 为 寒 级 数 展开 
是 唯一 的 。 从 本 质 上 来 说 ， 它 正 是 “导数 是 最 佳 线性 估计 ”思想 的 推广 。 例 如 ， 令 
了 P(x) 表示 f(x) 在 x=a 附 近 的 二 阶 Taylor 展 式 。 断言: Pxx) 是 f(x) 的 最 佳 二 次 估计 。 这 
是 因为 


2 
ef =1+t+ 人 + 十 .…。 
2! 


lim/{ -BO 
za (x-a) 


而 如 果 Q(x) 冯 及 (x) 是 任何 其 他 的 二 次 多 项 式 ， 则 


a ® 


因此 ，P20%) 是 在 x=a 处 与 0)， 放 W) 和 六 一致 的 唯一 的 二 次 函数 。 


上 述 内 容 说 明 : 宕 级 数 是 十 分 重要 的 。 它 们 不 仅 容易 处 理 ， 也 提供 了 关于 函数 增 
长 方式 的 “理想 ”信息 。 


欧 拉 数学 

在 前 几 页 中 ， 我 们 的 令 述 并 不 严格 。 部 分 原因 在 于 其 中 包含 的 技巧 非常 复杂 。 但 
更 为 主要 的 原因 是 : 过 多 地 考虑 严格 性 和 技术 细节 ， 可 能 会 妨碍 创造 性 思维 ， 特 别 是 
在 如 下 两 个 时 段 : 

。 任何 研究 的 早期 阶段 。 

。 任何 人 数学 教育 的 早期 阶段 。 


当然 ,我 们 并 不 否认 严格 性 的 重要 性 。 我 们 想 要 强调 ; 缺乏 严格 性 的 论证 并 非 毫 
无 意义 。 粗 略 而 有 灵感 的 思想 可 能 会 引出 严格 证 明 ， 而 有 时 ， 严 格 的 证 明 会 完全 淡化 
论证 的 精 著 。 

当然 ， 巧 妙 的 解法 、 不 严格 的 论证 和 欠 周 详 的 考虑 之 闻 是 有 关联 的 。 为 了 说 明 我 
们 的 观点 ， 下 面 将 给 出 一 些 “ 欧 拉 数 学 ”的 例子 ,“ 欧 拉 数学 ” 指 的 是 非 严格 的 、 甚 
至 (可 能 在 某 种 程度 上 ) 是 不 正确 的 推导 ， 但 是 却 可 以 得 出 一 些 有 趣 的 数学 事实 。 之 
所 以 这 样 命名 是 为 了 纪念 18 世纪 伟大 的 瑞士 数学 家 欧 拉 ， 他 也 是 图 论 和 生成 函数 理 


0， 


食 2# 怎 梓 解 是 教学 充 写 攻 关 宝 由 


论 的 先驱 者 。 以 现在 的 标准 衡量 ， 欧 拉 的 论证 并 非 全 是 严格 或 正确 的 。 但 是 ， 他 的 很 
多 思想 内 容 丰富 且 富 有 启发 性 ， 从 他 的 思想 中 ， 我 们 可 以 得 出 很 多 有 用 的 结论 。 


欧 拉 大 部 分 的 “欧式 ”证 明之 所 以 引 人 注 意 ， 是 因为 其 中 富 含 巧妙 的 代数 处 理 。 
但 下 面 的 例子 并 不 都 是 这 样 的 。 有 时 ， 一 个 简单 而 “错误 ”的 思想 却 能 帮助 我 们 解决 
问题 。 "下 面 的 两 个 例子 〈 提 金山 大 学 的 学 生 提供 ) 帮助 我 们 解决 了 先前 遇 到 的 问题 。 

。 它们 精彩 地 阐释 了 曾 在 2.1 节 中 讨论 的 “违反 规则 ” 策略 。 


例 9.4.5 求解 问题 1.3.8， 


对 于 任何 实数 列 4 = (aa ) ， 定 义 A4 为 序列 (au -au 一 本 四 ao ， 
它 的 第 项 为 gua,。 假 设 序列 A(AA) 的 所 有 项 均 为 1 并且 = as =0。 求 a 。 


部 分 解 本 例 中 ， 变 量 是 离散 的 ， 因 此 极限 符号 没有 意义 。 因 此 本 例 并 不 是 微 积 
分 问题 。 但 是 ， 我 们 能 采用 微 积分 的 思想 。 首 先 将 4 看 作 下 标的 函数 。A 运 算 类 似 
微分 运算 ， 因 此 等 式 

A(AA)=(1, 1, 1, ……) 
类 似 微分 方程 
d24 
ed! 
解 之 (假设 它 有 意义 ) 得 到 一 个 关于 n 的 二 次 函数 。 上 述 论证 并 不 “正确 "， 但 它 赋 
于 我们 “an 是 的 二 次 函数 ”这 种 灵感 。 事 实证 明 这 个 猜想 是 正确 的 ! 


例 9.4.6 求解 问题 1.3.12: 
求 和 为 1976 的 正 整数 的 最 大 乘积 ， 并 给 出 证 明 。 


部 分 解 类 似 上 例 ， 我 们 将 对 离散 问题 应 用 微 积 分 原理 ， 虽 然 这 并 不 合理 。 直 觉 
表明 : 这 些 和 为 1976 的 数 应 该 相等 〈 参 见 3.5 节 的 AM-GM 不 等 式 的 讨论 ) 。 但 它们 
该 是 多 少 呢 ? 考虑 如 下 优化 问题 : 计算 


(Cr 二 (9 


的 最 大 值 ， 其 中 5 为 正常 数 。 先 求 对 数 再 求 微分 ， 得 到 Slx =e (请 验证 !)。 因 此 ， 共 
有 Sle 个 数 ， 总 和 为 S$， 每 个 数 均 等 于 e。 


@ 印度 数学 家 拉 马 色 金 是 20 世纪 欧式 代数 思维 的 王者 。 他 的 论证 并 不 严格 , 但 在 数论 和 分 析 中 做 出 
了 很 多 伟大 的 贡献 。 细 节 请 参见 文献 [38]。 近 几 年 来 ， 数 学 逐渐 摆脱 了 传统 数学 必须 极其 严谨 的 
束 绑 ， 与 此 同时 加 入 了 更 多 直觉 和 可 视 化 的 元 素 。 文 献 [29] 的 前 言 很 好 地 说 明了 这 种 趋势 。 
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然而 , 在 本 例 中 S= 1976。e 不 是 整数 , 不 满足 条 件 要 求 : 而 整数 的 个 数 为 1976/e， 
这 更 不 合理 。 但 这 至 少 告诉 我 们 ， 应 该 着 重 考察 e = 2.718 28… 附 近 的 整数 。 而 一 旦 
着 眼 于 2 和 3 这 两 个 整数 ,这 个 问题 便 不 难 解决 (利用 与 AM-GM 不 等 式 证 明 相 似 的 
算术 方法 ) 。 


下 面 这 个 例子 利用 生成 函数 法 来 证 明 素数 的 无 穷 性 ， 它 是 由 欧 拉 提 出 的 。 论 证 过 
程 有 趣 而 富有 技巧 ， 并 能 推广 应 用 到 很 多 问题 中 〈 见 后 面 的 问题 和 练习 )。 利 用 部 分 
和 与 乘积 的 知识 ， 能 够 给 出 严格 的 证 明 。 但 这 种 严格 的 证 明 不 但 减少 了 乐趣 ， 也 会 淡 
化 隐 含 在 证 明 中 的 重要 思想 。 


例 9.4.7 ”证 明 素 数 无 穷 。 


证 明 考虑 如 下 调和 级 数 : 
和 和 
1 十 二 十 二 十 一 十 二 十 
2345 


让 我 们 尝试 将 这 个 和 式 进 行 因 式 分 解 (虽然 对 无 穷 列 进行 因 式 分 解 没有 意义 )。 定 义 
1 
S. =1+1+ 让 + + 
并 考虑 如 下 无 穷 乘积 
S25355S7Sh . » 


其 中 下 标 取 遍 所 有 素数 。 开 始 的 几 项 因子 为 


1 , 各 二 
1+ 二 + 二 1+ 二 + 二 +…|| 1+ 二 + 二 十 |。 
(GEE GEE ]: 坟 + 


展开 得 到 开始 的 几 项 是 : 
Pe 
234556 

所 以 我 们 有 理由 猜测 : 对 于 每 个 n, 项 lm 都 会 出 现在 上 述 和 式 中 。 例 如 ,如果 n 
= 360， 则 将 1/2?,1/3? 和 1/5 相 乘 便 能 得 到 1/m” 。 同 时 ， 由 于 素 分 解 的 唯一 性 ( 见 7.1 
节 算 术 基本 定理 的 讨论 ) ， 而 且 我 们 知道 In 将 恰好 出 现 一 次 。 因 此 

1 SS5S7S *"* 

对 于 每 个 [， 有 & =1(1~1/ 有 )=k/(k 一 1) ， 这 个 数 有 限 。 又 因为 等 式 左边 调和 级 数 之 
和 为 无 穷 ， 故 等 式 右 边 不 可 能 是 有 限 多 个 && 的 乘积 。 这 样 就 证 明了 素数 有 无 穷 多 个 ! 


[J 
本 节 的 倒数 第 二 个 例子 也 来 自 欧 拉 。 我 们 将 采用 另 一 种 策略 : 尽管 多 项 式 代数 的 
思想 并 不 适用 于 微 积分 问题 但 它 对 无 穷 级 数 却 有 着 精彩 而 正确 的 估计 (虽然 难以 给 


僵 4 怎样 解 题 ， 歼 学 充 赛区 关 宝典 


出 这 个 例子 的 一 个 完整 而 严格 的 证 明 )。 回 忆 zeta 函数 的 定义 ( 见 例 5.3.5), 它 定义 为 
如 下 无 穷 级 数 : 
| 
St 
例 9.4.8 请 计算 多 2)=1+ 襄 + 机 +。 
解答 下 面 巧妙 的 方法 来 自 欧 拉 ， 其 中 利用 了 零点 和 系数 的 关系 ( 见 5.4 节 ); 单 
调 多 项 式 
he 十 … 二 2X 二 go 
的 零点 之 和 等 于 -a,， 。 只 要 多 项 式 因 式 表 示 为 形 如 -六 项 的 乘积 形式 (其 中 是 零 
点 )， 我 们 便 不 难得 到 证 明 。 


我 们 当然 有 理由 尝试 将 上 述 思想 应 用 于 具有 无 穷 个 零点 的 函数 。 我们 自然 而 然 地 
从 函数 sin x 开始 ， 因 为 它 的 零点 为 x= tr (为 整数 )。 但 由 于 题 中 包含 平方 项 ， 因 
此 转 而 考察 函数 sin Vx 。 这 个 函数 的 零点 为 0,7?,4r?,9x7,…。 为 了 得 到 想 要 的 结果 ， 
不 需要 0 这 个 零点 。 因 此 进一步 考虑 函数 
Vx 


= 
/m= 天 


它 的 零点 为 于 ,4m,9m2,， 。 利 用 例 9.4.4 的 方法 ， 不 难看 出 : 
人 
SO tT (10) 
由 于 知道 f(x) 所 有 的 零点 ， 假 设 多 项 式 因 式 分 解 定理 成 立 ， 并 希望 把 f(x) 表 示 为 形 和 如 
x 一 ne 的 项 的 无 穷 乘积 形式 。 但 需要 注意 如 下 细节 :; 乘积 
(一 m2)(x 一 4x2)(x 一 9x2)，… 
并 不 是 我 们 想 要 的 ， 因 为 它 的 常数 项 无 限 ， 这 是 绝对 错误 的 ， 因为 得 级 数 (10) 中 的 常 
数 项 等 于 1。 为 了 解决 这 个 问题 ， 将 无 穷 乘积 写作 ， 
次 x x 
‘车 © 
(1D 式 中 常数 项 为 1， 并 且 当 = 六 到 时 ，(11) 式 等 于 0。 这 正 是 我 们 想 要 的 。 
下 面 只 需 比 较 (10) 和 (11) 的 系数 。 不 难看 出 ， 在 无 穷 和 (11) 中 x 项 的 系数 为 
ed 
x 4x 9x 


但 在 短 级 数 (10) 中 对 应 系数 为 -1/31。 两 式 联 立 得 到 
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1 1 1 


和 
十 一 7 十 一 了 十 二 二 ， 
nm Ax 9r 6 
因此 


x 
《2)= 1+ 训 + 二 +， es 


美丽 、 简 单 和 对 称 :“ 活 动 帷幕 ”的 目标 


最 后 的 例子 是 数学 竞赛 中 的 一 个 复杂 的 概率 问题 (感谢 Doug Jungreis! )。 这 个 问 
题 具 有 多 种 解法 ， 其 中 的 一 种 非常 漂亮 的 方法 用 到 了 微 积分 和 生成 函数 的 知识 。 而 另 
一 种 论证 更 具 普 遍 意 义 ， 也 为 解 题 带 来 了 更 大 的 帮助 。 


例 9.4.9 (BAMO 2000) 考 虚 下 面 的 实验 : 

。 首先 ,旋转 在 一 个 标 着 0 到 1 刻度 的 拨号 盘 上 的 指针 ， 从 而 得 到 一 个 介 于 0 
和 1 之 间 的 随机 数 P。( 通 过 这 种 方法 得 到 的 随机 数 是 服从 “均匀 分 布 ”的 
例如 p 落 在 0.45 到 0.46 的 区 间 内 的 概率 恰好 为 /100; 而 p 落 在 0.324 到 0.335 
的 区 间 内 的 概率 恰好 是 11/1 000， 以 此 类 推 。) 

。 然后 找 一 枚 不 均匀 的 硬币 ， 它 正面 朝 上 的 概率 为 p。 

。 将 此 枚 硬币 投掷 2 000 次 ， 并 记录 正面 向 上 的 次 数 。 


问 : 最 终 恰好 记录 1 000 次 正面 朝 上 的 概率 是 多 少 ? 


解法 一 ”生成 函数 法 。 设 投 柳 了 nn 次。 如 果 p 的 值 确定 ， 从 基础 概率 论 中 得 知 : 
次 抛掷 中 出 现 上 次 正面 朝 上 的 概率 恰好 是 


人 > ap ， 


然而 , p 是 随机 生成 的 ， 因 此 正确 答案 是 上 式 的 平均 数 一 一 也 就 是 积分 。 因 此 ， 需 要 
计算 


Un 月 = jp: Q-p)"*p， G2) 
它 便 是 次 抛 纪 中 次 正面 朝 上 的 概率 。 


在 本 例 中 需要 计算 UC2 000, 1 000)。 这 个 积分 的 计算 非常 复杂 。 因 此 并 不 应 该 党 
试 直 接 计 算 [2 000, 1 000)， 而 应 该 首先 考察 上 和 上 大 取 值 较 小 时 的 情形 。 在 尝试 以 后 
你 应 该 会 提出 如 下 猜想 ,对 于 任何 固定 的 ， 


全 多 息 村 外 和 : 才学 充 者 牙关 宝典 


Un,k) -证 


对 于 所 有 的 大 值 均 成 立 ! 因此 ， 答 案 似乎 应 该 是 1/2 001。 而 与 此 同时 ，0 次 或 2 000 
次 或 1345 次 正面 朝 上 的 概率 也 应 该 是 1/2 001。 换 言 之, 正面 朝 上 的 次 数 应 该 服从 均 
匀 分 布 ! 


如 果 你 灵光 一 现 ， 算 出 这 个 积分 应 该 不 在 话 下 。 事 实 上 ， 这 个 积分 有 不 少 计算 的 
方法 ， 你 也 可 以 进行 尝试 。 无 论 如 何 ， 最 终 的 答案 就 是 1(n + 1)。 但 是 这 些 方法 只 给 
出 了 答案 ， 并 没有 给 我 们 一 种 清晰 的 思路 以 及 原因 。 


为 什么 答案 等 于 Wn + 1) 呢 ?作者 的 同事 John Kao 给 出 了 如 下 的 简洁 证 明 , 其 中 
.运用 了 生成 函数 。 


取 定 m， 令 内 二 U(n,k) 。 定 义 生 成 函数 
f=U tA + 


利用 (12)， 可 以 得 到 如 下 等 式 ， 它 令 人 印象 深刻 ; 


f(D= (A( ?je- -or 


接着 运用 一 种 常用 战术 : 交换 求 和 与 积分 。" 从 而 得 到 


/9= b> Sp 人- oj. 


人 wearor -(]eoro-w Ps 


因此 能 利用 二 项 式 定理 来 简化 和 式 : 
Ep (p=(-p+px)"。 
Fd 


注意 到 


@ 将 两 个 可 交换 的 运算 (在 这 个 特殊 情形 是 积分 与 求 和 ) 交换 次 序 是 一 种 标准 战术 。 它 等 价 于 其 他 
一 些 战术 ， 例 如 ， 用 两 种 不 同方 法 计数 的 组 全 战术。 在 这 个 例子 中 ， 我 们 将 极限 运算 (积分 ) 和 
有 限 和 交换 ， 这 不 会 有 问题 。 然 而 当 交换 两 个 极限 运算 【例如 无 限 和 、 和 积分、 极限 ) 时 ， 我 们 还 
需要 证 明 取 值 没有 改变 。 
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f= 0-p+po"dp 
-p+pa)"™")| 
(n+D(x—1) | 


| 
-0 | 
< 

n+l 


| 


二 x+ 


换言之 ， 所 有 的 系数 ux 等 于 1/(n + 1)。 国 


解法 二 算术 证 明 法 。 上 面 的 证 明 是 美丽 的 ， 你 也 应 该 留 心 使 用 过 的 所 有 重要 的 
战术 (生成 函数 、 求 和 与 积分 交换 次 序 、 提 出 二 项 式 和 ) 。 然 而 证 明 的 神奇 之 处 也 正 
是 它 的 不 足 之 处 : 在 训 无 征兆 的 情况 下 , 其 点 睛 之 笔 便 跃然 纸 上 。 虽然 在 一 般 情 况 下 ， 
它 很 有 意思 ， 也 富有 启发 性 ， 但 在 本 例 这 个 特殊 问题 中 ， 它 并 没有 给 出 一 种 清晰 的 解 
释 。 通 过 前 面 的 证 明 ， 我 们 知道 正面 朝 上 的 次 数 是 怎么 服从 均匀 分 布 的 ， 但 我 们 仍然 
不 知道 这 种 现象 深层 次 的 原因 。 


在 证 明 任何 数学 结论 时 ， 你 应 该 尝试 寻找 类 似 “ 活 动 帷幕 ”的 论证 方法 一 一 它 能 
告诉 你 结论 为 何 正确 。“ 活 动 帷幕 ”形象 地 解释 了 微 积分 基本 定理 〈 例 9.1.1) ， 那 么 ， 
这 个 问题 存在 类 似 的 解释 方法 吗 ? 


事实 上 ， 我 们 能 够 找到 这 样 的 解释 方法 ， 它 不 需要 关于 微 积分 、 二 项 式 系数 的 知 
识 或 者 求 和 的 技巧 。 受 计算 机 模拟 方法 的 启发 ， 我 们 将 在 脑海 中 进行 如 下 的 实验 。 


假设 在 一 台 计 算 机 上 例如 使 用 一 个 表格 软件 ) 模拟 4 次 抛掷 过 程 。 下 图 展示 了 
一 张 Microsoft Excel 工作 表 。 单 元 格 42 包含 一 个 产生 均匀 分 布 随机 数 的 命令 ， 这 便 
得 到 p 的 值 。 为 了 模拟 四 次 抛 郊 ， 用 同样 方法 在 B2:E2 生成 了 四 个 服从 均匀 分 布 的 随 
机 数 。 在 第 三 行 中 ， 检 查 上 述 四 个 数 和 p (也 即 42) 值 的 大 小 关系 。 例 如 ， 单 元 格 
C3 包含 命令 


如 果 单 元 格 C2 < 42， 输 出 “H”， 否 则 输出 “T”。 
这 便 完成 了 模拟 过 程 。 


A B <C | 2 


1 Pp_ | | toss 1 | toss 2 | toss3 | toss 4| 
0 8424| | 0.4426 | 0.8563 | 0.4192 | 0.8407 
本 ULlT HH nn 


HH T H H 


食 8 息 村 解 是 ， 效 宪 充 容 炊 关 宝典 


那么 ， 正 面 朝 上 的 次 数 (也 就 是 也 的 个 数 ) 将 会 是 多 少 ? 如 果 B2，E2 中 所 有 单 
元 格 都 大 于 42， 那 么 正面 朝 上 的 次 数 为 0。 反之， 如果 它 们 都 小 于 42， 则 正面 朝 上 
的 次 数 为 4。 而 如 上 图 中 情形 ， 只 有 1 个 大 于 42， 则 正面 朝 上 的 次 数 为 3。 换言之 ， 


正面 朝 上 的 次 数 仅 仅 依赖 于 42 在 五 个 随机 数 中 的 相对 排 位 。 
但 由 于 这 些 随机 数 都 服从 均匀 分 布 ， 因 此 任何 一 个 数 的 排 位 也 都 服从 均匀 分 布 ， 也 就 


是 说 , 42 最 大 、 最 小 或 排 在 第 3 位 的 可 能 性 均 相同 。 因 此 ， 出 现 正面 朝 上 的 次 数 有 5 
种 可 能 (0，1，2，3，4)， 它 们 出 现 的 概率 相同 ， 均 为 1/5。 


前 面 叙述 的 积分 与 生成 函数 的 方法 ， 都 忽略 了 解法 二 中 给 出 的 简单 解释 : 这 些 随 
机 数 由 来 相同 ， 故 每 种 排 位 出 现 的 可 能 性 也 应 该 相同 ， 因 此 正面 朝 上 的 次 数 应 该 服从 
均匀 分 布 。 


而 上 述 方法 是 对 这 个 问题 的 深刻 理解 。 这 种 方法 在 本 书 中 多 次 出 现 , 我 们 相信 你 
应 该 非常 熟悉 。 并 且 ， 我 们 以 它 作为 结束 语 是 非常 恰当 的 一 -对称 性 方法 。 加 


问题 与 练习 
题 9.4.10 请 证 明 ; 例 9.4.1 中 的 和 式 不 一 致 收 伍 (考察 它 在 zx= 0 附近 的 表现 )。 
题 9.4.11 考虑 如 下 级 数 
1+x+z+m+…=-1_， 
1-x 
它 对 于 | < 1 收敛 。 


(a) 证 明 这 个 级 数 不 一 致 收敛 。 
(b) 证 明 这 个 级 数 对 于 四 < 0.999 9 一 致 收敛。 


题 9.4.12 证 明 二 项 式 定理 如 下 的 重要 的 推广 ; 
(1+x)°= + + 人 (9 + 


Zi1、a(x-D…w-r+l 
rj r! 


其 中 

,r=1,2,3,.… 。 

请 注意 ， 当 Qa 是正 整数 时 ， 上 述 “ 二 项 式 系数 ”的 定义 与 原 定义 是 一 致 的 。 同 样 请 注意 ; 如 果 
0 是 正 整 数 ， 则 上 面 的 级 数 只 有 有 限 项 。 请 讨论 这 个 级 数 的 收敛 性 。 它 依赖 于 wx 吗 ? 


题 9.4.13 (Putnam 1992) 定义 C(gm 为 za 在 x= 0 附近 的 Taylor 级 数 中 (1+x)" 项 的 系 
数 。 计 算 
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rc 


题 9.4.14 证 明 例 9.4.4 中 由 (9) 得 到 的 断言 ; Sp Taylor 多 项 式 是 函数 的 最 佳 二 次 估计 。 
题 9.4.15 ”利用 震级 数 证 明 e”” =e’e” 
题 9.4.16 (Putnam 1998) 令 N 为 由 1 998 个 十 进 制 数字 1 组 成 的 正 整 数 ， 即 


N=11.11]。 
1998 个 
求 VN 小 数 点 后 第 1 000 位 数字 。 
题 9.4.17 设 x>1。 计算 和 式 
x Ea EE 


十 


x+ GD TD Gr re + 
题 9.4.18 (Putmam 1990) 证 明 : 对 于 四 <1, 财 >1， 
1+D+x)p =0, 


j=l 
其 中 马 等 于 
(1—z)1— 2) ze) — zx) 
(z—xXz—x Mz -x)(z—x) “ 
题 9.4.19 《Putnam 1997) 计算 


-= 深 x We 条 
i 
dl: 2 +2x4 2x4x6 2 2 ZAG 


题 9.4.20 〈Putnam 1990) 是 否 存在 非 零 的 无 穷 实 数列 a0,0,4,,… ,使 得 对 于 每 个 正 整 数 
nn， 如 下 多 项 式 
PW) =a0 +Axt ar + + a 
都 恰好 有 x 个 不 同 的 实 根 ? 


题 9.4.21 用 下 述 方法 证 明 


(a) 利用 拆 分 法 (telescoping)。 
(b) .利用 天 级 数 。 


题 9.4.22 在 例 9.4.9 中 ，Uln， 如 被 定义 为 一 个 复杂 的 积分 。 请 利用 如 下 方法 直接 计算 这 
个 积分 ， 并 证 明 它 等 于 Un + 1): 

(a) 重复 使 用 分 部 积分 。 

(b) 二 项 式 级 数 方法 。 


贸 8 怎样 解 是 : 效 学 竞赛 攻关 宝典 


欧 拉 数 学 与 数论 


下 面 这 些 富有 挑战 性 的 问题 或 多 或 少 有 些 关 联 , 它们 的 处 理 方法 均 类 似 于 例 9.4.7。 你 可 能 
需要 复习 关于 组 合 和 数论 的 章节 。 利 用 概率 论 的 知识 ， 最 后 两 题 的 求解 可 能 会 变 得 更 为 简单 。 
(关于 6，#p，J，o 的 定义 请 分 别 参见 5.3 节 和 7.3 节 。) 


题 9.4.23 计算 


Pe 
了 3 5 72 人 
题 9.4.24 集合 8 由 素 分 解 只 包含 3、5 和 7 的 正 整 数组 成 。 请 问 : 8 中 元 素 的 倒数 之 和 收 
笋 吗 ? 如 果 收 仇 ， 和 为 多 少 ? 


题 9.4.25 考察 例 9.4.7 的 证 明 过 程 。 


(a) 证 明 中 确实 需要 算术 基本 定理 (分解 唯一 性 ) 吗 ? 
(b) 请 利用 有 限 部 分 和 与 乘积 ， 给 出 严格 的 证 明 。 
9.4.26 i = 本- 一 ， 
是 证 明 (s) Ly 
题 9.4.27 计算 
(ED -D+EH) -D+(EH D+. 
题 9.4.28 令 己 = {4, 8, 9, 16,… } 为 所 有 完全 敌 数 的 集合 ， 即 形 如 op 的 正 整 数 集合 ， 其 中 


a 和 4 为 大 于 1 的 整数 。 证 明 
| 
sj-1l 
题 9.4.29 类 比例 9.4.8， 证 明 (4)=x*/190 。 能 用 同样 的 方法 得 到 人 (2n) 和 C2n+1) 的 表 
达 式 吗 ? 


题 9.4.30 求 序列 加 ,mn,,… ， 满 足 


题 9.4.31 证 明 


题 9.4.32 利用 问题 9.2.37 和 例 9.4.7 的 方法 证 明 : 对 于 任何 正 整数 4, 所 有 小 于 等 于 的 
素数 的 倒数 之 和 大 于 lg(lg 内)-1/2。 并 由 此 证 明 p> 工 发 散 。 
p 为 素数 户 


题 9.4.33 ” 取 定 正 整 数 ">， 令 p,,… p 为 所 有 小 于 等 于 Vn 的 素数 ， 并 令 @, = p+ p,…p， 。 
n(x) 表示 小 于 等 于 x 的 素数 个 数 。 证 明 
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rm=-HtaxmD+ 避 pa 引 . 
iQ. 


题 9.4.34 对 于 neN，xe 民 ,定义 Wn,x) 为 小 于 等 于 x 且 与 n 互 素 的 正 整 数 的 个 数 。 例 
如 ，Wm,mD) 等 于 Wm) 。 求 计算 nm,x) 的 公式 。 


题 9.4.35 证 明 : 满足 条 件 “x 与 》 互 素 , 且 x, y 介 于 1 到 n 之 间 ( 含 两 端 )” 的 (x, 的 
数量 等 于 
Zl 
题 9.4.36 证 明 两 个 随机 选择 的 正 整数 互 素 的 概率 为 。 


题 9.4.37 “过 剩 数 ” 是 类 似 于 完全 数 的 概念 。 如 果 c(D) > 2n ， 则 自然 数 = 是 过 剩 的 。 


(a) 一 个 数 怎样 成 为 过 剩 数 ? 即 求 olm)/n 可 能 的 最 大 值 。 

(b) 求 “ 过 剩 商 ”o(m)/n 的 期 望 值 。 换 言 之 ， 如 果 随 机 选择 一 个 整数 n 并 计算 c(z)/m ， 
并 且 重 复 进行 无 穷 多 次 试验 ， 得 到 的 极限 的 平均 值 是 什么 ? 

《c) 在 正 整数 中 “过 剩 数 ” 占 了 多 大 比例 ? 


参考 文献 与 延伸 阅读 
悉 伸 阅读 


下 面 的 建议 有 助 于 拓展 你 的 知识 面 。 这 些 建议 并 不 详尽 ， 而 只 是 本 书 作者 的 一 些 
个 人 喜好 。 


一 般 的 解 题 方法 


若 你 想 学 习 有 关 趣 味 数学 的 内 容 ， 请 参阅 马丁 . 伽 德 纳 的 任何 一 本 著作 。 另 一 位 
出 色 的 作者 是 Raymond Smullyan。 如 果 你 想 阅读 一 些 难 度 低 于 本 书 的 解 题 方法 (为 了 
自用 亦 或 授课 需要 )， 下 面 给 出 了 三 个 不 错 的 选择 : 


。 Mathematical Circles (Russian Experiencej[8] 中 包含 了 很 多 极 富 想 象 力 的 问题 
这 些 问题 虽然 只 有 初等 的 难度 ， 但 却 包含 着 有 趣 的 教学 理念 。 对 于 教授 解 题 
知识 的 老师 来 说 ， 这 是 一 本 必 备 的 书 。 

e ,由 Sandor Lehoczky 和 Richard Rusczyk20 编 著 的 The Art of Problem Solving 是 
一 本 综合 性 图 书 。 这 本 书 分 两 卷 ， 非常 详尽 地 阐述 了 基础 解 题 战术 和 方法 。 
这 本 书 思路 清晰 ， 富 有 乐趣 ， 并 且 对 于 每 个 问题 都 给 出 了 完善 的 解答 ! 这 些 
书 能 在 www.artofproblemsolving.com 上 找到 ， 这 是 一 个 关于 解 题 方法 的 非常 
优秀 的 网 站 。 这 个 网 站 还 包括 一 个 非常 活跃 的 论坛 ， 以 及 赞助 商 提供 的 在 线 
课程 等 内 容 。 


。 由 Ravi Vakilt 编 著 的 4 Mathematical Mosaic。 本 书 虽然 似 述 简洁 ， 但 它 所 涵 
盖 的 主题 却 极为 出 色 ， 叙 述 风格 富有 想象 力 和 乐趣 。 是 一 本 非常 不 错 的 枕 边 
读物 ， 你 将 在 细 细 品味 这 本 书 的 过 程 中 找到 真正 的 乐趣 ! 


若 你 想 找 一 些 比 本 书 稍 难 的 读物 , Titu Andreescu 所 著 的 书 是 不 错 的 选择 , 它们 展 
示 了 真正 的 艺术 和 优雅 。 例 如 Te Wohanscum County Problem Book“ 收集 了 很 多 富有 
想象 力 的 问题 ， 并 且 也 讨论 了 许多 难度 适中 的 微 积 分 问题 ， 是 初学 者 的 理想 读物 。 
Putnam 考试 有 三 本 出 版 的 解 题 教材 。 前 两 本 书 涵盖 了 1938~1964 年 "4 和 1965~1984 
年 山 的 考试 题 ， 它 们 写 得 比较 好 ， 而 最 近 的 第 三 本 涵盖 1985~2000 年 试题 的 书 59 则 非 
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常 优秀 ， 其 中 包括 了 很 多 一 题 多 解 的 例子 、 数学 的 细 枝 末节 以 及 解 题 的 创新 性 思维 。 
这 是 一 本 内 容 很 深邃 的 教材 ， 但 确实 值得 深 读 。 


有 关 代数 内 容 ， 只 有 两 本 书 值得 关注 ， Barbean 的 关于 多 项 式 的 高 级 指导 教程 
以 及 Steele 的 一 本 关于 不 等 式 方面 的 非常 深入 的 教材 Kal。 


相 比 之 下 ， 涉 及 组 合 学 方面 的 优秀 的 书 则 非常 多 。 在 我 们 看 来 ， 最 适合 初学 者 的 
书 是 Slomson 的 著作 9， 但 这 本 书 不 容易 买 到 。Goodaire 和 Parmenter 的 教材 03 则 是 
不 错 的 替代 书籍 。 如 要 更 深入 的 学 习 ， 如 下 三 本 书 尤其 出 色 ; Concrete Mathematicst'9、 
Generatingfunctionology!"1#n Proofs that Really Count: The Art of Combinatorial Proofi, 
第 一 本 书 极 具 可 读 性 ， 并 且 氢 述 详 尽 ( 配 有 全 部 题目 的 解 ) ， 第 二 本 书 是 关于 生成 函 
数 的 ， 写 得 非常 富有 诗意 〈 也 配 有 全 部 题目 的 解 ) ， 第 三 本 书 极 富 想象 力 地 探索 了 如 
下 问题 : 用 图 形 重新 描述 组 合 学 对 解 题 过 程 能 起 到 多 大 作用 ? 


数论 方面 写 得 精彩 的 书 也 有 不 少 。 但 其 中 却 没 有 一 本 特别 出 众 而 成 为 必 读 教材 。 
我 们 向 初学 者 推荐 Vanden Eynden! 扑 ，Niven 和 ZuckermanBo) 或 者 Ireland 和 RosenE3l 
的 书 则 适合 具备 一 定 基础 的 读者 。 当 然 ， 数论 方面 肯定 还 有 不 少 其 他 的 书 值得 参考 。 


至 于 几何 方面 ， 本 书 所 提供 的 知识 应 该 足以 让 你 进一步 的 阅读 Geometry 
Revisifedq。 若 要 寻找 叙述 得 非常 详实 的 书 ， Eves" "是 不 容错 过 的 选择 。Needham 的 
Visual Complex 4nrabysisP 则 涵盖 了 使 用 变换 方法 的 优美 论证 以 及 非 欧 儿 何 的 内 容 。 这 
本 书 观点 独特 ， 此 外 还 有 很 多 其 他 精彩 之 处 。 本 书 中 我 们 最 喜欢 的 部 分 ( 带 有 完整 求 
解 过 程 的 ) 几何 问题 则 来 源 于 Prasolov 的 Problems in Plain GeometDP3。 可 惜 这 本 书 
是 俄 文 写 的 ， 所 以 ， 我 们 希望 能 够 尽快 翻译 这 本 精彩 的 书 ! 


关于 组 合 数学 方面 ， 我 们 推荐 下 面 三 本 关于 高 等 微 积分 方面 写 得 很 出 色 的 经 典 教 
材 : Boasf"、SpivakPa 和 Apostol 四 。 特 别 是 Boas 的 书 非常 引 人 注 目 ， 它 只 有 不 到 200 页 ! 
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怎样 站 wwen 


解决 数学 难题 ， 其 中 的 乐趣 是 无 穷 的。 国际 数学 奥林匹克 竞赛 ， 向 来 是 数学 天 才 的 竞技 
场 ， 激 励 着 众多 的 青少年 勇 构 高 峰 。 

本 书 作者 中 学 时 代 即 亲身 参加 过 国际 奥林匹克 数学 竞赛 ， 后 来 又 长 期 负责 培训 数学 竞技 
选手 ， 具 有 丰富 的 解 题 经 验 。 书 中 他 一 一 总 结 了 典型 的 解 题 方法 ， 提 供 了 系统 而 独到 的 观点 。 
众多 例题 和 习题 选 自 各 国 数学 竞赛 真题 ， 极 具 实战 性 ， 让 你 尽 览 不 同 风格 的 各 类 难题 ， 你 可 
以 了 解 到 : 

。 如 何 着 手 准备 解 题 并 为 自己 定位 ; 

。 怎样 通过 作 图 或 使 用 其 他 创新 技巧 来 从 新 的 角度 审视 问题 ， 

。 如 何 成 功 地 运用 诸如 铝 敌 原理、 极端 原理 等 的 证 明 技巧 ， 

。 如 何 利用 由 民间 传说 中 获得 的 知识 (如 Conway 的 棋盘 问题 ) ; 

。 如 何 处 理 几 何 、 微 积分 代数、 组合 数 学 及 数论 中 的 问题 。 

本 书 既 可 作为 高 中 数学 奥林匹克 竞赛 的 培训 教材 ， 亦 可 作为 数学 解 题 者 的 参考 书 。 一 
在 手 ， 尽 享 解 题 之 美 。 


Paul Zeitz 。 曾 就 读 于 哈佛 大 学 历史 系 ， 继 而 于 加 州 大 学 伯克利 分 校 获 得 数学 博士 学 位 。 
目前 是 旧金山 大 学 的 一 名 副教授 。 他 曾 获得 美国 数学 奥林匹克 竞赛 大 奖 ， 并 且 是 1974 年 美 
国 代表 队 第 一 次 参与 国际 数学 奥林匹克 竞赛 的 光荣 一 员 。2003 年 荣获 著名 的 Deborah 
Tepper Haimo 奖 ， 这 是 由 美国 数学 联盟 颁发 的 全 国 性 的 大 学 数学 教育 奖项 。 
7149-2 
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